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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОГО 
ПРОНИКАНИЯ ЖЕСТКОГО ТЕЛА В УПРУГОПЛАСТИЧЕСКУЮ ПЛИТУ 

В работе рассматривается пространственная задача проникания 
жесткого ударника в деформируемую плиту. 

Проблема математического моделирования нестационарных про­
цессов деформирования и разрушения упругопластических тел, подвер­
гающихся интенсивным механическим воздействиям, является в насто­
ящее время одной из наиболее актуальных. Это обусловлено как по­
требностями разнообразной инженерной практики, так и состоянием 
вычислительной механики, методы которой находятся на этапе станов­
ления. В имеющихся теоретических разработках при всей широте под­
ходов к различным аспектам задачи проникания большинство резуль­
татов получено в одномерной и осесимметричной постановках, при не­
которых упрощающих предположениях. Так, например, в работах [1, 
2] исследовалось нормальное выбивание пробки цилиндрическим бой­
ком в предположении о действии по срезу пробки постоянного каса­
тельного напряжения. Численные решения задачи о внедрении жест­
кого тела в упругопластическую преграду даны в статьях [3, 4] в осе­
симметричной постановке. При этом по существу рассмотрены лишь 
начальные стадии проникания. 

Целью данной работы является исследование влияния скорости и 
угла подлета бойка на механизм пробивания и характер разрушения 
плиты, а также определение зависимости распределения давления на 
поверхности проникающего тела от времени. Задача решена в трех­
мерной постановке с использованием численных методов. Составлен­
ный пакет программ универсален по отношению к выбору геометрии 
ударника, размерам плиты и способам ее закрепления. Материал пли­
ты моделируется упругопластической средой типа Прандтля—Рейса. 
В качестве критерия разрушения выбрана критическая величина ин­
тенсивности пластических деформаций. 

Постановка задачи. Исходная система уравнений, описывающих 
движение твердого деформируемого тела, в декартовой системе коор­
динат имеет вид 

dvj dsjj dp 

^ dt ~~ dxj dxt

 1 (1) 

dt дхь, 

№ 



В уравнениях по повторяющимся индексам производится сумми­
рование и вводятся следующие обозначения: р — плотность; vi — про­
екция вектора скорости на ось xt неподвижной декартовой системы ко­
ординат х\, х2у #з; / — время; — производная по времени вдоль 

dt 
траектории движения частицы сплошной среды. Компоненты девиато-
ра напряжений stj представляются как сумма компонент тензора на­
пряжений оц и шарового тензора: 

где p=—okk/3 — давление, 8ц — символы Кронекера. 
Считаем, что среда является идеально пластичной. Д л я описания 

материала используем модель упругопластического течения Пранд-
тля—Рейса [5]: 

^ - + Xsu = 2G (еи-±-екк6и), 
V 3 1 (2) 

Р = * ( Р / Р о — ! ) • 
Здесь G — модуль сдвига; К—модуль объемного сжатия; — про­
изводная по времени от компонент тензора в смысле Яумана [6]; ец — 
компоненты тензора скоростей деформации; 

О, х<0. 

Пластические деформации появляются в среде, когда второй инвари­
ант девиатора напряжений достигает своего критического значения 

susij = — s ?> г Д е 5 т — динамический предел текучести при простом рас-
3 

тяжении. 
Пробивание плиты бойком сопровождается разрушением материа­

ла преграды. В данной работе эта задача решалась численно с помо­
щью метода Уилкинса, который применим для сплошных сред. Расчет 
без учета разрушения может быть выполнен лишь на начальной ста­
дии пробивания, поскольку интенсивное деформирование приводит к 
нефизическому искажению части ячеек и к потере достоверности даль­
нейших результатов. Желание проследить процесс вплоть до момента 
полного выхода пробки из плиты обязывает дополнить расчетную 
часть метода Уилкинса описанием разрушения. 

Рассмотрим вопрос о выборе критерия разрушения. В монографии 
[7] показано, что затуплейные тела, проникая в преграду с умеренными 

скоростями (т. е. в диапазоне 0,2—2 км/с) , вероятнее всего вызывают 
сдвиговое разрушение, известное в литературе как неустойчивый раз­
рушающий термопластический сдвиг [8]. Положим, что пластическому 
разрушению предшествуют сдвиговые пластические деформации. Тогда 
критерием разрушения естественно выбрать критическую величину 
интенсивности пластических деформаций у р 

т а х у р = 7 к Р . (3) 

Предполагаем, что ударник является абсолютно жестким телом. 
Проникание осуществляется с постоянной скоростью V. Угол меж­
ду нормалью к поверхности плиты и осью тела равен а, а угол атаки 
равен нулю. Плита имеет форму круговой пластины толщины Я и ра­
диуса R и жестко закреплена по краям. 
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Рассмотрим начальные и граничные условия. В начальный момент 
времени t0 плита находится в покое в ненапряженном состоянии. При 
t>t0 перемещения точек на боковых границах равны нулю. На сво­
бодной поверхности равен нулю вектор напряжения, а в точках кон­
такта с бойком выполняется условие скольжения без трения [9]. 

Численное решение уравнений (1 ) , (2) найдено методом типа Уил­
кинса [10]. В разностной схеме второго порядка точности используются 
«двухступенчатый» шаг по времени и система двух лагранжевых сеток. 
Первая сетка служит для расчета пространственных производных ком­
понент вектора скорости, компонент девиаторов скоростей деформаций, 
девиаторов напряжения и давления; вторая — для расчета пространст­
венных производных девиаторов напряжений и давления, а также 
вектора скорости. Так как деформирование плиты сопровождается ин­
тенсивным внешним нагружением со стороны ударника, то для демп­
фирования «численных осцилляции» вводятся скалярная вязкость q и 
тензорная вязкость цц [5, 10], которые добавляются в уравнения дви­
жения соответственно к р и su. Работа этих сил должна учитываться в 
уравнении энергии. 

Известно, что в случае конечных деформаций упругие деформации 
являются малыми по сравнению с пластическими. Поэтому в качестве 
критерия разрушения с некоторым допущением можно рассматривать 
интенсивность полных сдвиговых деформации у. Д л я расчета сдвига 
на Э В М свяжем с телом дополнительную лагранжеву сетку таким об­
разом, чтобы координатные линии проходили через центры ячеек и 
граней первого типа. В центре каждой такой ячейки построим базис 
сопутствующей системы координат. В процессе деформации триэдр, об­
разуемый векторами базиса, перемещается, и в каждый момент време­
ни известно его новое положение. Зная актуальный и начальный бази­
сы, можно вычислять компоненты тензора деформации, метрического 
тензора, главные направления тензора деформации и сдвиг. Если в не­
которой ячейке тела величина сдвига у достигнет своего критического 
значения укр, то считается, что данная частица исчерпала свои проч­
ностные свойства, и из дальнейших расчетов она исключается. После 
этого напряжения в ячейке полагают равными нулю. 

В качестве примера расчета процесса пробивания круговой плиты 
жестким бойком рассмотрим конкретную задачу. Материал преграды — 
сталь со следующими параметрами: плотность р = 7 8 0 0 кг/м 3 , модуль 
объемного сжатия / ( = 2 7 0 ГПа, модуль сдвига G = 1 5 0 ГПА, предел те­
кучести s T = 0 , 5 ГПа. Отношение линейных размеров в плите следую­
щее: # / # = 1 / 7 . Считаем, что боек имеет форму полубесконечного ци­
линдра с нормальным передним срезом и отношение его диаметра к 
толщине плиты равно d / # = l / 3 , # = 2 , 8 см, ^ К р = 0 , 8 . 

Результаты численного исследования. В [1, 2] показано, что реше­
ние задач существенно зависит от априорных предположений о харак­
тере действий напряжений в преграде. При моделировании с исполь­
зованием численных методов характерные особенности процесса, опре­
деляющие механизм пробивания, проявляются непосредственно при ре­
шении, поэтому в данной работе ряд основных характеристик проника­
ния исследовался в зависимости от скорости и угла подлета бойка. 

Рассмотрим влияние скорости бойка на механизм пробивания. 
В случае нормального проникания при скоростях ударника порядка 
100—400 м/с картина имеет следующие характерные особенности. На 
начальной стадии нагружения плиты поверхностью цилиндра в плите 
о т контактной границы начинает распространяться волна сжатия двух-
волновой конфигурации. Отражаясь от свободной поверхности, волна 
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сжатия преобразуется в упругую волну растяжения. Взаимодействие 
упругих волн разгрузки и пластических волн нагружения, как и в за­
даче отскока упругопластического стержня от жесткой преграды [11], 
приводит к образованию вблизи нормальной поверхности бойка обла­
сти растягивающих напряжений, симметричной относительно оси удар­
ника. Наблюдается отскок плиты от бойка. Сохранение контакта на 
оставшейся части поверхности объясняется как влиянием прочностных 
свойств преграды, так и дифракцией волн. Увеличение скорости про­
бивания приводит к расширению области отскока и ее распростране­
нию на всю площадь нормального среза цилиндра. В ходе дальнейше­
го движения упругопластические деформации быстро поглощают кине­
тическую энергию отошедшей части плиты и способствуют ее торможе­
нию. Поэтому боек вновь ударяет преграду, вызывая ее частичный или 
полный отскок. При этом отход преграды от кольцевой области пери­
ферийной части переднего среза бойка может быть также связан с раз­
рушением и образованием вследствие этого новых поверхностей. В ре­
зультате многократного повторения описанного цикла из плиты выби­
вается пробка, причем на нижней границе рассматриваемых скоростей 
она фактически выдавливается из преграды. Характер пробивания, а 
также характер распределения деформаций и разрушений со скоростью 
проникания 200 м/с для двух последовательных моментов времени по­
казан на рис. \,а,б. Первый этап (рис. 1,а) завершается отскоком 
плиты от бойка в некоторой кру­
говой зоне. С началом разруше­
ния плиты (рис. 1, б) отскок про­
исходит от всей площади нижне­
го среза бойка, но после тормо­
жения преграды ударник повтор­
но догоняет плиту, и проникание 
осуществляется в соответствии с 
описанной схемой. 

С повышением скорости бой­
ка до величины порядка 400 м/с 
механизм проникания становится 
существенно иным. После прихо­
да отраженных волн со свобод­
ной поверхности и отскока пли­
ты от всей площади контакта ма­
териал пробки имеет достаточный 
запас кинетической энергии для 
выхода пробки из плиты без по­
следующего взаимодействия с 
ударником. Такой случай пока­
зан на рис. U в, г, где скорость 
бойка равна 600 м/с. Обнару­
женный с помощью расчетов эф­
фект самостоятельного выхода 
пробки из преграды имеет экспе­
риментальное подтверждение и отмечен в [121, где рассматривалось 
пробивание упругопластической плиты жестким шариком. 

Исследование влияния угла встречи на схему проникания показы­
вает, что небольшое отклонение оси тела от нормали существенно 
меняет картину пробивания и приводит к снижению фактора отражен­
ных волн. Наклонное пробивание происходит при почти постоянном 
контакте поверхности бойка с плитой. Отскоки отдельных точек при 
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этом носят кратковременный характер. Пример наклонного пробива­
ния ( а = 1 5 ° , У = 6 0 0 м/с) показан на рис. 2. Пробивание сопровожда­
ется вырыванием лепестка материала из плиты. В этом случае меха­
низм проникания определяется прочностными свойствами преграды. 

Рассмотрим напряженно де ­
формированное состояние и ха­
рактер разрушений в плите. В 
ходе расчетов выполнялся анализ 
ориентации в пространстве плос­
костей, в которых сдвиговые де­
формации достигают своей мак­
симальной величины, а т а к ж е 
вычислялась величина этих де­
формаций. В случае нормального 
пробивания расчеты подтвержда­
ют результаты экспериментов: 
наиболее существенные сдвиго­
вые напряжения возникают в ок­
рестности цилиндрической пове­

рхности, полученной геометрическим продолжением образующих удар­
ника в глубь плиты, и ориентированы параллельно этой поверхности. 
Однако интенсивность сдвиговых напряжений, а следовательно, и де­
формаций затухает по мере удаления от бойка. Это согласуется с ре­
зультатами [3] и, кроме того, подтверждает основное предположение в 
работах [1, 2] о постоянстве сдвиговых напряжений по всей толщине 
плиты и об их локализации в соответствующей цилиндрической пове­
рхности. Поэтому пробка не выходит по образующей бойка, «подреза-
ясь» одновременно по всей толщине преграды, и разрушающий сдвиг 
распространяется от верхней плиты в течение всего внедрения бойка в 
преграду, вплоть до полного выхода пробки. 

Напряженно деформированное состояние в плите в случае наклон­
ного пробивания имеет свою специфику. На начальной стадии прони­
кания наиболее интенсивные сдвиговые напряжения сосредоточены 
вблизи нижнего угла бойка. Их величина уменьшается по мере уда­
ления от контактной поверхности, и сдвиги ориентированы в глубь 
плиты. В последующем угловые части бойка формируют область раз­
витых сдвиговых напряжений, и механизм пробивания становится та­
ким ж е , как в случае нормального проникания с низкими скоростями 
(рис. 2, а). Другая особенность (см. рис. 2, б) связана с появлением 

интенсивных сдвиговых деформаций в слое плиты непосредственно под 
контактной поверхностью. Это может вызвать потерю сплошности среды. 

В ходе численного решения определялись значения нормальных 
составляющих вектора напряжений а в пяти точках, равномерно рас­
пределенных по переднему срезу бойка. Зависимости а от времени по­
казаны на рис. 3, а для нормального ( а = 0 ° , 1/=600 м/с) и на рис. 3 , 6 
для наклонного ( а = 1 5 ° , V = 6 0 0 м/с) пробивания. Нумерация кривых 
начинается от осевой точки в первом случае и от нижней; угловой точ­
к и — в о втором. Семейство графиков на рис. 3 , а свидетельствует, что 
на начальной стадии внедрения величина а слабо зависит от положе­
ния точек на поверхности контакта. Но затем давление от периферии 
переднего среза бойка начинает падать, что обеспечивается частичной 
разгрузкой напряжения в радиальном направлении. И наконец, на эта­
пе, предшествующем отскоку, кривые начинают быстро сближаться, 
так как при этом волны, отраженные от свободной поверхности, ока­
зывают доминирующее влияние на процесс разгрузки. 
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В случае наклонного пробивания нагружение плиты в рассматри­
ваемых точках происходит последовательно по мере проникания тела. 
Графики напряжений v=o(t) отражают сложный волновой процесс, 

б - 7 0 - Я н/м г 

2 4 6 8 £, мкс 10 20 30 t, мкс 
Рис. 3 

происходящий в преграде. Все кривые являются прерывистыми и име­
ют характерный вид для первого этапа взаимодействия: это два или 
три последовательных пика с убывающей, но высокой амплитудой, за 
которыми следует резкое падение давления до нуля. Первый пик свя­
зан с приходом волн, отраженных от свободной поверхности. Посколь­
ку удар бойка является локальным, рассеяние волн разгрузки препят­
ствует полному снятию давлений с поверхности контакта. Поэтому за 
первым следует второй, а часто и третий всплеск давления. Постепен­
но интенсивность взаимодействия в данной точке границы снижается, 
но вместе с тем контактные нагружения распространяются на сосед­
ние области, откуда постоянно инициируются возмущения среды. Это 
приводит к слабому осциллированию а и периодическому резкому спа­
ду давления в результате отскоков. 

Проведенные исследования позволяют сделать следующие выводы. 
Д л я нормального проникания найдены предельные скорости, при пре­
вышении которых определяющее влияние на механизм пробивания 
оказывают волны, отраженные от свободной поверхности. В этом слу­
чае удалось обнаружить режим самостоятельного выхода пробки после 
ее отскока от бойка без последующего с ним взаимодействия. Расчеты 
подтвердили результаты экспериментов: наиболее существенные сдви­
говые напряжения возникают в окрестности цилиндрической поверхно­
сти, полученной геометрическим продолжением образующих ударника 
в глубь плиты; в то ж е время их интенсивность падает по мере удале­
ния от бойка. Из решений найдено распределение давлений на поверх­
ности тела, которое отражает волновой характер процессов, происходя­
щих в плите при проникании. 
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