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О РЕГУЛЯРНЫХ ЯЗЫКАХ С ПОЛИНОМИАЛЬНЫМ РОСТОМ 

ЧИСЛА СЛОВ 

А. С. С т р о г а л о в 

Важной характеристикой регулярных множеств являются функции, 
описывающие распределение числа слов заданной длины в них и назы­
ваемые функциями роста этих множеств. Устанавливается, что любой 
неотрицательный целозначный полином может являться функцией роста 
некоторого регулярного множества. 

Введение 

В работе исследуются функции роста регулярных языков, описываю­
щие распределения числа слов заданной длины т в них. Как установлено 
в [2], эти функции разделяются на два класса: в первый класс попадают 
все функции, ограниченные сверху некоторым полиномом от т; во второй 
класс —все остальные функции, причем они растут не медленнее, чем экс­
понента от т. 

Здесь рассматриваются функции роста из первого класса. Основным 
результатом статьи является доказательство того, что любой неотрицатель­
ный целозначный полином является функцией роста. 

§ 1. Основные понятия и результаты 

Пусть задан алфавит А = {а0, . . . , ап_г}, Л* —множество всех^слов 
а = а(1)а(2) . . . a(t) над А, где a(i)£A при t g { l , 2, . . . , / } ; число | а | = * 
называем длиной а. Множество 3 ^ А* называем регулярным языком, если 
оно распознаваемо некоторым автоматом $ij? [1]. 

Пусть ^(т)—множество всех слов длины т из 3, тогда 3 = 
= U 3(т). Обозначая через \В | мощность множества В, рассмотрим функ-

цию fx (т) = | 3 (т) |, которую назовем функцией роста языка 3. 
В работе [2] показано, что эта функция либо не превосходит поли­

нома, либо имеет экспоненциальный рост. В первом случае говорим, что 
язык имеет полиномиальный тип (рост), а во втором — экспоненциальный 
тип (рост). 

В статье [3] описан следующий способ нахождения числа слов длины 
т в регулярном языке 3'. Сначала строится матрица М (называемая ске­
летной) для автомата, распознающего язык 3, элементы ти которой рав­
ны количеству дуг, соединяющих в диаграмме переходов i-e состояние с 
с /-м. Затем к ней применяется теорема Гамильтона — Кэли [5] о том, что 
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всякая квадратная матрица удовлэтворяет своему характеристическому 
многочлену, т. е.: 

М* + с1М^+...+ск_1М-гскЕ^в. (1) 
Здесь Е и G — единичная (диагональная) и, соответственно, нулевая мат­
рицы, ct есть i-й коэффициент характеристического многочлена матрицы 
М, a k — степень характеристического многочлена и одновременно порядок 
матрицы М, определяемый количеством состояний автомата, распознаю­
щего язык J?; при этом можно рассматривать только приведенные автоматы. 

Умножив обе части тождества (1) на Mx~k, где т ^ & , получим 
Мх + с1М%-1+ . . . +ckm.1Mx-<k-r> + ckMT-k = e. (2) 

Расписав поэлементно (2), имеем 
miy + сгт^ +...+Ck_ im\]-k+» + ckm^ = 0. (3) 

Здесь mff (т — k ^ / ^ ^ — соответствующий элемент матрицы М1. Известно 
[4], что т-/) есть число слов длины т, ведущих из /-го в /-е состояние 
автомата со скелетной матрицей М. Осталось взять в качестве i номер 
инициального состояния, а в качестве / — номер финального состояния. 
Если финальных состояний несколько, то надо просуммировать соответст­
вующие тождества, подобно тому, как это сделано в [2]. В результате мы 
получим линейное рекуррентное уравнение типа (3). 

Структура общего решения линейного рекуррентного уравнения из­
вестна и имеет вид 

S 

т,? = 2 (cn + ci2x+ . . . +ciriTrr1)Kl, 
i = 1 

где X/ —корни характеристического многочлена det\M — XE\ = 0, a rt — 
кратность соответствующего корня. Коэффициенты- Су определяются из на­
чальных условий для уравнения (3). 

Для простоты изложения будем рассматривать случай Л = {0, 1}. Обо­
значим через N множество натуральных чисел. 

Полином Ps (т) называется целозначным, если при целых т его значе­
ния целые числа. Например, любой полином с целыми коэффициентами 
является целозначным, а полином P 5 ( T ) = Q целозначный, но не целочис­
ленный; его коэффициенты рациональные числа [7]. Далее нас будут инте­
ресовать главным образом неотрицательные целозначные полиномы (н. ц. п.) 
и целозначные полиномы (ц. п.). Имеет место 

Т е о р е м а 1. Для любого н.ц.п. PS(T) существует / £ N такое, что 
при %^1 

Ps (т) = а0 + а£\-1 + • • • + asC\_u 
S 

причем 2 а / ^ 2 ' и fl/gN при г = 0, 1, . . . , s. 
i 0 

Отметим, что / зависит только от полинома Р8(ч). Такое представле­
ние н .ц .п . Ps (т) позволяет получить основной результат, который для 
случая, когда А = {0, 1} формулируется следующим образом. 

Т е о р е м а 2. Для любого н.ц.п. PS(T) существует / £ N и регуляр­
ный язык 3? такой, что /«#(т) = Ps(т) при %^1. Здесь I то же, что и в 
формулировке теоремы 1. 

Если ограничения на мощность входного алфавита А отсутствуют, то 
теорему 2 можно усилить. 

Т е о р е м а 3. Для любого н. ц. п. Ps(i) существует регулярный язык 
S такой, что /«# (т) = Р 5 (т) при x£N. 

Частным случаем регулярных языков полиномиального роста являются 
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те, функция роста которых ограничена сверху константой; их называем 
константно-ограниченными. 

Т е о р е м а 4. Класс функций роста константно-ограниченных языков 
совпадает с классом почти-периодических функций /: N —>• N(j{0}. 

§ 2. Доказательство вспомогательных утверждений 

Л е м м а 1. Существует семейство регулярных языков 2k, для которых 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что степень полинома С\~г равна k—1. 
Рассмотрим семейство регулярных языков 3?k, распознаваемых автоматами 

а*'-

Рис. 1 

Шк, диаграммы которых изображены на рис. 1. Здесь состояние с номе­
ром 1—инициальное, состояние с номером k — финальное. Как следует из 
работы [2], fj? имеет полиномиальный тип. Найдем ее явное выражение. 
Скелетная матрица размера (k+ l)x(k+ 1) автомата 21л имеет вид 

'1 1 ... о о 0\ 
о 1 ... 1 о о 

М = [ . |; det|Af — Я£| = (Я—1)*(Х — 2). 
О 

^0 0 
0 1 1 
0 0 2/ 

Следовательно, общее решение уравнения (3) для этой матрицы есть 
/я# = iPi + c2x+....+ с^-1) + ск+12\ 

В силу того, что fje полиномиального типа, ck+1 = 0. Отметим, что это 
верно именно для указанного распределения инициального и финального 
состояний. Нам остается определить константы си . . . , ck из начальных 
условий. Заметим, что из строения диаграммы автомата %k (рис. 1) выте­
кает, что 

Л г А ( 1 ) = . . . = / * А ( * - 2 ) = 0, / ^ ( f c - l ) = l, fxk(k) = k. 

Так как /j?. (т) — полином степени k— 1, то для его построения можно 
воспользоваться интерполяционной формулой Лагранжа [6] для узлов 
(*/» #/)» 1 < * < & , вида (i, 0) при 1 < * ' < & — 2 и (6—1, 1), (&, k). Имеем 

( т _ 1 ) . . . ( т _ ( £ _ 2 ) ) ( т - £ ) 
fxhV) = n& ik 1- «Л—1>—1> . . . ((Л—1> — (Л — 2» «^—1> — Л> 

(т— 1) . . . (х—(Л—2)) (т —(Л— 1)) + k> 
( * _ 1 ) . . . (*_(*_2)) (* - (* -1) ) 

( т _ 1 ) . . . ( т - ( £ - 2 ) ) Г ь „ , ^ ( T - ( f e - l ) ) l _ ( t - l ) . . . ( T - ( ^ - 2 ) ) T _ r ( f e . 1 ) 
~ (k-2)\ L "^ k—l J (k—2)\(k — l) "~"°T # 

Лемма 1 доказана. 
Используя формулу интерполяционного многочлена Ньютона [8] (слу­

чай равноотстоящих узлов), можно получить следующее представление для 
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«. п. Р,(т): 

A(T) = ̂ (0 + i l T ^ ( T - / ) ( t - / - l ) - . . ( T - / - ( f e - l ) ) = 
& = 1 

= ^(0+SA*^(OC?_i. (4) 
& = 1 

где Д*Р9(/) = 2 (—О*""1 CftP5(/ + 0 —*-я разделенная разность. Для нас 
i=0 

существенно, чтобы в разложении (4) коэффициенты были целыми числами. 
Для этого достаточно заметить выполнение следующих очевидных равенств: 

Л = 1 

Учитывая, что Р9 (т)-—целозначный, из этих уравнений последова­
тельно находим величины Д*Р5(/), Д2Р5(/), . . . , Д5Р5 (/) которые, очевидно, 
целые числа. 

Л е м м а 2. Для всякого ц. п. Ps{x) найдется / 0€N такое, что при 
scex l^l0 в представлении (4) будет выполнено неравенство 

2|А'Л(0К2'. 
i = 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения fe-й разделенной разности имеем 

t = 0 1=0 

S 

где с > 0. Далее, для некоторого сг > 0 имеем 2 | А1'^ (0 | < 2ss2c1 (l+s)s. 
i = 0 

Ясно, что при фиксированном s найдется такое /0, что при всех 1^10 вы­
полнено 2ss2c1(l + s)s ^ 21. Лемма доказана. 

Л е м м а 3. Для любого н. ц. п. Ps (т) найдется 1г £ N такое, что при 
всех 1^1Х в представлении (4) будет выполнено неравенство 

ДФ5(0>0, * = 1, 2, . . . , s. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя интерполяционный многочлен Нью­

тона, имеем 

^ ( T ) = ^ ( 0 + ^ ( S I ) ( T - / ) + - ^ ^ - ( T - / ) ( T - ( Z + 1 ) ) + . . . 

+ ^ l iw. ( T_ / ) ( T_ ( ,+ 1 ) ) . . . ( T_ ( / + s ) ) t 

где Р^} (£,-) —t'-я производная многочлена РЛТ) в точке £,-, £ = 1, 2, . . . , s . 
Ясно, что с учетом неотрицательности многочлена можно выбрать такое 
4 , что при любых £,-€|7if /i + s] выполнено Р(/} (£/) ^ 0 - Теперь остается 
воспользоваться теоремой Лагранжа для разделенных разностей [8]. Лемма 
доказана. 

§ 3. Доказательство теорем 1—4 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Выбрав I (Ps) таким образом, чтобы 
оно удовлетворяло условиям лемм 2 и 3 как значения /0 и 1г соответст­
венно, получим с учетом этих лемм справедливость утверждения теоремы 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Рассмотрим автомат $lki диаграмма 
переходов которого изображена на рис. 2. Здесь а ь . . . , а ,£ {0, 1}, at — 
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отрицание ah начальное состояние имеет номер 1, финальное состояние 
имеет номер l-\-k. 

Пусть 2k — язык, распознаваемый этим автоматом, a£J?k тогда а — 
= а 1 . . . а 1 р , где | р | = т — /. Число слов длины т —/, ведущих из (/+1)~го 
в (l + k)-e состояние в силу леммы 1 равно C%z). Отсюда следует, что 
Л*А(т) = С*:}. 

Рис. 2 

Возьмем теперь дихотомическое дерево высоты /. (/ выбирается так, 
чтобы было выполнено условие теоремы 1) и выделим группы концевых 
вершин следующим образом (см. рис. 3): 1-я группа содержит а0 вершин, 
2-я группа содержит ах вершин, . . . , ( s+ 1)-я группа содержит as вершин. 
Здесь а0, а1у . . . , as — коэффициенты разложения полинома Ps(i) из тео-

S 

ремы 1, в силу которой 2 я , - ^ 2 ' и, следовательно, числа концевых вер-
1 = 0 

шин этого дерева достаточно для образования 
а0 из них таких групп вершин. 

Вершины группы а0 объявляются финаль-
ai ными, а к каждой вершине из группы i (1 ^ 

^ i ^ s + 1) мы «приклеиваем» автомат, реали­
зующий язык Sh для которого / J ? . ( T ) = C^_Z> 

°5 т. е. фактически мы отождествляем концевые 
Рис. 3 вершины из группы i дерева с соответствую­

щими инициальными состояниями автоматов, 
реализующих язык 21. Финальные состояния этих автоматов объявляются 
финальными состояниями нового автомата. Все свободные ребра дерева 
подсоединяются к одному поглощающему (нефинальному) состоянию. С 
этим же состоянием отождествляются поглощающие состояния автоматов, 
реализующих языки J3?{. Из свойства префиксности дерева вытекает, что 
функция роста этого автомата 21, реализующего язык J?, есть 

fjei{r) = aQ + a1fjel(%)+ . . . + asfjgs(т) = а0 + atC\^ + . . . +asC^l9 

что в свою очередь есть разложение полинома Ps (т) из фэрмулировки те­
оремы 1. Теорема 2 доказана. 

С л е д с т в и е . Если для Р3(т) выполнено при всех t £ N соотношение 
0 < Ps (т) < 2Т, то существует регулярный язык 3 такой, что fje (т) = Ps (т). 

Следствие вытекает из того, что ограничение 0 ̂  Ps (т) <! 2х позволяет 
при т < / «разбросать» по i-му ярусу дерева Ps(i) финальных состояний. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Доказательство теоремы 2 распро­
страняется для этого случая за счет выбора входного алфавита при усло­
вии совместности системы неравенств 

/>,(!)<ИI, РД2)<|Лр, . . . ,р.лг-1)<И|<-\ 2<<|Л|'. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Пусть /: N —• N U {0} —почти-пери­

одическая функция. Тогда целочисленная последовательность /(1), /(2), . . . 
. . . , /(т), . . . имеет предпериод / и наименьший период Т. Введем следу-
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ющие функции: 
Г 1, если x = l + i + kTy 1 < ; < 7 \ .fe = 0, 1, 2, . . . , 

/ l V ' \ О в остальных случаях; 

' °^ Т ' \ 0 в остальных случаях. 
Очевидно следующее представление: 

/(т)=7,(т) + / ( Л - 1 ) / 1 ( т ) + . . . + / ( / + Т ) / г Ы = 2 / ( Н 0 / / ( т ) + /в(т). (5) 
t = 1 

Возьмем далее слово Р и семейство слов aj, . . ., о^(г+1); . . 
над входным алфавитом так, чтобы были выполнены следующие свойства. 

1. Ни одно из этих слов (в том числе и Р) не является префиксом 
другого слова. 

2. Длины слов подчинены следующим соотношениям: 
{ | = . - - = ! « > « + 0 | = / + f; IP| = 7\ l < i < 7 \ (6) 

/е+о ~. ~. ~ 
Образуем семейство языков J2?(= U J?7,-/, где J27

ly = ayUa/*{P}*; здесь 
/ = i 

(J, •, * — операции объединения, конкатенации и, соответственно, итера­
ции [1]. Учитывая свойство 2 выбранного семейства слов (6), имеем 

( 1, если x = l + i + kT, k = 0, l, 2, . . . , 
fje.. СО =\ <л 
1 и ^ ' [О в остальных случаях. 

Значит, fjg..(i)=fi(x), а из свойства 1 (все слова будут разные!) полу­
чаем, что 

/^.(т)= 2 }/^7(т) = /(Л-/)/ /М. 
г 

В силу свойств 1—2 при =2?1= U «2^ 

t = 1 l £ = 1 

Нам осталось для получения представления (5) реализовать конечный 
язык J?0, в котором имеется /(£) слов длины i при 1 = 1 , 2, . . . , /; это 
делается с учетом того, что мы можем выбирать входной алфавит из лю­
бого конечного числа символов. Положим 3 = J2?1 (J 30

 и заметим, что 
функция роста fjg(x) совпадает с f(x). Константная ограниченность языка 
3? вытекает из свойства почти-периодичности функции. Докажем обратное. 
Пусть дан язык S такой, что 0 ^ Д # ( т ) ^ с , где с^О — константа. По­
кажем, что fjg (т) — почти-периодическая функция. Для этого рассмотрим 

00 

производящую функцию f (х) = 2 а%хх, гДе ax = f^(x). Известно (см., на-
т=1 

пример, [9]), что /"(т) есть рациональная функция. В силу ограничения 
О </«# (т) <с! с и того, что /\#(т) — целое число, получаем, что коэффици-

00 

енты степенного ряда 2 аххх принимают конечное число значений. От-
т=1 

сюда с учетом [10] получаем, что, начиная с некоторого номера, эти ко­
эффициенты образуют почти-периодическую последовательность. Теорема 4 
доказана. 
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В заключение автор пользуется случаем выразить признательность 
проф. В. Б. Кудрявцеву за внимание к работе и полезные замечания, 
способствовавшие улучшению работы. 
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