
Т е о р е м а 4. Пусть М — замкнутое устойчивое подмножество X. Предположим, что 
всякое движение х: t-+xt, х£Х\М, устойчиво по Лагранжу в положительном направ­
лении. Тогда для глобальной полуасимптотической устойчивости М необходимо и доста­
точно, чтобы всякое движение х: t-*xt, х£Х\М, было неустойчиво по Лагранжу. 
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Т. Б. КАСУМОВ 

Д Р О Б Н Ы Е СТЕПЕНИ 
К В А З И Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В 

И Т Е О Р Е М Ы О БАЗИСНОСТИ 

Рассматривается на отрезке [0, 1] квазидифференциальное выражение 

НУ) = У[П\ (1) 

1 d ^ 
где yW = y, y[k] = Pk>k (х) — + 2 A j M 0 [ / ] ' * = 1 ' *> 

и система нормированных краевых условий 

Uv (у) = (0) + р / М (1) + 2 %/П (0) + ^У[П (1) = 0, (2> 
/=о 

v = 1, п, 0 < / J l < . . . < ^ < n - l , / J v < / ^ v + 2 , | a v | + iP v l^=0. 

Предполагается, что выполнены следующие условия: 1) p'k k (х), p'k k__i(x), pk j(x) — 
суммируемые на отрезке [0, 1] комплексные функции; 2) pk k (х) Ф 0, р (х) = 

п 

= П >Г.А(*)>°-
Квазидифференциальные выражения вида (1) изучались в [1]. В [2] доказаны 

теоремы равносходимости и разложения по собственным и присоединенным функциям 
(с. п. ф.) задачи (1), (2) в случае, когда pk)h(x) = l, phtk-i(x)=0. Для обыкновенных 
дифференциальных операторов в [3, 41 описаны области определения дробных степеней,, 
а в [5, 6] доказаны теоремы о базисности с. п. ф. в пространствах Lp[0, 1], 1 < р < о о . 

Обозначим через W^, 1 < р < о о , k=\, п, совокупность функций у(х) из. 
£ р [0, 1]. в с е квазипроизводные которых до (k— 1)-го порядка включительно абсолютна 
непрерывны, а квазипроизводная у№ принадлежит пространству Lp [0, 1]. Будем счи­
тать, что Wl°l = Lp[0, 1]. Положим Wt*]j= {yeW™ : Uv(y) = 0, kv<k}. 

Определим оператор L в Lp [0, 1] следующим образом: область определения D (L) 
оператора L есть W^n\j и Ly = у№ д Л я y^D(L). 

Сопряженный оператор L* задается в Lq [0, 1], p-i -f q-i = 1, квазидифференциаль­
ным выражением [ 1 ] /* (z) = п ^, где 

12. Дифференциальные уравнения № 4 729* 
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ft—1 

+ 2 (Pn-J,n-k (*) P7-j\n-j to Pn_h n , k to) * { / \ * = 1, . . . . /I, 

/ = 0 

и сопряженными краевыми условиями V (г) 0, v 1, п, т. е. D (L*) = I F » п \ и 
L*z = z<n> для z e D ( I * ) , ' 

Разобьем комплексную р-пдоскость на 2п секторов S — {р : уя/п < arg (ip) < 
< (у + 1) л / /г} . Обозначим через о^, корни п-й степени из 1. Как следует из 
[7, с. 64], в каждом секторе Sy уравнение у№ — рпу = 0 имеет п линейно независимых 
решений уг, уп, которые вместе со своими квазипроизводными допускают асимпто­
тические разложения 

УЧ 1 1 ( ^ Р ) = Р / 1 ехр ( ф о у х (*)) \ ^ г ( х ) + o(-yJ k, / = 1, п, (3) 

где а ( х ) = j*-^p( t )d t , a to ~ некоторые отличные от нуля гладкие функции. 

Положим 

*в0 + * Э 1 + — в _ Х : 
S 

5 ^1,(1+1 Ь1,\1+2' ' A , 7 i 

n,l •а - а 
n,u-l л,(д, 

71,(1 71,Ц + 1 
s ^71, (.1+1 ^7l,|Ll+2" " '^71,71 

если n = 2[i, и 

i , i 1,Ц l,|Ll + l 
s6 ] 41+1 l /l,M.+2 1,71 

* П , 1 ^П,(Л ^71 ,U+1 "71,(1+1 "71, M.+2 "71,71 
если я — 2fx + 1. 

О п р е д е л е н и е 1. Краевая задача (1), (2) называется регулярной, если при 
п=2и, числа в _ ! и 6i , определенные равенством (4), а при п = 2\х+1 числа © 0 и ©i, оп­
ределенные равенством (5), отличны от нуля. 

О п р е д е л е н и е 2. Регулярная задача называется усиленно регулярной в сле­
дующих двух случаях: a) n~2\i + \\ б) п~2\х и Ojj —46_i©i = 0. 

Далее будем предполагать, что оператор L ( L 0 ) порожден регулярной (усиленно ре­
гулярной) задачей (1), (2) . 

Л е м м а 1. Функция Грина G(x, рп) оператора L—рп1 и ее квазипроизводные 
имеют в секторе S следующие представления: 

Sbn,[X+l ^71,Ц+2' 

(4) 

(5) 

пр r-h~x (х, g, рп) = Pk (xt £, p) + 

v , s = l 

где P f e (л:, I, p) — голоморфные om p£Sy функции; 

(exp ( ф й \ а (*)) при 1 < v < /х, 

[exp (/po)v ( a (x) — /г)) при u. + 1 < v < n; 

(exp (— ipco^a (g)) яры 1 < s < u, 

(exp (tpo) (/г — a (£))) при \i + 1 < s < /г, 

a (*» P) 

т в (I, P) = 

Л = a (1); AV9k(x, £, P) = <*vsk(P) 4 . f c W + ° ( 7 ) ] [ V v ® + ° ( y ) ] " V f t t o 
введвиы e (5); hs v (£) — отличные от нуля гладкие функции; a y s k (р) — мероморфные от 
P£Sy функции.' 

При помощи леммы 1 доказывается 
Т е о р е м а 1. С. п. ф. оператора Ь0> занумерованные по возрастанию модулей соб­

ственных значений, образуют базис пространства LP[0, 1] , причем в L 2 [0 , Ц они обра­
зуют безусловный базис. 

Теорема 1 позволяет строить дробные степени L%, 0 < а < 1 , оператора L0 (см. [5 ] ) . 
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Если задача (1), (2) не усиленно регулярна, т. е. п — 2\х и 6 0 — 4 B - i B i = 0, то можно 
указать такие t0^0 и С о > 0 , что \\(L+tI)-l\\^Co(l+t)-1 п р и ' * > * 0 . Положим г0 = 0; 
этим общность не ограничивается, так как можно сдвинуть спектральный параметр. 
Тогда L—позитивный оператор, следовательно, и в этом случае определены его дробные 
степени (см., например, [8, с. 274]) . 

Л е м м а 2. Пусть / ^ L p [ 0 , 1] и y=^L~~h/nf. Тогда у QW^JJ и верно неравенство 

l l ^ A 1 l l L p < C 1 | | / l l L p -
Л е м м а 3. Пусть у £^p

n\j и Z£Wqk$. Тогда выполняется неравенство \(у№ , 

г)КСМ1 1п_кр\\ { к } , где I M I ^ ] = + 1 ^ " 1 II , 1 И 1 ^ * } Н И 1 "Н1*<к >П, • 
р q р V Р q ч ч-

Из лемм 1 и 2 следует, что справедлива 
Т е о р е м а 2. D(Lk/n) = W^Ut D ((L*)k/n) =-Wfy, k = 0, 1, п. 
Следующая теорема вытекает из теорем 1 и 2 с последующим применением резуль­

татов [9, 10]. 
Т е о р е м а 3. С.п.ф. оператора L0 (L), занумерованные по возрастанию модулей 

собственных значений, образуют базис (базис со скобками) пространств Wffij, k~0, 
1, . . . , /г, причем в W[k}jt k 0, 1, л, они образуют безусловный базис'(базис Рисса 
со скобками). 

Автор выражает благодарность В. А. Садовничему за постоянное внимание к работе. 
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