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§ 0. Введение 

Настоящая работа посвящена доказательству бирациональной жест­
кости двойных пространств индекса 1 произвольной размерности, имею­
щих особую точку. Свойство бирациональной жесткости ([2], [7] или § 1 
ниже) характеризует бирациональную геометрию многообразия почти 
исчерпывающим образом: все бирациональные соответствия такого мно­
гообразия допускают очень простое описание. Единственный известный 
в настоящее время метод доказательства бирациональной жесткости — 
метод максимальных особенностей, идея которого восходит к Дж. Фано 
[5], [б]. На строгом и современном уровне в трехмерной ситуации он был 
развит В.А. Псковских и Ю.И. Маниным в [1]. 

В данной работе используется новый вариант метода, развитый авто­
ром в [2]. Необходимая техника вводится по ходу дела. В [2] были опуше­
ны доказательства некоторых технических утверждений. Один из пробе­
лов изложения в [2] был восполнен в заметке [3], остальные восполняют­
ся в последнем разделе настоящей работы. Обратим внимание читателя 
на то обстоятельство, что в "технических" отступлениях мы пользуемся 
обозначениями, совершенно независимыми от основной части статьи. 

После появления препринта Коллара [8] метод максимальных особен­
ностей утратил монополию на доказательство нерациональности и нели-
нейчатости многомерных (^ 4) многообразий Фано. Однако сила и точ­
ность результатов, получаемых с помощью этого метода, все еше вне кон­
куренции. 

Основное поле предполагается алгебраически замкнутым. 
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун­

даментальных исследований, проект № 93-01-1539. 

§ 1. Двойные пространства с особенностями 

Рассмотрена подходящая неособая модель поля рациональных функ­
ций изучаемого многообразия. Сформулирован основной результат ра­
боты: бирапиональная жесткость двойных пространств с особенностями. 

1.1. Исходные данные. Предметом изучения в настоящей рабо­
те является многообразие V, двулистно накрывающее проективное прос­
транство Р м , М ^ 3, т.е. двойное накрытие 

разветвленное над гиперповерхностью W С X степени 2М, имеющей 
единственную особенность - точку х Е W кратности mult* W = 2m, 
m ^ М - 2, причем касательный конус TXW определяет гладкую гипер­
поверхность степени 2т в проективном пространстве Р(Та-Рм) = ¥м~"г. 

В размерности М ^ 4 на гиперповерхность W не накладывается ни­
каких других ограничений; если же М = 3, то W выбирается настолько 
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общей, чтобы группа Пикара неособого многообразия Vb — раздутия V 
в обыкновенной двойной точке v = а~1(х) —• была изоморфна Z © Z (см. 
ниже). 

1.2. Неособая модель поля K(V). 

Предложение 1. Существует коммутативная диаграмма мор-
физмов 

V + <Ро 

X <• 
<РО 

V0 

Л 
Хо 

э 

D 

Е 

h 
Е, 

в которой вертикальные стрелки — двойные накрытия, горизонталь-
Hbie — бирщциональные морфизмы, точнее, <ро — раздутие точки х} 
Е ----- &Q1(X) С XQ —исключительный дивизор, Е = F(TXFM). Един­
ственная точка неопределенности рационального отображения (р^1 

есть v = a~l(x), a : VQ -+ Хо разветвлено над собственным прооб­
разом WQ гиперповерхности W на Хо, так что а : Е —» Е = Р м - 1 

разветвлено над гладкой гиперповерхностью WQ CtE степени 2m. Бо­
лее того, 

?icV0 = Ztr*Ox(l)eZO(E)" 

всегда для М ^ 4 и для М = 3 при общем выборе гиперповерхности W. 

Доказательство. Необходимо установить только существование 
диаграммы. Выберем систему локальных параметров (z\,... , ZM) В точ­
ке х. Пусть W задается в х уравнением f(z) = О, где f(z) = f2m(z) + • • • 
начинается с однородного слагаемого степени 2га. Тогда в точке v много­
образие V локально может быть задано уравнением у2 = f(z) в системе 
локальных параметров (у, z\,... , ZM) многообразия X X А*. Раздувая 
точку х внизу, точку v вверху, получим в стандартной карте Ui = (z{ ф 0) 
новое уравнение для накрываюшеего многообразия: 

у- = ~ 2 m - 2 / 2 m ( - a , . . . , « , - 1 , . . . , - м ) + . J m - 1 ( . . . ) . 

Легко видеть, что направление (1 : 0 :•...:. 0) не является касательным 
к V в точке г/, так что после сделанных раздутий собственный прообраз 
V^1) многообразия V продолжает двулистно накрывать базу — многооб­
разие .Хо- Если га = 1, то нетрудно проверить, что V^ неособо и его 
можно взять в качестве Vb- Если же m ^ 2, то ог^г(Е) С V^ целиком 
состоит из двойных точек. Само подмногообразие двойных точек^т"1 (Е) 
неособо (оно изоморфно Е = Р м ~ г ) . В аффинной карте Ui cr~~l (Е) зада-
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ется уравнениями у = z-% = 0. Осуществим последовательность раздутий 

y(i) <- И 2 ) < . . . < V ( m ) 

U U U 

E{i) < ^(2) ± .. ш < Е^\ 

где Е^ = <7~1{Е) и каждый раз раздувается дивизор Вейля i?^) — тео­
ретико-множественный прообраз Е(г~1^ относительно предыдущего раз­
дутия. Легко проверяется, что Е^1\ г ̂  т — 1, неликом состоит из двой­
ных точек многообразия V^%\ которое локально может быть задано урав­
нением 

y2 = zlm-2if2m(zu ...,Zj = lt . . . ) + . . . 

в карте Uj. Многообразие V"(m) уже неособо, задается в карте Uj урав­
нением 

.y2 '=/2m(*i,.. . -*j = 1 , . . . ,ZM) + ZJ(.--) 
и, таким образом, двулистно накрывает XQ. Остальные утверждения 
стандартны. Предложение доказано. 

Класс дивизора в группе Пикара или численной группе неособо­
го многообразия мы будем, как правило, обозначать соответствующей 
строчной буквой: класс Е — через е, класс "гиперплоского сечения" Я 
— глобального сечения пучка cr*Ox(l) — через h и т.д. 

Предложение 2. Канонический класс многообразия VQ есть 

K(VQ) = ~-h + (M~m-l)e. 
Доказательство очевидно. 

1.3. Б ир ад иона ль нал жесткость двойных пространств. На­
помним [2], что пробное многообразие — это пара (V , # ' ) , где V — не­
особое проективное многообразие, Н' — такой дивизор на V\ что ли­
нейная система | # ' | свободна, а каноническое присоединение к Н' обры­
вается уже на втором шаге: \Hf + iKv,\ = 0 при i ^ 2, AV' — кано­
нический дивизор многообразия V. Многообразие W называется бира-
ционально жестким [2], [7], если для любого пробного многообразия 
(V , Н1) и любого биралионального отображения х - W > V сущес­
твует такой бирациональный автоморфизм, х* Е Bir W, что собствен­
ный прообраз линейной системы \Н'\ относительно подкрученного ото­
бражения х ° X* - W > V есть подсистема антиканонической ли­
нейной системы | - Kwl и не существует биралионального отображения 
Х- W • У , если \Н' + Kv,\ = 0 . Наконец, многообразие W называ­
ется бирационалъно сверхжестким, если оно бирационально жесткое и 
вдобавок Bir W = Aut W. Основной результат работы — 
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Теорема 1. Многообразие V, описанное в п 1.1, является бираци-
онально сверх жестким. 

Следствие 1. Группа бирационалъных автоморфизмов многообра­
зия V конечна, в общем случае изоморфна группе Галуа Z/2Z двойного 
накрытия а : V -> X. 

Следствие 2. Два многообразия V\ и Vi описанного в п. 1.1 ти­
па бирационалъно эквивалентны тогда и только тогда, когда они изо­
морфны, т.е. когда соответствующие гиперповерхности ветвления 
W\ и И72 в ¥м проективно эквивалентны. 

Следствие 3. Многообразие V бирационалъно не эквивалентно 
никакому гладкому многообразию Фано той же размерности со сво­
бодной антиканонической линейной системой. В частности, V бира­
ционалъно не эквивалентно гладкому полному пересечению Фано. 

Следствие 4. Многообразие V не имеет структуры (рацио­
нального) расслоения на коники (т.е. не является бирационалъно 
линейчатым) и, вообще, на многообразия Фано меньшей размерности. 
Например, при М = 3 на V нет пучка поверхностей Лель Пеццо. 

Следствие 5. Многообразие V не рационально. 

Для доказательства следствий 1-5 достаточно применить теорему 1 
к подходящему пробному многообразию. Например, в ситуации следст­
вия 1 положим V = Vb, Н1 — дивизор нулей сечения пучка а*Ох(1)- В 
ситуации следствия 5 положим V1 = Р м , Н1 — гиперплоскость в Р м . В 
ситуации следствия 4 положим V —расслоение на многообразия Фано 
меньшей размерности, Н' — поднятый с базы очень обильный дивизор 
ит.д- (см. [2], [7]). 

Для доказательства теоремы зафиксируем пробное многообразие 
(V1, Я ' ) и бирациональное отображение х - V > V в предположении, 
что таковые существуют. Обозначим через |х| собственный прообраз ли­
нейной системы \Н1\ на V относительно х, через |хо|— собственный про­
образ | # ' | на Vo. Существуют единственные целые числа n = n(x) _ 2L|_ 
и VE(X) = VE € Z+ такие, что 

Ixlo С |п(х)А-^£?(х)е.|-

Для доказательства теоремы необходимо показать, что п(х) --$ 1, а если 
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§ 2. Максимальные особенности 
бшрационального отображения 

Вводятся понятия максимальной особенности и максимального цикла 
бирадионального отображения. 

2.1. Дискретные нормирования. Кратности. Напомним крат­
ко основные понятия языка дискретных нормирований в нужной нам фор­
ме. Более подробное изложение см. в [2]. Для алгебраического многооб­
разия X (в пределах этого раздела забудем об обозначениях предыдущего 
параграфа) обозначим через Я{Х) множество дискретных нормирований 
поля рациональных функций А"(Х)3 имеющих на X центр, не содержа­
щийся целиком в подмногообразии особых точек Sing X. Центр нормиро­
вания v Е Я{Х) обозначим через Z(X} p). 

^Реализацией нормирования v Е Я(Х) назовем любую тройку 
(XjtpjH), где (р ; X -+ X — бирапиональный морфизм, Н (£ SingX 
— простой дивизор Вейля, такую, что z/# = ord# = v. Обозначение: 
( ; *>,#) ez/. 

Для лучка идеалов J С Ох назовем, число 

mult# <p* J, 

где (X, <р, Н) Е У% кратностью нормирования относительно пучка J и 
обозначим через ^(<7). Очевидно, это число не зависит от выбора реали­
зации. Если J = С?(-2>), где V С X — дивизор Вейля, то пишем v(V). 

Для линейной системы |А| дивизоров Картье на X обозначим через 
J(|A|) пучок идеалов базисной подсхемы системы |А|, и положим 

i/(|A|) = v(J(\\\))-
Будем называть это число кратностью v относительно линейной систе­
мы |А|. 

Пусть (Х,<р,Н) Е и. Для открытого по Зарисскому подмножества 
U С X \ SingX, U Л Н ф 0 , имеем вложение обратимых пучков 

да которого .подкручиванием получаем пучок идеалов 

К(Х, <р) = си£г ® ч>*и^и) <-> Оц. 

Назовем канонической кратностью v Е J\f(X) число 

K{Xyv)= m\&uc\HK{X%tp). 

Очевидно, это число не зависит от выбора U. 
Например, если В С X, В <f_ SingX — неприводимое подмногообра­

зие, то, очевидно, 

K(X)i/B = mult-?(-)) = codimB - 1. 
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2.2. Максимальные особенности и максимальные циклы. 
Вернемся в ситуацию § 1. Положим х о = X ° ^о : VQ >V. , 

Определение 1. Максимальной особенностью отображения х 
(или линейной системы |х|) назовем нормирование v £ jV*(Vo), удовле­
творяющее неравенству Нётера - Фано - Исковских 

V{E)VE + v (|хо|) > п(х) (K(Vo,v) + (M~m- l)v(E)). 

Теорема 2. Если выполнено любое из двух условий: (а) п(х) ^ 2, 
(б) \Hf -f Ку'\ = 0? -^я X имеет максимальную особенность. 

Доказательство. Для неособого многообразия Фано V с Picl/ = 
Z(Kv) теорема была доказана в [2]. Рассуждения представляют собой 
переведенное на инвариантный язык дискретных нормирований класси­
ческое доказательство [1], [6], использовавшее разрешение особенностей. 
А именно, рассмотрим диаграмму вида 

Vo >V\ 

где tp, ф — бирагшональные морфизмы. Возьмем открытые по Зарис-
скому подмножества Q С V и W С V такие, что codimV' \ W ^ 2, 
ф: Q —> W — изоморфизм. Пусть \ф\ — собственный прообраз \Н'\ на V, 
Bs |^| = 0 . Пусть F £ |хо! — обпшй дивизор, F G |^ |—его собственный 
прообраз на V. 

Очевидно, \F\Q + H<Q | = 0 при i ^ 2, а если выполнено (б), то и при 
г = 1. Теперь имеем на (J • 

О ( > | Q ) ® ы£ = (р (F\Q) ® p V * 0 P w ( - n ) ) ® 

Поскольку у выписанного обратимого пучка нет глобальных сечений, а 
сомножители этого тензорного произведения суть обратимый пучок иде­
алов на Q и двойственный к такому пучку, соответственно, существует 
простой дивизор Т С Q такой, что 

m u l t T ^ * . ( 0 ( - i / ^ ) e j ( | x l | g ) ) 

строго больше, чем 

п multr ( ^ * 0 ( - £ ) ® ( M ~ m + 1 ) ® К ( 0 , H Q ) ) • 

Нормирование, реализуемое тройкой (<2,у>,Т)» удовлетворяет поэтому 
неравенству Нётера - Фано - Исковских. Доказательство закончено. 
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Определение 2. Неприводимый никл В С V назовем максималь­
ным для х (или |х|), если и только если выполняется одна из двух воз­
можностей: 

(i) В = х — особая точка и VE{X) > {М -~.т - l)n ^ п, 
(н) В ф _ и дискретное нормирование ив = multj? — максимальная 

особенность. 
Очевидно, (ii) означает, что multj? |xl > (codimS — 1)п. 

2.3. Структура доказательства теоремы 1. Для доказатель­
ства теоремы 1 достаточно, ввиду теоремы 2, установить, что линейная 
система \%\ не может обладать максимальными особенностями. Сделаем 
это в два приема: в § 3 будет показано, что |х| не может обладать макси­
мальным диклом и, более того, multc |xl -̂  п Д л я любой кривой С С V. 
В § 4 будет показано, что |х| не может обладать максимальной особеннос­
тью и £ /S(VQ) такой, что либо и £ Af(V) и Z(Vy v) — точка, отличная от 
я, либо Z(Vo,v) С Е. Этим доказательство теоремы 1 будет завершено. 

§ 3. Исключение максимальных циклов 

Показано, что кратность кривой относительно линейной системы |х| 
не может превосходить п. В частности, |х| не имеет максимальных .Цик­
лов. 

3.1. Исключение максимальных циклов. 

Предложение 3. (i) UE -$ п; 
(ii) Для любой точки у <£ V, отличной от х} имеет место неравен­

ство 
multy |х| ^ л/2п. 

Доказательство, (i) Пусть L С Р м — общал прямая, содержащая 
точку х 6 W. Ее прообраз L с_ V не содержится в Bs |x|, а собствен­
ный прообраз последней кривой L CVQ вообще не пересекается с Bs |xo | -
Имеем очевидное неравенство ((nh - u$e) Tj ^ 0, причем (А • /) = 2 и 

(е• • /) = 2, откуда и следует (i). 
Это уже было доказано в [4], ибо наличие особой точки в этом случае 

ничего не меняет. Напомним: следует взять общую плоскость Р С Р м , 
содержащую а(у) (и не содержащую х), и ограничить линейную систему 
1x1 на неособую поверхность Р = а"1 (Р). Эта линейная система кри­
вых не имеет неподвижных компонент, ее самопересечение есть 2п2, при­
чем пересечение двух общих ее членов содержит точку у с кратностью 
не меньшей, чем v\, где иу = иу{\Х\) = mult,, |x|. Этим предложение 
доказано. 
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Следствие 6. Если В С V — максимальный цикл, то dim Б ^ 1. 

3.2. Построение пробной поверхности. Пусть С С V — неко­
торая кривая. 

Теорема 3 . Имеет место неравенство multc |xl --S п-

Следствие 7. Система \х\ не может обладать максимальным 
циклом. 

Доказательство теоремы. Рассмотрим три возможности: 
1) а : С —> С (£ W — бирашюнальное отображение, т.е. кривая 

а"1 (С) распадается на две различные компоненты, одна из кото­
рых — кривая С; ___ 

2) а: С —> С (jLW — двойное накрытие, т.е. С = а"1 (С); 
3) а: С —> С CW — изоморфизм. 

Исключим возможность multc |х| > п - этих трех случаях по поряд­
ку. Положим d = deg С. 

Случай 1). Пусть Z — нормализация кривой С, v : Z —> С С Р м . 
Выберем общую точку а Е Р м , и пусть а: X -* X = Р м — ее раздутие, 
а 7Г: X —> Щ^- 1 — проекция из точки а. Рассмотрим пару морфизмов 

Z \ / * 
7Г О O f - 1 О U N . / ^ 7Г 

jpJVf — 1 

и образуем расслоенное произведение S = Z х - м - i Х. Это неособая по­
верхность — Р1-расслоение над гладкой кривой Z. Очевидно, ее образ 
Р гх (-5) С Р м есть конус с вершиной а и базой С. Следующие факты 
очевидны: Pic S — Ъа 0 pr^ Pic .Z, где а € Pic S — класс кривой А С S 
— сечения, порожденного точкой а £ FM. Далее, NumS = Za ф Z/, где 
/ — класс слоя морфизма р# : 5 —> Z, причем (а • а) = —d, d = deg С, 
(a • /) = 1, (/ • /) = 0. Канонический класс 

K(S) = - 2 a + pr^ Kz - \рт% Oz(l)] 6 Pic S, 
а его образ в NumS, который мы обозначили тем же символом, есть 
K(S) = — 2a-f(2<7—2 — d)lyg — родкривой^. Класс "гиперплоского сече­
ния", т.е. сечения пучкарг^ Огм(1) в NumS есть h = а + [pr£ Oz(l)] = 
a -f с?/. 

Далее, если z \ £ Z, A £ Л, суть все ветви кривой С в точке х, т.е. 
v~l(x) = {z\\ А Е Л}, то, очевидно, этими точками (уже как точками на 
Z X - M - I a*"1 (С) С S) исчерпывается прообраз pr^ a (x) . Точки z\ лежат 
на естественном сечении Z X P M - I a""1 (С) Р1-расслоения S —» Z} которое 
мы снова обозначим буквой Z. 

Рассмотрим кривую R = px^CW) С S. 
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Лемма 1. Кривая R содержит все точки z\ и неособа вне этих 
точек. В каждой точке z\ имеем multZA R = 2т, причем R имеет в z\ 
ровно 2гп различных касательных направлений, ни одно из которых не 
совпадает с касательной к слою pxz : 5* —> Z (при достаточно общем 
выборе точки а), 

Доказательство. Очевидно, z\ Е R. Неособость R вне z\) X Е Л, 
означает, что поверхность -pix(S) пересекает W трансверсально вне х. 
Если это не так, то вершина конуса Wx(^) — точка а — удовлетворяет 
следующему условию: 

(+) существуют q Е С и р Е W такие, что точка а лежит на прямой pq, 
и (замкнутая^ FM) касательная гиперплоскость Тр W содержит а 
и иряыую_ТдС (или одну из касательных к С в точке q прямых, 
если q Е С — особая точка). 

Зафиксируем точку q Е С и обозначим через B(q) множество "пло­
хих" точек а, удовлетворяющих (+) и лежащих вне W U С. Неособость 
R вне z\ при общем выборе а Е Р м будет установлена, если покажем, 
что codinijB(g) ^ 2 для общей (в частности, неособой) точки q E С, ибо 
неравенство codim B(q) ^ 1 для любой точки q E С очевидно. 

В самом деле, если точка удовлетворяет (+), то 7rq(a) лежит на ди­
визоре Vq С Рм~~1 ветвления проекции жя : W ~> Рм~~1, где ттд : Р м — 

> pM — i — проекция из точки q и, более того, irq(TqC) Е Тж (а)Х\. 
Следовательно, 

• % ) С т-\{{у е Vq\ тгд(Тд(С)) G TyVq}). 
Последнее множество имеет коразмерность 2, потому что точка 
Kq(Tq(C)) не может лежать сразу на всех касательных гиперплоскостях 
к гиперповерхности Vq С Р м "" х . Этим первое предложение леммы дока­
зано. 

Остальные утверждение леммы очевидным образом выполняются 
при общем выборе точки а. Лемма доказана. 

Раздуем конечное множество точек z\, X Е Л на поверхности S: 
<р : S —> 5, и пусть Е\, А Е Л — исключительные дивизоры. Класс 
собственного прообраза R кривой .Я на S есть 

г = 2Mh -2m ^2 ех. 
Л6Л 

Кривая Д, очевидно, гладкая. Рассмотрим диаграмму 

S > Х0 
Р г х 0 
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где ргХо замыкает ее до коммутативной. Образуем расслоенное произ­
ведение S = S XX0VQ. Положим а : S -> S — двулистное накрытие, 
разветвленное над неособой кривой R. Поверхность S назовем пробной 
поверхностью. 

Очевидно, p r v — бир атональное отображение на образ. Рассмот­
рим линейную систему |£| кривых на 5, задающих рациональное отобра­
жение 

£ = Хо° ргуь : S - - - - > У\ 

т.е. |£| состоит из собственных прообразов дивизоров линейной системы 
| # ' | на 5, или из прообразов дивизоров линейной системы |хо I- Получили 
линейную систему кривых на неособой поверхности, имеющую ровно две 
неподвижные компоненты — кривые Z\ и Яг, Z\ U Z2 = рг^ (Z), где Z 
— собственный прообраз сечения Z на 5. 

3.3. Вычисления на пробной поверхности: исключение слу­
ч а я 1). Обозначим класс кривой из системы |£ | через h' £ Num S, клас­
сы кривых Z\ и Zi — через z\ и z2 соответственно. Пусть У{ = mult-г- |£|, 
щ > п, по предположению, Z\ — рТу^С), где С С VQ — собственный 
прообраз кривой С на VQ . Обозначим # Л через /. Имеем следующие пе­
ресечения на £: 

(h'.h') = 2(nh-vEJ2e\) =2n2-2u2
El; 

V Л€А JS 

(h1 • ZJ). = ( f nh - v® У^ ел ] • z ) =dn- lvE; 

(zi-2;.-) = Km.-. l) + d ( l—M), (za .z2) = Md~ml 

(последние два результата получаются из очевидного равенства 

(*.• " (*i + *_)) = {zi • 5) = ( z - (/г - J2 е* ) ) = d ~ Г 

по формуле проекции и либо из формулы присоединения с учетом того, 
что Ks есть сг*K-J+ |<х*Я, либо путем прямого вычисления пересечения 
(^i • <z2) = | ( 5 • R)§))- Мы использовали таблицу умножения в Num 5, 
вычисленную вьппе. 

Отметим, что d ^ I в точке ж может собраться не более чем d 
ветвей кривой С. Вьппе было установлено, что vE ^ п. Поскольку 
(h1 — v\Z\ — 1^2) G NumS — неотрицательный класс, получаем сле-
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дующие неравенства: 
((A' -vizi- v2z2) • (T* ex) = 2vE - *>i - *_ ^ 0, 
((д> _ VlZl _ U2Z2). -•) = dn - /I/-J - i/,-(/(m - 1) + (1 - M)d) 

- ^ • ( M d r m / ) . ^ , {«,# = {1,2}. 

Поскольку / $ d, имеем (zi • z2) > О, так что при замене щ на 2vE - ^ в 
последнем неравенстве оно сохраняется: 

dn — lvE - (2J/E - ^ M m - !) + С1 - M)d) - 4iMd - m/) > °> 
откуда элементарными вычислениями получаем: 

^п + х/я((2М^^ 

Очевидно, 2М - 2 ^ 2т - 1, так что при замене z/£ на п неравенство 
снова сохранится и примет вид: 

((2АГ - l ) i - (2m - l)/)(n - i/,-) ^ 0. 

Поскольку левая скобка строго положительна, случай 1) исключен. 

3.4. Исключение случая 2). Это совсем просто. Общая прямая 
L С Р м , пересекающая кривую С, дает кривую .L = сг"~1(1./), пересека­
ющую С в двух точках. Линейная система |х|, ограниченная на L, дает 
линейный ряд степени 2п с двумя multc |х|-кратными базисными точка­
ми. Этого не может быть, если multc Ы > п> ч т о и требовалось. 

3.5. Исключение случая 3). Этот случай исключается так же, 
как и первый. Наметим лишь основные шаги. Строится поверхность S, 
образ которой в Р м — сноваконус с вершиной а £ Р м и базой С. Далее, 
сечение Z — нормализация С — содержит точки z\, А Е Л, — прообразы 
точки я, и p r ^ ( W ) = _Г U F, где Z П F = {2гЛ|Д__= Л}' U {zs, S € Д}3 
# А = V, V = (2М - l)d - (2m - 1)/, d = degC, / = #Л . Раздуем 
множество .£ П F, тогда собственные прообразы Z и F ш пересекаются. 
В качестве пробной поверхности 5 возьмем двойное накрытие раздутия, 
разветвленное над неособой кривой Z U F. Собственный прообраз \x\s 
линейной системы |х| на S имеет единственную v = multc |х|-кратную 
компоненту Z. Непосредственное вычисление индекса пересечения Z со 
свободной кривой системы \x\s Дает неравенство 

Легко видеть, что V ^ с?, откуда получаем v ^ п. Теорема 3 этим пол­
ностью доказана. 
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§ 4. Исключение бесконечно близких 
максимальных особенностей 

Доказано, что линейная система |х| не может иметь максимальных 
особенностей, стягивающихся на V в точку. Вместе с теоремами 2 и 3 
это завершает доказательство теоремы 1. 

4 .1 . Основная идея доказательства. Пусть v £ M(VQ) — 
максимальная особенность линейной системы |х|. Согласно теореме 3, 
ipo (Z(Vo, i/)) — точка, причем, если это точка и, то Z(VQ , v) ф Е. Доказа­
тельство теоремы 1 будет завершено, если мы покажем, что эта ситуация 
не может реализоваться. 

На этой, основной, стадии доказательства в полную силу начинает 
работать конструкция пробной поверхности, уже использованная нами 
выше. Как и при исключении максимальных циклов, пробную поверх­
ность необходимо строить возможно меньшей степени и в то же время 
цепляющей базисное множество линейной системы |х| возможно "глуб­
же". Ограничивая систему |х| на пробную поверхность, получим линей­
ную систему кривых, имеющую слишком много базисных точек, чтобы 
быть подвижной. 

Такова схема нашего доказательства. 

4.2. Техника дискретных нормирований. В данном разделе 
обозначения независимы от остальной части работы. 

А) Разрешение дискретного нормирования. 
Пусть v e N{X), В = Z(X,v), codimB ^ 2, сгв : Х(В) ~> X — 

раздутие цикла В, Е(В) С Х(В) — исключительный дивизор. 

Предложение 4. Реализуется одна из двух возможностей: 
( i ) i / = i / B , 
(ii) v € Af(X(B)), и Z(X(B)iu) С Е(В) — неприводимый цикл ко-

размерности ^ 2 и arB^Z{X(B)it/)) = В, 
Доказательство очевидно. 
Рассмотрим теперь последовательность "бирациональных морфизмов: 

<pi%i-i : Xi -> Xi-i i = 1 , . . . , (1) 
где XQ = X, (pi,i-i раздувает цикл Bi-i = Z(Xi^i)u) коразмерности 
^ 2, с исключительным дивизором Е{ С Xi. Для i > j положим 

<Pij = (fj+ij о . . . о (pij-i : Xi -» Xj, 

Фи = idxi- Собственный прообраз цикла на X.-, взятый на Xi {% ^ j ) , ес­
ли он определен, обозначаем добавлением верхнего индекса г, например, 
Г* С ^ д л я Т с Х , - -

Отметим (предложение 4), что tpi^ (Б{) = Bj ,i^ j . 
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Теорема 4. Последовательность (I) обрывается. Иными слова­
ми, существует такое К Е Z+, что 

(Хк,<Рк,о,Ек) Е*л 
Доказательство теоремы вынесено в § 5. 

Определение 3. Последовательность (1) назовем разрешением 
дискретного нормирования v Е М{Х). 

Разрешение не является инвариантом нормирования, а зависит от ис­
ходной модели X поля К(Х). 

Конструкция разрешения позволяет определить на Я(Х) структуру 
частично упорядоченного множества и ориентированного графа, которые 
также зависят от X. 

Определение 4. Для fi,v Е J\f(X) положим 

х 
если разрешение нормирования v есть начальный отрезок разрешения /х. 
Далее, v и \i соединены ориентированным ребром (стрелкой) из /i в и: 

х 
если v -̂  fi и, в обозначениях последовательности (1) для разрешения и, 

х 
тле(Хь,(рь^,Еь) Е -Л £ < if, имеем Я-c-i С ^ ~ 1 -

Обозначим через P(fj,, i/) множество путей в ориентированном графе 
Af(X) из/iBi/. Очевидно, Р(//, и)ф 0 тогда и только тогда, когда /х ^ i/. 

Положим 

Р О , ^) = #P(/ i , *), p(/i, /i) = 1. 
Введем также обозначение 

**(*,!/) = J ] p(z/,/i)fc, (2) 
(1ЕЛГ(Х) 

k Е Z_|_. Конечное вполне упорядоченное множество — подграф графа 
М(Х)У определяемый условием 

. . X 
обозначим через ЛГ(Х, v). 

В обозначениях (1) для разрешения нормирования v Е Ж(Х) поло­
жим для линейной системы |Л| дивизоров Карьте на X: |А|* — ее собст­
венный прообраз на Х{> т ; = multa^- \Ц{~~1, щ Е ЩХ, и) — нормиро­
вание, реализуемое тройкой (X;, ^*',о, #,-). Тогда 

it 
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Кроме того, очевидно, 
к к 

К(Х,у) = £ р ( 1 / , 1 / 0 В Д - ь * 0 = J^p(i/,i>i)(cod™JBi-i - 1). 
г = 1 t = l 

Б) Образ дискретного нормирования. 
Пусты/ €ЛГ(Х).. 

Определение 5. Морфизм многообразий ж ; X -+ Y назовем 
и-правилъныМ) если 

(i) тг доминантен; 
(iiJ^Z^i/JJ^Singy, 
(iii) дифференциал d-к сюръективен в обшей точке Z(X, и). 

Зафиксируем ^-правильный морфизм тг: X —> У. 

Теорема 5. Существует единственное дискретное нормирование 
/i _ Л/̂ (У) со следующими свойствами: 

(ii) &л# любой реализации (У, <р, Я) £ /л морфизм ргу : X Ху У ~> У 
v-правилъный, и pXy(Z(X Xy У-ь')) •-= Я . 

Нормирование /i назовем образом v и будем обозначать через тг*1/. 
Алгебраическое определение 7r*z/ очевидно: тг+1/: А'(У) —> Z есть 

I/ о тг* : ЛГ(У) —> A'pQ —> Z. 
7 Г * V 

Доказательство теоремы 5 содержится в § 5. 
В) Рациональные кривые с предписанными ветвями. 
Для плотного семейства кривых С% С X, t £ Т (см. § 5) и бирапио-

нального морфизма<р: X —> X определен собственный прообраз Ct,t £ Т 
(см. § 5). 

Определение 6. Плотное семейство кривых Ctit £ Т, назовем про­
тыкающим для дискретного нормирования v £ Н(Х), если для неко­
торой (и любой) реализации (Х,у>, Я) £ ^ алгебраическое множество 
У С Я х Г, определяемое условием 

У = { ( х ^ ) £ Я х Г | х £ С * } 3 

имеет компоненту Уо, проекпии которой на Я и Т — плотные подмножес­
тва Я и Т, причем для обшей точки соответствующее пересечение С% с 
Я трансверсально. 

Теорема 6. Пусть v £ Af(PM), М ^ 2. ДА'.* i/ существует проты­
кающее семейство рациональных кривых степени, не превосходящей 
s-.(PM,z/). 

Доказательство теоремы приведено в [3]. 
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4.3. Построение пробной поверхности. Вступают в силу все 
обозначения, связанные с изучаемым многообразием V. Положим также: 
а £ рМ _ обшая точка, fi: X -> X — ее раздутие, 7га : X —> Р - ^ - 1 — 
проекния из точки а. Мы рассмотрим трудны^ случай .-'(V', v) с i£: ес­
ли v £ ff(V), то проходят все построения и вычисления с упрощениями. 
Пусть.- = (3(х) € IP**-1, £ : Р -> Р м з ! — е е раздутие, Е(х) С Р — ис­
ключительный дивизор. Пусть далее, L С 1РМ — прямая, соединяющая а 
с х, L — ее собственный прообраз на Хо, L = а~г(Ь) С VQ, <TLJ V ->• Vo 
— ее раздутие, тг : У —> Р — композиция с, <̂ о, Z?""1- 7га и ^ " 1 , про­
долженная до регулярного отображения. Очевидно, при общем выборе а 
отображение тг ^-правильное; оно расслаивает Е над Е(х) = JpM-1 на 
кривые — прообразы прямых на Е, проходящих через точку LDE, отно­
сительно а. Пусть 

(Y,tptv)e T*V 
— произвольная реализация нормирования ж*у Е Л^Р) , V* — V Хр Y, 
В = Z(V*} v) — центр нормирования v на V*; проекцию рг у многообра­
зия V* на У обозначим снова через тг, так что ж(В) = V. Согласно тео­
реме 6, существует плотное семейство рациональных кривых (Ct,i € Т) 
на Р м _ 1 степени, не превосходящей 

si(**v, FM""1) = w(E(z)) + 5i(P, w) 

и протыкающее для тг+i/. Пусть (С* ,t Е Г) — собственный прообраз это­
го семейства на Y. Положим St = 7т"1 (С*) С У*. 

Определение 7. Общую поверхность 5 = S t из построенного семей­
ства назовем пробной поверхностью для z/. 

Пусть |х|* — собственный прообраз линейной системы |х| на V*. Ог­
раничение |х|* на 5 имеет, очевидно, базисное нормирование v$ такое, 
что: 

(i) q = Z(Sy 1/5) - В П 5 — неособая точка поверхности 5, 
(ii) J\f(S} vs) — М(У*,и) как ориентированные графы, 
( i i iWIx l ls ) = i>(|x|). 
Кроме того, |х | * | s — линейная система кривых без неподвижныл ком­

понент для общей 5. 

Предложение 5. Точка q входит в теоретико-схемное пересече­
ние двух общих дивизоров линейной системы |xl*|c с кратностью не 
меньшей, чем 

Доказательство — прямое вычисление. Подробности см. в [2]. 
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Поскольку пересечение двух общих кривых из линейной системы 
|х|* | - есть, очевидно, нульмерная схема степени, не превосходящей 

2n-2s1(PM~1,7T*i/) -2v2
Ew(E(x))', 

получаем следующее неравенство: 

2n2sl{WM-\w)^2v2
Ew{E{x))> Г ^ 2 ( Ы ) . 

4.4. Вычисления. Покажем, что этого не может быть. Прежде 
всего, вычислим каноническую кратность У в терминах жФи и V*: 

K{VO,V)=P(V,VB)K(P,W) + K(V\V). 

Кроме того, имеем: P(V,VB) =p(*/5»^g)» Ч~ Z{S,vs), 

K{V\v) = 5i (7*, У) = *i(5,1/5) = А"(5, i/5). 

Далее, и(Е) ^ P(V,VB)K*V(E(X)), Окончательно, в силу теоремы 2, по­
лучаем неравенство 

82(ЗуУ5){2п28г(Р,7Г^)^7Г^(Е(х))(2п2-2у%))^ 
> (n(A'(P, w)p(vtvB) + # ( W ) H 

+((М - m - 1)п - vB)p{y, »в)**"(Е(х)))2. 

В последней сумме первое слагаемое строго положительно, второе неот­
рицательно. Заметим теперь, что $2(S^ vs) -$ 5i (S> ̂ 5)р(-Л "в) п о постро­
ению, $i(P, 7Г*1/) ^ А"(Р, 7Г*1/), так что 

2n2s2{S,vs)si{P,ir*v) <$ 2п2ЛГ(Р,9г*1/)р(|/,1/в)Х(У*,1/). 

Отсюда получаем неравенство 

-s2(S, i/s)T*i/(jE?(x))(2n2 - 2г/|) > 

^n2K{P^vfp{v,vBf4^,^+ 
+ 2 п Я ( 7 * , 1 / ) ( ( М - т - 1)п-1/в)р(1/,1/в)тг*1/(£(х))+ l J 

+ p . - m - l)n - 1/я)2р(*Л 1/в)2т*^(Ж*))2- . 

Очевидно, ((М — rn — l)n — I/JS) ^ n — /VJS . Далее, 

(n2 - ^)1г*'|/(£?(х))в2(5,1/5) ^ 2nK(V*, i/)(n - */JE?)P(V, J / B K ^ № ) ) -

В самом деле, п + 1/-5 ^ 2n, a «2(5,1/5) -̂  p(^3 VB)K(Y*I V), как было от­
мечено выше. Но тогда правая часть (3) строго больше чем левая! Этим 
завершается доказательство теоремы 1. 
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§ 5. Геометрия дискретных нормирований 

Даны элементарные доказательства теорем 4 и 5. 

5.1. Алгебраические семейства циклов на многообразиях. 

Определение 8. Алгебраическим семейством k-циклов на много­
образии Х) к -<С dimX, называется объект, состоящий из: 

(i) базы семейства — неприводимого многообразия В, 
(ii) неприводимого подмногообразия Z С В х X такого, что для лю­

бого Ь £ В 
dim(Zn{b}xX) = k. 

Семейство будем записывать как Е = (В) Z). 

Определение 9. Семейства Ei = (5i, i?i) и Е2 = (.В2-Я2) экви­
валентны, если существуют открытые подмножества TJ% С В{ и изо­
морфизм (pi2 : Ui —У U2 такие, что (y?i2,id) определяет изоморфизм 
%\ П U\ х X и Zi П Иг х X. Эквивалентные семейства различаться не 
будут. 

Определение 10. Носитель семейства supp E есть замыкание 
множества pix(Z) С X. Семейство плотное, если supp Е = X. 

Очевидно, для плотного семейства, с учетом сделанного соглашения, 
определен его собственный прообраз относительно биранионального мор-
физма: он состоит из собственных прообразов тех членов семейства, для 
которых эта операция определена. 

Определение 11. (i) Подмногообразие W С X размерности ^ k 
назовем базисным для алгебраического семейства fc-пиклов Е = (В, Z), 
если W С Zb = Z П {6} х X для любого Ь £ В. 

(ii) Подмногообразие W С X коразмерности ^ к •+ 1 назовем цеп­
ляющим для алгебраического семейства Ar-циклов Е = (B,Z), если 
W Г) Zi Ф 0 для любого Ъ £ В. 

Очевидно, точка аг £ X — цепляющая для Е тогда и только тогда, 
когда она базисная точка. 

Определение 12. Пусть Е = (B,Z) — семейство i-циклов на 
Х% а Н = (С, Q) — семейство /-циклов на В. Композицией S о Е 
этих семейств назовем алгебраическое семейство циклов вида ( С , -й), где 
С С С — открытое плотное подмножество, а й с С ' х Х есть пересе­
чение Wcxx(C х Z П Q х X) vt С х X. Очевидно размерность циклов 
семейства S о Е не превосходит к + /• 

Теорема 7. Пусть Е = ( 5 , Z) — плотное алгебраическое семей­
ство кривых на X, общий член которого неприводим. Тогда последо­
вательность раздутий точек y>j,i-i : Х{ —> Xi-i, XQ == X, г ^ 1, где 
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каждое </?»..-_! раздув ает базисную мочку собственного прообраза Е 
на Х%^\} обрывается. 

Доказательство. Если две неприводимые кривые содержат беско­
нечную последовательность лежащих друг над другом бесконечно близ­
ких точек, то они совпадают, так как совпадают их разложения Тейлора 
- Пьюизо по локальному параметру ветви. Поскольку проективный пре­
дел системы непустых конечных множеств непуст, доказательство этим 
завершено. 

5,2. Доказательство теоремы 4. Пусть (X, у>, # ) £ i/ — произ­
вольная реализация нормирования v E Н(Х). Рассмотрим плотное се­
мейство неприводимых кривых Е = (С, Q) со следующими свойствами: 

(i) ограничение Е | я = (Cf,Q П С" х Я) есть плотное семейство 
0-ииклов на Я , С" плотно в С, 

(ii) не имеет цепляющих подмногообразий на I . 
Очевидно, ^>*Е — плотное семейство неприводимых кривых на X, 

причем В = Z(X, и) С X — цепляющий цикл для <£>*Е и, более того, 
Е | в — плотное семейство 0-пиклов на В. 

В обозначениях п. 4.2 положим Ег — собственный прообраз семейства 
V?*E на Х{. Легко видеть, что циклы Bi С Х{ являются цепляющими для 
Е \ Поэтому для доказательства теоремы 4 достаточно установить, что 
семейство кривых <р* Е не может иметь бесконечной последовательности 
лежащих друг над другом бесконечно близких цепляющих циклов. 

Будем доказывать индукцией по k £ Z+ слеюующее утверждение: 
(+fc) существует К(к) € Z+ такое, что dim В к (к) > k + 1. 

Для к = 0 это следует из только что доказанной теоремы 7. Пусть 
для / ^ Jb — 1 (-Н) установлено. Докажем (+*•)• 

Если dimBK(k-i) > к + 1, то доказывать нечего. Значит, будем 
считать, что Вк(к-\) — fc-мерный цикл. Предположим, что для всех 
г ^ К (к — 1) dim-Bi = ifc, т.е. ЯК(к~1) имеет бесконечную последова­
тельность лежащих друг над другом цепляющих циклов размерности к. 

Рассмотрим достаточно общее семейство S = (D, Т) алгебраических 
^-циклов на С. Тогда композиция Е о у>*Е = Л — плотное семейство 
(к + 1)-цйклов на X, причем его собственные прообразы Лх, г € Z+, име­
ют никлы Bi уже базисными. Теперь возьмем обший цикл Y С XK(k-i) 
коразмерности к, трансверсально пересекающий ВК^-г) и такой, что 
ограничение AK(k~l)\Y определено и является плотным семейством не­
приводимых кривых на Y. Полагая Y1 — собственный прообраз Y на 
.X», г ^ К{к - 1), получим, что пересечение Yi П В{ нульмерно и не­
пусто для всех г ^ К (к — 1), причем точки из Y1 П Б,- являются ба­
зисными для собственного прообраза алгебраического семейства кривых 
дК(А,-1)| н а у% д т о противоречит теореме 7. Утверждение (+*) для 
любого к ^ dimX — 2 и, тем самым, теорема 4 доказаны. 
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5.3. Доказательство теоремы 5. Очевидно, достаточно устано­
вить, что существует нормирование /z E J^{Y) со свойствами (i) и (ii) для 
какой-нибудь специальной реализации /i. Рассмотрим произвольную ре­
ализацию (X, <р, D) £ v и плотное семейство кривых Е = (С, <5) на Xt 
описанное в начале п. 5.2. Его образ-7г*^*Е на У есть плотное семейство 
неприводимых кривых на У. Раздуем последовательно его базисные точ­
ки, затем цепляющие циклы размерностей 1, 2 / . . . . Из п. 5.2 следует, что 
через конечное число шагов мы получим многообразие У и плотное се­
мейство кривых (7г*^>*Е) на У, не имеющее цепляющих циклов. Беря рас­
слоенное произведение X* = X ХуУ', видим, что морфизм рг-р : X* -> У 
снова ^-правильный. Далее, цикл ^(Х*, ^) является цепляющим для соб­
ственного прообраза семейства ^ Е н а 1 * . Но образ последнего семей­
ства на У не имеет цепляющих циклов! Значит, pr--(Z(X*, v)) С У есть 
цикл коразмерности 1, т.е. простой дивизор Вейля, лежащий, очевидно, 
вне множества особых точек Sing У. Этот дивизор Вейля на У и реали­
зует искомое дискретное нормирование 7г*хл 
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