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1. Введение. В последние годы многими математиками исследуется проблема
глобальной разрешимости нелинейных уравнений и неравенств в частных произ-
водных с сингулярными коэффициентами. При этом нелинейные слагаемые могут
зависеть как от значений неизвестной функции, так и от ее производных. Ука-
занная проблема представляет не только самостоятельный интерес, но имеет так-
же важные внутриматематические и физические приложения. Так, теоремы типа
Лиувилля об отсутствии положительных решений нелинейных уравнений во всем
пространстве или в полупространстве могут использоваться для получения апри-
орных оценок решений соответствующих задач в ограниченных областях [1], [2].
С другой стороны, к рассматриваемому классу относятся, в частности, уравнения
Гамильтона–Якоби и Кортевега–де Фриза, играющие важную роль в современной
математической физике [3], [4].

В работах [5]–[12] получены точные необходимые условия существования гло-
бальных решений различных классов эллиптических уравнений второго порядка
с градиентными слагаемыми. При этом использовались как техника обыкновенных
дифференциальных уравнений для радиально симметричных решений, так и метод
нелинейной емкости, разработанный Похожаевым [13], [14]. Однако вопрос о разре-
шимости аналогичных уравнений более высоких порядков остался открытым.

В настоящей работе получены достаточные условия возникновения ситуации
blow-up для ряда классов неравенств, имеющих сингулярные коэффициенты на
неограниченных множествах, таких как прямые и плоскости, а также гладкие кри-
вые и поверхности в трехмерном пространстве.

Результаты получены при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (про-
екты 13-01-12460-офи-м и 14-01-00736) и программы “Ведущие научные школы” (грант № НШ-
4479.2014.1).
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Основные результаты статьи сформулированы в п. 2. В п. 3 доказывается теоре-
ма об отсутствии решений эллиптического неравенства высокого порядка с нели-
нейностью, зависящей только от значений неизвестной функции 𝑢; в п. 4 получен
аналогичный результат для неравенства с нелинейностью, содержащей |𝐷𝑢|. В п. 5
и п. 6 соответствующие утверждения переносятся на случай эллиптических нера-
венств второго порядка с нелинейной главной частью. В п. 7 рассматриваются пара-
болические неравенства.

2. Основные результаты. Пусть 𝑆 ⊂ R𝑛 – замкнутое неограниченное множе-
ство. Пусть 𝜀 > 0, 𝑥 ∈ R𝑛. Обозначим

𝜌(𝑥) = dist(𝑥, 𝑆), 𝑆𝜀 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜌(𝑥, 𝑆) < 𝜀}.

Предположим, что существует семейство функций 𝜉𝑅 ∈ 𝐶𝑘
0 (R𝑛 ∖ 𝑆; [0, 1]) таких, что

𝜉𝑅(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ∈ 𝑆1/(2𝑅) ∪ (R𝑛 ∖ 𝑆2𝑅),
1, 𝑥 ∈ 𝑆𝑅 ∖ 𝑆1/𝑅,

(1)

и существует константа 𝑐 > 0 такая, что

|𝐷𝛼𝜉𝑅(𝑥)| 6 𝑐𝜌−|𝛼|, 𝑥 ∈ R𝑛. (2)

Пример. В качестве множества 𝑆 можно рассматривать гиперплоскость

𝑆 = Π𝑛 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 : 𝑥𝑛 = 0}.

Тогда можно выбрать 𝜉𝑅(𝑥) = ̃︀𝜉𝑅(𝑥𝑛), где

̃︀𝜉𝑅(𝑥𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, |𝑥𝑛| 6

1
2𝑅

или |𝑥𝑛| > 2𝑅,

1,
1
𝑅

6 |𝑥𝑛| 6 𝑅.

Рассмотрим неравенства вида∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼(𝐴𝛼(𝑥, 𝑢)) > 𝑢𝑞|𝑥|𝛽𝜌−𝛾 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆, (3)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼

(︂
𝑎𝛼(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂
> |𝐷𝑢|𝑞|𝑥|𝛽𝜌−𝛾 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆, (4)

с некоторыми 𝑘 ∈ N, 𝛽 ∈ R, 𝑞, 𝛾 > 0 и

−∆𝑝𝑢 > 𝑢𝑞|𝑥|𝛽𝜌−𝛾 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆, (5)

−∆𝑝𝑢 > |𝐷𝑢|𝑞|𝑥|𝛽𝜌−𝛾 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆 (6)

с некоторыми 𝑝 > 1, 𝑞 > 𝑝− 1 и 𝛽, 𝛾 ∈ R.
Здесь мы используем обозначение ∆𝑝𝑢 = div(|𝐷𝑢|𝑝−2𝐷𝑢). Решения этих нера-

венств (3)–(6) понимаются в смысле распределений.
Наши основные результаты о задачах (3)–(6) можно сформулировать следующим

образом.
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Теорема 1. Пусть 𝑞 > 0. Предположим, что 𝐴𝛼 : R𝑛 ×R→ R – функции Кара-
теодори, причем для всех 𝛼, |𝛼| 6 𝑘 , существуют функции

𝑎𝛼 : R𝑁 → R+, 𝑎𝛼 ∈ 𝐿∞loc(R𝑛
+),

такие, что
|𝐴𝛼(𝑥, 𝑡)| 6 𝑎𝛼(𝑥)|𝑡|𝑝 для п.в. (𝑥, 𝑡) ∈ R𝑛 × R+

и 𝑛+ (|𝛾 − 𝑘𝑞| − 𝛽)/𝑞 6 0.
Тогда задача (3) не имеет неотрицательных решений 𝑢∈𝐿𝑞

loc(R𝑛 ∖𝑆), отличных
от тождественного нуля п.в.

Теорема 2. Пусть

𝑎𝛼 : R𝑁 → R+, 𝑎𝛼 ∈ 𝐿∞loc(R𝑁
+ ) для всех 𝛼, |𝛼| 6 𝑘,

и 𝑛+ (|𝛾 − (𝑘 + 1)𝑞| − 𝛽)/𝑞 6 0.
Тогда задача (4) не имеет решений 𝑢 ∈𝑊 1,𝑞

loc (R𝑛 ∖ 𝑆), отличных от константы
п.в.

Теорема 3. Пусть 𝑞 > 𝑝− 1 и 𝑛+ (|𝛾 − 𝑝𝑞| − 𝛽)/(𝑞− 𝑝+ 1) 6 0. Тогда задача (5)
не имеет неотрицательных нетривиальных решений 𝑢 ∈ 𝐿𝑞

loc(R𝑛 ∖ 𝑆), отличных
от тождественного нуля п.в.

Теорема 4. Пусть 𝑞 > 𝑝− 1 и

𝑛+
|𝛾(𝑝− 1)− 𝑝𝑞| − 𝛽(𝑝− 1)

𝑞 − 𝑝+ 1
6 0.

Тогда задача (6) не имеет нетривиальных решений 𝑢 ∈𝑊 1,𝑞
loc (R𝑛 ∖ 𝑆), отличных от

константы п.в.

Результат об отсутствии решений имеет место и для эволюционного неравенства

𝑢𝑡 −
∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼(𝐴𝛼(𝑥, 𝑢)) > 𝑢𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆, 𝑡 ∈ R+, (7)

с начальным условием

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆. (8)

Предполагается, что начальная функция 𝑢0 ∈ 𝐿1
loc(R𝑛 ∖ 𝑆).

Решение задачи (7), (8) понимается в смысле распределений.
Типичный результат о задаче (7), (8) можно сформулировать следующим обра-

зом.

Теорема 5. Пусть 𝐴𝛼(𝑥, 𝑢) удовлетворяют условиям теоремы 1, 𝑞 > 1, 𝛼 > 𝑘𝑞

и 𝑛+ 𝑘 + (𝛼− 𝑘𝑞 − 𝛽)/𝑞 6 0.
Тогда задача (7), (8) не имеет неотрицательных решений 𝑢 ∈ 𝐿𝑞

loc((R𝑛 ∖ 𝑆) ×
[0, 𝑇 ]), отличных от тождественного нуля, ни для какого 𝑇 > 0.

Замечание 1. Отсутствие решений задачи (7), (8) называют ситуацией мгно-
венного разрушения решений (instantaneous blow-up).
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3. Доказательство теоремы 1. Введем семейство пробных функций 𝜙= 𝜙𝑅 ∈
𝐶𝑘

0 (R𝑛 ∖ 𝑆; [0, 1]) вида
𝜙𝑅(𝑥) = 𝜉κ

𝑅(𝑥)𝜓κ
𝑅(𝑥)

с κ > 𝑘𝑞′, 𝜉𝑅 ∈ 𝐶𝑘
0 (R𝑛 ∖ 𝑆; [0, 1]), удовлетворяющими условиям (1) и (2), и 𝜓𝑅 ∈

𝐶𝑘
0 (R𝑛; [0, 1]) такими, что

𝜓𝑅(𝑥) =

{︃
1, |𝑥| 6 𝑅,

0, |𝑥| > 2𝑅,
(9)

причем существует константа 𝑐 > 0 такая, что

|𝐷𝛼𝜓𝑅(𝑥)| 6 𝑐𝑅−|𝛼|, 𝑥 ∈ R𝑛, (10)

для всех мультииндексов 𝛼 с 0 6 |𝛼| 6 𝑘.
Структура этих пробных функций позволяет избавиться от особенностей как

на 𝑆, так и на бесконечности.
Теперь предположим, что решение 𝑢 задачи (5) существует. Умножая обе части

неравенства (5) на 𝜙𝑅 и интегрируя по частям 𝑘 раз, получаем∫︁
supp 𝜙𝑅

𝑢𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 𝑐

∫︁
supp 𝜙𝑅

𝑢𝐷𝛼𝜙𝑅 𝑑𝑥 6 𝑐

∫︁
supp 𝜙𝑅

𝑢|𝐷𝛼𝜙𝑅| 𝑑𝑥

6 𝑐

(︂∫︁
supp 𝜙𝑅

𝑢𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

)︂𝑝/𝑞

×
(︂∫︁

supp 𝜙𝑅

𝜌𝛾𝑝/(𝑞−𝑝)|𝑥|−𝛽𝑞/(𝑞−𝑝)
∑︁
|𝛼|6𝑘

|𝐷𝛼𝜙𝑅|𝑞/(𝑞−𝑝)𝜙
−𝑝/(𝑞−𝑝)
𝑅 𝑑𝑥

)︂(𝑞−𝑝)/𝑞

,

откуда ∫︁
supp 𝜙𝑅

𝑢𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 𝑐

∫︁
supp 𝜙𝑅

𝜌𝛾𝑝/(−𝑝𝑞)|𝑥|−𝛽𝑞/(𝑞−𝑝)
∑︁
|𝛼|6𝑘

|𝐷𝛼𝜙𝑅|𝑞/(𝑞−𝑝)𝜙
−𝑝/(𝑞−𝑝)
𝑅 𝑑𝑥.

В силу выбора 𝜙𝑅 мы можем уменьшить области интегрирования в обеих частях
этого неравенства:∫︁

(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6
∫︁

(𝑆2𝑅∖𝑆1/(2𝑅))∩𝐵2𝑅(0)

𝜌𝛾𝑞′/𝑞|𝑥|−𝛽𝑞′/𝑞|𝐷𝛼𝜙𝑅|𝑞
′
𝜙1−𝑞′

𝑅 𝑑𝑥.

Заметим, что 𝜙𝑅 ≡ 1 во всей области интегрирования в левой части неравенства.
Используя условия (2) и (10), получим∫︁

(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 𝑑𝑥 6 𝑐𝑅𝑛+(|𝛼−𝑘𝑞|−𝛽)/𝑞,
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что приводит к противоречию при 𝑅→∞, если показатель степени в правой части
неравенства отрицателен. Случай показателя, равного нулю, рассматривается стан-
дартным образом (см. [13]).

Замечание 2. Можно обобщить этот результат на более широкий класс ста-
ционарных дифференциальных операторов высокого порядка с постоянными или
переменными коэффициентами, в том числе на системы вида{︃

𝐴𝑢 > 𝑣𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,
𝐵𝑣 > 𝑢𝑝𝜌−𝛿|𝑥|𝜂, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,

с соответствующими параметрами 𝑝, 𝑞 > 1, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜂 ∈ R.

4. Доказательство теоремы 2. Для доказательства теоремы 2 возьмем 𝜙 =
𝜙𝑅 ∈ 𝐶𝑘−1

0 (R𝑛 ∖ 𝑆; [0, 1]) того же вида, что и в предыдущем пункте, с κ > (𝑘 − 1)𝑞′,
𝜉𝑅∈𝐶𝑘−1

0 (R𝑛 ∖𝑆; [0, 1]), удовлетворяющими условиям (1) и (2) и 𝜓𝑅∈𝐶𝑘−1
0 (R𝑛; [0, 1]),

удовлетворяющими условиям (9) и (10) Достаточно, чтобы условия (2) и (10) выпол-
нялись при 0 6 |𝛼| 6 𝑘 − 1.

Как и выше, предположим, что решение 𝑢 задачи (5) существует. Умножая обе
части (5) на 𝜙𝑅 и интегрируя по частям 𝑘 − 1 раз, получаем∫︁

supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛼|𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6
∫︁

supp 𝜙𝑅

(︂
𝐷𝑢,𝐷

(︂ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

)︂)︂
𝑑𝑥 6

∫︁
supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢| ·
⃒⃒⃒⃒
𝐷

(︂ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥

6

(︂∫︁
supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛼|𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

×
(︂∫︁

supp 𝜙𝑅

𝜌𝛼𝑞′/𝑞|𝑥|−𝛽𝑞′/𝑞

⃒⃒⃒⃒
𝐷

(︂ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒𝑞′

𝜙1−𝑞′

𝑅 𝑑𝑥

)︂1/𝑞′

,

откуда∫︁
supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛼|𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥 6
∫︁

supp 𝜙𝑅

𝜌𝛼𝑞′/𝑞|𝑥|−𝛽𝑞′/𝑞

⃒⃒⃒⃒
𝐷

(︂ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒𝑞′

𝜙1−𝑞′

𝑅 𝑑𝑥.

В силу выбора 𝜙𝑅 мы можем уменьшить области интегрирования в обеих частях
этого неравенства:∫︁

(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛼|𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6
∫︁

(𝑆2𝑅∖𝑆1/(2𝑅))∩𝐵2𝑅(0)

𝜌𝛼𝑞′/𝑞|𝑥|−𝛽𝑞′/𝑞

⃒⃒⃒⃒
𝐷

(︂ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒𝑞′

𝜙1−𝑞′

𝑅 𝑑𝑥.

Заметим, что 𝜙𝑅 ≡ 1 во всей области интегрирования в левой части неравенства.
Используя условия (2) и (10), получим∫︁

(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 𝑑𝑥 6 𝑐𝑅𝑛+(|𝛾−(𝑘−1)𝑞|−𝛽)/𝑞,
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что приводит к противоречию при 𝑅→∞, если показатель степени в правой части
неравенства отрицателен. Случай показателя, равного нулю, рассматривается как
в [13].

Замечание 3. Можно обобщить этот результат на более широкий класс ста-
ционарных дифференциальных операторов высокого порядка с постоянными или
переменными коэффициентами, в том числе на системы вида{︃

𝐴𝑢 > |𝐷𝑣|𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,
𝐵𝑣 > |𝐷𝑢|𝑝𝜌−𝛿|𝑥|𝜂, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,

с соответствующими параметрами 𝑝, 𝑞 > 1, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜂 ∈ R.

5. Доказательство теоремы 3. Здесь мы умножаем обе части неравенства (5)
на 𝑢𝜆𝜙𝑅 с 1− 𝑝 < 𝜆 < 0. Интегрируя по частям, получаем∫︁

R𝑛

𝑢𝑞+𝜆𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥 6
∫︁

R𝑛

(|𝐷𝑢|𝑝−2𝐷𝑢,𝐷(𝑢𝜆𝜙𝑅)) 𝑑𝑥

= 𝜆

∫︁
R𝑛

𝑢𝜆−1|𝐷𝑢|𝑝𝜙𝑅 𝑑𝑥+
∫︁

R𝑛

|𝐷𝑢|𝑝−2(𝐷𝑢,𝐷𝜙𝑅) 𝑑𝑥

6 𝜆

∫︁
R𝑛

𝑢𝜆−1|𝐷𝑢|𝑝𝜙𝑅 𝑑𝑥+
∫︁

R𝑛

|𝐷𝑢|𝑝−1|𝐷𝜙𝑅| 𝑑𝑥

и в силу неравенства Юнга∫︁
R𝑛

𝑢𝑞+𝜆𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥+ |𝜆|
∫︁

R𝑛

𝑢𝜆−1|𝐷𝑢|𝑝𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 |𝜆|
∫︁

R𝑛

𝑢𝜆−1|𝐷𝑢|𝑝𝜙𝑅 𝑑𝑥+ 𝑐(𝜆)
∫︁

R𝑛

𝑢𝜆+𝑝−1|𝐷𝜙|𝑝𝜙1−𝑝 𝑑𝑥,

т.е. ∫︁
R𝑛

𝑢𝑞+𝜆𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥 6 𝑐(𝜆)
∫︁

R𝑛

𝑢𝜆+𝑝−1|𝐷𝜙|𝑝𝜙1−𝑝 𝑑𝑥.

Повторно применяя неравенство Юнга, приходим к неравенству
1
2

∫︁
R𝑛

𝑢𝑞+𝜆𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 𝑐(𝜆)
∫︁

R𝑛

|𝐷𝜙|𝑝(𝑞+𝜆)/(𝑞−𝑝+1)(𝜌𝛼|𝑥|−𝛽)(𝜆+𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)𝜙1−𝑝(𝑞+𝜆)/(𝑞−𝑝+1) 𝑑𝑥.

Сужая область интегрирования, получим в левой части этого неравенства
1
2

∫︁
(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢𝑞+𝜆𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥 =
1
2

∫︁
(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢𝑞+𝜆𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 𝑑𝑥,

а в правой части –∫︁
(𝑆2𝑅∖𝑆1/(2𝑅))∩𝐵2𝑅(0)

|𝐷𝜙|𝑝(𝑞+𝜆)/(𝑞−𝑝+1)(𝜌𝛼|𝑥|−𝛽)(𝜆+𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)𝜙1−𝑝(𝑞+𝜆)/(𝑞−𝑝+1) 𝑑𝑥.

Используя условия (2) и (10) аналогично предыдущему пункту, получим∫︁
(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢𝑞+𝜆𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 𝑑𝑥 6 𝑐𝑅𝑛+(|𝛾−𝑝𝑞|−𝛽)/(𝑞−1),

что при предположениях теоремы приводит к противоречию при 𝑅→∞.
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Замечание 4. Этот результат можно обобщить на более широкий класс суще-
ственно нелинейных стационарных операторов, в частности, на системы вида

−∆𝑝𝑢 > 𝑣𝑠𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,
−∆𝑞𝑣 > 𝑢𝑧𝜌−𝛾 |𝑥|𝛿, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,

с соответствующими параметрами 𝑝, 𝑞 > 1, 𝑠, 𝑧, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R.

6. Доказательство теоремы 4. Умножая обе части (5) на 𝜙𝑅 и интегрируя
по частям, получаем∫︁

supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6
∫︁

supp 𝜙𝑅

(|𝐷𝑢|𝑝−2𝐷𝑢,𝐷𝜙𝑅) 𝑑𝑥 6
∫︁

supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢|𝑝−1 · |𝐷𝜙𝑅| 𝑑𝑥

6

(︂∫︁
supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

)︂(𝑝−1)/𝑞

×
(︂∫︁

supp 𝜙𝑅

(𝜌𝛼|𝑥|−𝛽)(𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)|𝐷𝜙𝑅|𝑞/(𝑞−𝑝+1)𝜙
−(𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)
𝑅 𝑑𝑥

)︂(𝑞−𝑝+1)/𝑞

,

откуда ∫︁
supp 𝜙𝑅

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6
∫︁

supp 𝜙𝑅

(𝜌𝛼|𝑥|−𝛽)(𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)|𝐷𝜙𝑅|𝑞/(𝑞−𝑝+1)𝜙
−(𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)
𝑅 𝑑𝑥.

В силу выбора 𝜙𝑅 мы можем уменьшить области интегрирования в обеих частях
этого неравенства:∫︁

(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥

6
∫︁

(𝑆2𝑅∖𝑆1/(2𝑅))∩𝐵2𝑅(0)

(𝜌𝛼|𝑥|−𝛽)(𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)|𝐷𝜙𝑅|𝑞/(𝑞−𝑝+1)𝜙
−(𝑝−1)/(𝑞−𝑝+1)
𝑅 𝑑𝑥.

Заметим, что 𝜙𝑅 ≡ 1 во всей области интегрирования в левой части неравенства.
Используя условия (2) и (10) получим∫︁

(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

|𝐷𝑢|𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 𝑑𝑥 6 𝑐𝑅𝑛+(|𝛼(𝑝−1)−𝑞|−𝛽(𝑝−1))/(𝑞−𝑝+1),

что приводит к противоречию при 𝑅→∞, если показатель степени в правой части
неравенства отрицателен. Случай показателя, равного нулю, рассматривается как
в [13].

Замечание 5. Можно обобщить этот результат на более широкий класс ста-
ционарных дифференциальных операторов высокого порядка с постоянными или
переменными коэффициентами, в том числе на системы вида{︃

−∆𝑝𝑢 > |𝐷𝑣|𝑠𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 , 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,
−∆𝑞𝑣 > |𝐷𝑢|𝑧𝜌−𝛿|𝑥|𝜂, 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ 𝑆,

с соответствующими параметрами 𝑝, 𝑞 > 1, 𝑠, 𝑧, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜂 ∈ R.

2 Математические заметки, т. 98, вып. 2
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7. Доказательство теоремы 5. Для задачи Коши (7), (8) введем два семей-
ства пробных функций, а именно 𝜙𝑅(𝑥) по пространственным переменным и 𝑇𝜏 (𝑡)
по времени. Здесь 𝜙𝑅(𝑥) определяется так же, как в предыдущих пунктах, а 𝑇𝜏 ∈
𝐶1([0, 𝜏 ]; [0, 1]) c 𝜏 > 0 таковы, что

𝑇𝜏 (𝑡) =

⎧⎨⎩1, 0 6 𝑡 6
𝜏

2
,

0,
3𝜏
4

6 𝑡 6 𝜏,

и, кроме того, ∫︁ 3𝜏/4

𝜏/2

|𝑇 ′𝜏 |𝑞
′

|𝑇𝜏 |𝑞′−1
𝑑𝑡 6 𝑐𝜏1−𝑞′

(11)

с некоторой константой 𝑐 > 0.
Умножая обе части (7) на 𝜙𝑅(𝑥)𝑇𝜏 (𝑡) и интегрируя по частям, получим∫︁

R+

𝑇𝜏 𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝑢𝑞𝜌−𝛼|𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥+
∫︁

R𝑛

𝑢0𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 𝑐

∫︁
R+

𝑇𝜏 𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝑢𝑝
∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅 𝑑𝑥−
∫︁

R+

𝑇 ′𝜏 𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝑢𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 𝑐

∫︁
R+

𝑇𝜏 𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝑢

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥+

∫︁
R+

|𝑇 ′𝜏 | 𝑑𝑡
∫︁

R𝑛

𝑢𝜙𝑅 𝑑𝑥.

Применяя к обоим слагаемым в правой части неравенства параметрическое нера-
венство Юнга, придем к неравенству

1
2

∫︁
R+

𝑇𝜏 𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝑢𝑞𝜌−𝛼|𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥+
∫︁

R𝑛

𝑢0𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 𝑐1

∫︁
R+

𝑇𝜏 𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

⃒⃒⃒⃒𝑞/(𝑞−𝑝)

𝜌−𝛼𝑝/(𝑞−𝑝)|𝑥|𝛽𝑝/(𝑞−𝑝)𝜙
−𝑝/(𝑞−𝑝)
𝑅 𝑑𝑥

+ 𝑐2

∫︁
R+

|𝑇 ′𝜏 |𝑞/(𝑞−𝑝)𝑇−𝑝/(𝑞−𝑝)
𝜏 𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝜌−𝛼𝑝/(𝑞−𝑝)|𝑥|𝛽𝑝/(𝑞−𝑝)𝜙
−𝑝/(𝑞−𝑝)
𝑅 𝑑𝑥

с некоторыми константами 𝑐1, 𝑐2 > 0.
В силу выбора 𝜙𝑅(𝑥) и 𝑇𝜏 (𝑡) мы можем уменьшить области интегрирования в обе-

их частях этого неравенства:

1
2

∫︁ 2𝜏

0

𝑇𝜏 𝑑𝑡

∫︁
(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢𝑞𝜌−𝛼|𝑥|𝛽𝜙𝑅 𝑑𝑥+
∫︁

(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢0𝜙𝑅 𝑑𝑥

6 𝑐1

∫︁ 2𝜏

0

𝑇𝜏 𝑑𝑡

×
∫︁

(𝑆2𝑅∖𝑆1/(2𝑅))∩𝐵2𝑅(0)

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|𝛼|6𝑘

𝐷𝛼𝜙𝑅

⃒⃒⃒⃒𝑞/(𝑞−𝑝)

𝜌−𝛼𝑝/(𝑞−𝑝)|𝑥|𝛽𝑝/(𝑞−𝑝)𝜙
−𝑝/(𝑞−𝑝)
𝑅 𝑑𝑥

+ 𝑐2

∫︁ 2𝜏

𝜏

|𝑇 ′𝜏 |𝑞
′
𝑇−𝑝/(𝑞−𝑝)

𝜏 𝑑𝑡

∫︁
(𝑆2𝑅∖𝑆1/(2𝑅))∩𝐵2𝑅(0)

𝜌−𝛼𝑝/(𝑞−𝑝)|𝑥|𝛽𝑝/(𝑞−𝑝)𝜙
−𝑝/(𝑞−𝑝)
𝑅 𝑑𝑥.
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Заметим, что второе слагаемое в левой части неравенства неотрицательно и
𝜙𝑅(𝑥) ≡ 1 во всей области интегрирования. Используя условия (2) и (11), полу-
чим∫︁ 2𝜏

0

𝑇𝜏 𝑑𝑡

∫︁
(𝑆𝑅∖𝑆1/𝑅)∩𝐵𝑅(0)

𝑢𝑞𝜌−𝛾 |𝑥|𝛽 𝑑𝑥 6 𝑐𝑅𝑛+(𝛽−𝛾)/(𝑞−1)𝜏(𝜏−𝑞/(𝑞−1) +𝑅𝑘𝑞/(𝑞−1)).

(12)
Легко видеть, что правая часть (12) достигает минимума при

𝜏 = 𝑐𝑅−𝑘. (13)

Подставляя (13) в (12) и устремляя 𝑅→∞, приходим к противоречию.
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