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ИЗОМСРШЫЕ ПОДАЛГЕБРЫ ВЕРОЯТНОСТНЫХ БУЛЕВЫХ АЛГЕБР 

Под вероятностной булевой алгеброй (в.б.а) понимается пол­
ная булева алгебра с вероятностной мерой (строго положительной и 
вполне аддитивной). Мы придерживаемся далее терминологии и обоз­
начений книги [j] . Нуль и единицу алгебры обозначаем символами 
<Ф,И ; для булевых операций используем знаки V , Л , С . Под­
алгебру 3> в.б.а. X называем правильной-, если она содержит 
грани в X всех своих подмножеств. Под изоморфизмом далее подра­
зумевается биективное отображение, сохраняющее порядок. 

Пусть даны две в.б.а. Л и ЭС к их правильные подалгебры 
Х с Х и ОС с X . Мы говорим, что они изоморфны как под­
алгебры, если существует изоморфизм Ф : Я'—*• %,f , переводящий 
% ' в % . Изоморфизм подалгебр следует отличать от "индивидуаль­
ного" изоморфизма, при котором они рассматриваются как самостоя­
тельные булевы алгебры. Индивидуально изоморфные подалгебры 
имеют одинаковое внутреннее строение, изоморфные же как подалгеб­
ры сверх того одинаково вложены в соответствующие алгебры. 

Символом Лц, обозначается компонента (главный идеал) в.бда. 
% , определяемая неравенством ф ^ Х ^ ** . Если при этом U e X 
(правильной подалгебре), то Х ц ~ аналогичная компонента в % . 
Если трактовать X., как булеву алгебру (с элементом и в роли 
единицы), то Х ц окажется подалгеброй в Х ^ . Если М/С% (V/>H>) 
то можно рассматривать след подалгебры X в компоненте Хц . Так 
называется множество 

|х|. s|x|x= Хл U,, ХеХ } . 
Этот след также есть подалгебра в Хц> но компонентой в Х^не 
является. (За исключением случая, когда tteX , [Х]ц,= Хц, ). 

Говорим, что подалгебра X насыщает элемент Ц, (или компо­
ненту Х а ), е с л и [ Х ] а = Х Ц , • Символ ^(Х,1А) обозначает 
степень ненасыщения - наименьшую мощность множества Д с Х ц . 
такого, что компонента Х ц вполне порождается множеством 
[XjL V А • Таким образом в случае насыщения 6ЧХ, U/) ~ 0 . 
Под разбиением единицы понимается семейство { C t L £ 2 попарно 
дизъюнктивных элементов, такое, что « ь е г & ь = И (Символы £ и 
+ обозначают всегда SU-ptewiU-Wi дизъюнкт элементов). 

С каждой правильной подалгеброй % канонически связаны не­
которые разбиения единицы, играющие основную роль в вопросе об 
изоморфизме. 
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Условимся обозначать через Т(ЗС) вес в.б.а. X - наимень­
шую мощность вполне порождающего подмножества в X • Обозначим 
символом Т(ЗС) множество всех пар вида % = (Ч>, i) , где {,= 0,1 , 
а И» -кардинал, не превосходящий V (.X) . ^ 

ТЕОРЕМА I. Всякой правильной подалгебре % в.б.а. X от­
вечает единственное разбиение единицы 

обладающее следующими свойствами: 
1) если %=(И/,1) и €•£>©, то для каждого Х^Х>0 , 

выполняется 

2) если1/=(И, 0) и ^ > 0 , то ( К S 0 и существует раз­
биение элемента h на Ц насыщенных подалгеброй X попарно 
дизъюнктных элементов \Ц,М«7... , причем для каждого x e X g 
выполняется * 

Семейство в w[_A^XJ мы называем внешним стандартным раз­
биением, соответствующим подалгебре X . Слово "внешнее" напоми­
нает о том, что его элементы, вообще говоря, подалгебре X не 
принадлежат. Это разбиение связано с % канонически в том смыс­
ле, что у изоморфных подалгебр подобные разбиения соответствуют 
друг другу. Обозначим для краткости 

и рассмотрим семейство [ & } . Его члены_ входят в X ; мы можем 
рассмотреть в % правильную подалгебру % с % , вполне по­
рождаемую этим_семейством. Внешнее стандартное разбиение, опре­
деленное для %0 как для подалгебры в X , мы назовем внутрен­
ним стандартным разбиением, соответствующим подалгебре X и 
обозначим 

Для t e T ( X ) \ Т(Х)^ полагаем &+ = 0 . ^ 
Семейство CI/[X,XJ состоит только из элементов X и 

также связано с подалгеброй канонически. 
Удобно объединять оба семейства в одно. Для этой цели вве­

дем новое множество индексов \\{%) , образованное всевозможными 
парами fo=(t,IO , где К= 0,1 , а | е Т ( Х ) • Положим 
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е _ J V если k = (t,o), 
к |_ а1>' если k=ct,4J-

Семейство &[_%,%}= {&ь}\. ц(Х) называем стандартным се­
мейством, соответствующим подалгебре % . Множество 

A* A[x,x]=U|ek>®} 
есть аттестат подалгебры X . Это множество не более чем счетно. 
Введен, наконец, еще одно семейство: 

\ ' < 
W;f{xeX|x»eJ,e^H k>=(t,0b 

iftf [хеХ0 |х»е.] ;если \b-(.\,i) . 

Это семейство и является носителем информации относительно 
подалгебры X > однако, закодирована эта информация недостаточно 
компактно. „, 

Рассмотрим аттестат Д е A [.X̂ Xj и свяжем с ним канторов 
дисконтинуум Хд > состоящий из всевозможных функций на А , 
принимающих значения Q J : 

Его элементы суть семейства 

*-WM • . • 
(Для нас важна конкретная природа множества А > поэтому мы не 
отождествляем различные дисконтинуумы Х д даже, когда они гомео-
морфны). 

Элементам к е А соответствуют в Хд множества 

Эти множества являются независимыми образующими свободной буле­
вой алгебры открыто-замкнутых подмножеств Хд ; обозначим е е й д . 
Соотнесемлкаждому к е А элемент В , ; используя независимость 
множеств It , определим единственный гомоморфизм SI;^)д—*- X 
такой, что л ^ 

Л(к> = \ • 
Зафиксируем по произволу вероятностную меру JJL на X и положим 

МЫ) = ju>Md), <ie5)A . 
Тем самым на алгебре *$) * открыто-замкнутых множеств компакта оп­
ределена мера М , допускающая, как всегда, продолжение до счет­
но-аддитивной борелевской меры. Эту последнюю мы будем также 
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обозначать М ; нас, однако, интересует не она сама, а ее метри­
ческий тип ("тип Хеллингера"), состоящий из всех борелевских мер 
на X» , эквивалентных М (в смысле абсолютной непрерывности). ' 
Этот тип мы обозначаем |vj= M£X.,Xj И называем метрическим ти­
пом подалгебры X • В свойствах этого типа закодирована вся инфор­
мация о "внешних" и о "внутренних" свойствах подалгебры. Верна 
следующая классификационная теорема. . 

ТЕОРЕМА 2. Для того, чтобы подалгебры X <= X и Х- с X были 
изоморфны как подалгебры, необходимо и достаточно, чтобы они 
имели один и тот же аттестат и один и тот же метрический тип: 

Мх',%'1 - Ш",х"], 
м[вд=мгхуа. . ., „у 

Применяя эту теорему к случаю, когда подалгебры X и X тривиаль­
ны (состоят из нуля и единицы), получим в качестве частного слу­
чая известную классификационную теорему Магарам-Колмогорова ([i], 
стр.273). Однако необходимо заметить, что теорема Магарам-Колмо­
горова существенно используется при доказательстве теоремы 2. 

Согласно теореме 2, метрический тип - основной инвариант, 
с помощью которого классифицируются подалгебры,!.-Во многих важных 
случаях можно обходиться более простыми инвариантами. Таким ин­
вариантом может оказаться аттестат подалгебры. 

Приведенные выше теоремы дают условия алгебраического изо­
морфизма; сохранение меры не требовалось. Сама вероятностная ме­
ра U, существенной роли не играла, важно лишь ее существование. 
(Напомним, что на вероятностной булевой алгебре все меры эквива­
лентны. ) По существу наши рассмотрения относились к категории н 
нормируемых (а не "нормированных") булевых алгебр. В теореме I 
на самом деле важна даже и не нормируемость, а только счетность 
типа. 

Параллельно только что рассмотренной существует проблема 
метрического изоморфизма подалгебр, в которой речь идет об изо­
морфизмах, сохраняющих меру. Мы не рассматриваем здесь этой за­
дачи. Для сепарабельной в.б.а. полное исследование было проведе­
но В.А.Рохлиным на языке теории пространств Лебега-Рохлина ([2]). 
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