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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ТИХОНОВА ДЛЯ АВТОМАТИЧЕСКОЙ
СТАБИЛИЗАЦИИ УПРАВЛЯЕМОГО ДВИЖЕНИЯ

В.В. Александров, С.С. Лемак, В.Ф. Герреро-Санчес

Рассмотрим управляемую динамическую систему, математическая модель которой имеет следующий
безразмерный вид:

μ
dz

dt
= ϕ(z, y, u1), z(t0) = a ∈ Rm, u1(·) ∈ U1, (1)

dy

dt
= f(z, y, u2), y(t0) = b ∈ Rn, u2(·) ∈ U2, (2)

0 <μ ≡ const � 1, t ∈ [t0, t1].

Традиционный подход к выбору управлений u1, u2 заключается в определении программного управля-
емого движения с помощью управления u2(t) при u1 ≡ 0, а затем формирования стабилизирующего
управления u1 = u1(y, z, t).

В данной статье предлагается другой подход, использующий теорему А.Н. Тихонова [1] для сингу-
лярно возмущенных систем.

1. Вначале сделаем переход к быстрому времени τ = t
μ и рассмотрим подсистему (1) при фиксиро-

ванных y1, . . . , yn:
dz

dτ
= ϕ(z, y, u1).

Предположим, что стабилизирующее управление выбрано в виде стратегии u1 = u01(y)+Δu1, где u01(y) —
основное управление — определено таким образом, что уравнение

ϕ(z, y, u01(y)) = 0 (3)

имеет единственный (изолированный) корень z0 = ϕ−1(y, u01(y)).
По поводу дополнительного управления Δu1 будем считать, что имеется полная информация о пе-

ременных z1, . . . , zm, и, таким образом, возможно формирование отрицательной обратной связи Δu1 =
Δu1(Δz), где Δz = z − z0. Выберем параметры этой обратной связи из условий асимптотической устой-
чивости решения z0. Предположим также, что начальные условия z(t0) = a ∈ Rm принадлежат области
притяжения аттрактора z0 и выполнены соответствующие условия аналитичности из теоремы А.Н. Ти-
хонова.
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В результате имеем корректный переход к вырожденной (упрощенной) математической модели⎧⎨⎩ 0 = ϕ(z̃, ỹ, u01(ỹ) + Δu1(Δ̃z)),

dỹ

dt
= f(z̃, ỹ, u2(t)), t ∈ [t0, t̃1],

(4)

где Δu1 = 0. В рамках модели (4) выбираем программное управление ũ2(t) (не нарушая условия анали-
тичности) с целью определения программного движения ỹ(t) с начальными условиями ỹ(t0) = b.

Следовательно, в реальности для модели (1), (2) имеются программное управление ũ2(t) и стабили-
зирующее управление u01 = u01(y) + Δu1(z − z0), которые построены с помощью теоремы Тихонова.

2. Для формирования дополнительного стабилизирующего управления Δu1 можно использовать ме-
тодику оптимальной стабилизации по критерию

J =

τ1∫
τ0

(Δz�GΔz + u21)dτ → min
Δu1

(5)

при G = G� > 0. Тогда Δu01 = −B�LΔz, где L — решение дифференциального матричного уравнения
Риккати

dL
dτ

= LBB�L − (LA+A�L)−G, L(τ1) = 0 (6)

при A =
∂ϕ(z0(y), y, u01(y))

∂y
, B =

∂ϕ(z0(y), y, u01(y))

∂u1
.

В этом случае быстрое время τ приобретает смысл компьютерного времени. При μ → 0 можно
рассмотреть возможность предварительного выбора постоянных коэффициентов обратной связи, когда
L → L0, где L0 > 0 — положительно определенная матрица, являющаяся решением алгебраического
матричного уравнения Риккати

L0BB
�L0 − (L0A+A�L0)−G = 0 (7)

(при выполнении условия det(B,AB, . . . , Am−1B) �= 0 при любом значении параметра y).
3. В случае отсутствия полной информации о координатах z1, . . . , zm, но при наличии полной наблю-

даемости по имеющимся измерениям ξ = (ξ1, . . . , ξl)
� (l < m):

ξ = HΔz, rank

⎛⎜⎜⎝
H
HA
. . .

HAm−1

⎞⎟⎟⎠ = m (8)

возможно расширение математической модели (1),(2) за счет алгоритма оценивания: управление Δu1
формируется в виде Δu1 = −B�L0Δ̂z, где оценки Δ̂z находятся из условия

dΔ̂z

dτ
= AΔ̂z +BΔu1 +K(ξ −HΔ̂z), Δ̂z(t0) = 0. (9)

Здесь K — матрица усиления фильтра (оценивателя) размерности (m× l).
При выполнении условия (8) существуют параметры оценивателя kij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , l, при

которых процесс оценивания асимптотически устойчив, что позволяет использовать методику Тихонова
для расширенной системы.

Следует отметить, что в этом случае переменная τ также играет роль “компьютерного” времени и
упрощенная модель имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dỹ

dt
= f(z̃, ỹ, u2(t)), ỹ(t0) = b,

0 = ϕ(z̃, ỹ, u01(ỹ) + Δu1(Δ̂z)),

0 = A(ỹ)Δ̂z +B(ỹ)Δu1 +K(ξ −HΔ̂z),

Δu1 = −B�L0Δ̂z,

ξ = H(z̃ − z0).
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Так как для линейной системы (9) нуль является единственной особой точкой, то принадлежность
начальных условий Δ̂z(t0) = 0 области притяжения аттрактора (z = z0, Δz = 0) очевидна.

4. Поясним данный подход на примере решения задачи автоматической стабилизации планирования
летательного аппарата (ЛА), имеющего плоскость симметрии.

Рассмотрим уравнения полета ЛА в вертикальной плоскости [2]:

mV̇ = −Mg sin θ − 1

2
�V 2c0x,

MV θ̇ = −Mg cos θ +
1

2
�V 2cαyα,

ϕ̇ = Ω,

IzΩ̇ = −1

2
�V 2Sb(mα

zα+mδ
zδ),

(10)

где V — скорость ЛА; Ω — угловая скорость поворота корпуса ЛА ( d
dT = ·); ϕ — угол тангажа, θ —

траекторный угол; α = ϕ− θ — угол атаки; δ — угол отклонения руля высоты.
Параметры ЛА — M (масса), Jz (момент инерции корпуса), S (площадь поперечного сечения), c0x,

cαy , mα
z , mδ

z (аэродинамические коэффициенты), b (хорда крыла) — таковы, что выполняются следующие
равенства:

1

2
�V 2

∗ S =Mg, Izϕ̈+
1

2
�V 2

∗ Sbm
α
zϕ = 0,

которые имеют четкий физический смысл [3] для характерной скорости планирования V∗.
Воспользуемся линейным невырожденным преобразованием для обезразмеривания и нормализации

модели (10):

T = tT∗, V = V∗v, Ω = Ω∗ω, где V∗ = 300 м/c, T∗ =
V∗
g

≈ 30 c,

Ω∗ =
1

T1
, T 2

1 =
2Iz

�V 2∗ Sb
≈ 1, T1 � T∗, μ =

T1
T∗

� 1.

Тогда система уравнений (1), (2) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dv

dt
= − sin θ − c0xv

2,

dθ

dt
= −cos θ

v
+ cαyαv,

μ
dω

dt
= −(mα

zα+mδ
zδ)v

2,

μ
dϕ

dt
= ω,

v(t0) = b1 (b1 ≈ 1),

θ(t0) = b2 (b1 ≈ 0),

ω(t0) = a1,

ϕ(t0) = a2,

(11)

где μ� 1, u2 ≡ 0, u1 = δ.
В соответствии с предлагаемым подходом

z0 = (ω0 ≡ 0, ϕ ≡ ϕ∗), δ = δ0 +Δδ, δ0 =
mα
z

mδ
z

(θ − ϕ∗),

где ϕ∗ — решение уравнения (3).
Самый простой алгоритм синтеза Δδ = kω (при k > 0) позволяет утверждать, что решение z0

асимптотически устойчиво и любые начальные условия a1, a2 принадлежат области притяжения этого
аттрактора. Упрощенная модель (μ = 0) имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

dṽ

dt
= − sin θ̃ − c0xṽ

2, ṽ(t0) = v0,

dθ̃

dt
= −cos θ̃

ṽ
+ cαy (ϕ̃− θ̃)ṽ, θ̃(t0) = θ0,

ω̃ = 0, ϕ̃ = ϕ∗ = const .

(12)
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Чтобы реализовать режим планирования θ̃ ≡ θ∗ < 0 и ṽ ≡ v(t0) = v0, решим балансировочные уравнения,
вытекающие из (12):

θ∗ = −arcsin (v20c0x) < 0,

ϕ∗ = θ∗ +
cos θ∗
cαy v

2
0

= −arcsin (v20c0x) +
√

1− (v20c
0
x)

2

cαy v
2
0

.

Для анализа асимптотической устойчивости режима планирования в соответствии с теоремой Ляпу-
нова об устойчивости по первому приближению выпишем соответствующие неравенства Гурвица:(

2c0xv0 −
sin θ∗
v0

+ cαy v0

)
> 0, cos θ∗

(
cos θ∗
v20

+ cαyα∗
)
> 0,

из которых видно, что планирование в рамках упрощенной модели асимптотически устойчиво.
Полученный алгоритм автоматической стабилизации

δ = δ0 +Δδ, где δ0 =
mα
z

mδ
z

(
θ + arcsin (v20c

0
x)−

√
1− (v20c

0
x)

2

cαy v
2
0

)
, Δδ = kω, (13)

подставим в исходную модель (11) и убедимся в нормальном функционировании этой модели с простей-
шим алгоритмом стабилизирующего управления при θ = θ∗ в (13); c0x = 0,3; cαy = 8; mα

z = 1,85; mδ
z = 1,6;

k = 2. На рис. 1, а и б представлено поведение соответственно траекторного угла θ и угла тангажа ϕ в
зависимости от безразмерного времени. Следует отметить, что простота алгоритма заключается в мини-
мальном использовании измерительных устройств. В данном случае необходим только датчик угловой
скорости ЛА.

Рис. 1. Процесс стабилизации режима планирования при управлении Δδ = δ0 + 2 ∗ ω

Рис. 2. Процесс планирования ЛА при субоптимальном законе стабилизации

В случае субоптимального алгоритма автоматической стабилизации и наличия измерений v(t), θ(t),
ϕ(t), ω(t) коэффициенты обратной связи для быстрых переменных Δδ = k1(ϕ − ϕ0) + k2ω находятся из
решения задачи (5)–(7) при G = ( 1 0

0 1 ) и при тех же характеристиках ЛА имеют вид
(
k1
k2

)
= mδ

zv
2
(

0,2328
0,7566

)
.

Субоптимальный алгоритм дает лучший вариант стабилизации планирования (см. рис. 2, а и б, где по-
казано соответствующее поведение траекторного угла θ и тангажа ЛА). Здесь следует отметить, что
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полностью реализуется методика А.Н. Тихонова, так как δ0 зависит от θ(t) и Δδ зависит от v(t). В связи
с этим управление усложняется — необходимо добавить измерения траекторного угла и скорости.

Таким образом, новый подход, заключающийся в применении теоремы А.Н. Тихонова, позволяет
формировать программное движение и алгоритм автоматической стабилизации этого движения, исполь-
зуя упрощенную модель и “быструю” подсистему. Другие подходы к управлению сингулярно возмущенной
системой изложены в работе [4].

Работа поддержана РФФИ (гранты № 04–01–00379 и 05–08–50148).
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