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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ АВТОМАТЫ 
Р. Г. Бухараев 

ВВЕДЕНИЕ 

Статья содержит обзор основных результатов по теории 
абстрактных вероятностных автоматов, содержащихся в рабо­
тах, опубликованных с 1963 по 1974 год. В настоящее время 
можно констатировать, что интерес к исследованиям в области 
традиционной теории вероятностных автоматов уменьшился. Это 
объясняется, по-видимому, тем, что многие важные разделы 
теории практически построены, а дальнейшее продвижение вы­
зывает существенные затруднения. С другой стороны, установ­
ление факта, что вероятностный автомат в некоторых важных 
аспектах эквивалентен общему линейному автомату, вызвало 
смещение интересов в сторону последних. Возникли новые тен­
денции. Одна из них состоит в появлении разнообразных обоб­
щений понятия вероятностного автомата,и связанных с ними 
классификаций математических объектов и представимых ими 
языков, вторая, более содержательная и перспективная тенден­
ция, СОСТОИТ в возрастании интереса,к сравнительным оценкам 
сложности вероятностных и детерминированных алгоритмов-

Возрастает количество работ, посвященных приложениям 
теории вероятностных автоматов — к моделированию,поведения 
в случайных средах, к задачам группового поведения, пробле­
мам обучения и т. д. Прикладные аспекты вероятностных авто­
матов в обзоре не затрагиваются. Но мы касаемся в определен­
ной степени теории линейных автоматов, теории вероятностных 
грамматик и алгоритмов. 

По вероятностным автоматам изданы книги Р. Г. Бухараева 
[26], А: А. Лоренца [102], Д. А. Поспелова.[138]; Паза [321], 
Бёлинг.а, Гейнса, Гисберга [207]. Книга Лоренца написана с 
позиций конструктивного направления в' математике. Излагается 
небольшой раздел конструктивной теории вероятностей и мно­
жеств, исследуются проблемы стабильности (см. §2) и экономии 
состояний вероятностных автоматов, а также вопросы структур­
ного синтеза, Книга Д. А. Поспелова •тяготеет «.инженерной 
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точке зрения и, в основном, посвящена структурной теории и 
вопросам синтеза. Книга Паза представляет собой род учебни­
ка и содержит большое количество примеров и упражнений. 
Много внимания в ней уделено свойствам стохастических мат­
риц и проблеме стабильности вероятностных автоматов. Книга 
Бёлинга и др. представляет собой обработку лекций по стоха­
стическим автоматам, читавшихся авторами в университете в 
Бонне, и затрагивает все классические аспекты теории (3-я часть 
4-х семестрового курса, первые две части которого уже изданы). 
Монография Р. Г. Бухараева относится к абстрактной теории 
вероятностных автоматов и в основном посвящена вопросам 
представимости многотактных каналов и языков в конечных 
вероятностных автоматах, эквивалентности и гомоморфизму ве­
роятностных автоматов. В ней изучается, в частности, строение 
кортежей характеристических чисел стохастических матриц и 
результаты применяются к исследованию свойств вероятностных 
автоматов определенного вида. Развитием идей книги A. А. Ло­
ренца [102] в части решения задачи синтеза устойчивых генера­
торов случайных кодов является книга [104]. Из других обоб­
щающих материалов можно отметить сборники [42, 159], а так­
же книгу Штарке [373], содержащую главу, посвященную си­
стематическому изложению основных теорем теории вероятност­
ных автоматов. См. также [308]. Из обзорных статей по теории 
вероятностных автоматов и ее приложениям следует указать 
работы [22, 30, 31, 131, 207, 215, 257, 294]. 

§ 1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ВЕРОЯТНОСТНОГО 
АВТОМАТА И ЕЕ ОБОБЩЕНИЯ 

Вероятностный автомат (с конечным числом СОСТОЯНИЙ п) 
по Карлайлу [212] представляет собой конечную систему 
лХ/г-матриц с неотрицательными элементами (М(у/х), 
-vG-S, yG.9 > , зависящую от двух параметров, где 3G —множество 
входных символов, a J)—-множество выходных символов 
автомата, причем выполнено условие, что все матрицы А(х) = 
= 2jM(y/x) являются стохастическими. Рабий [332J система-

тически изучал конечный вероятностный автомат без выхода, 
в общем виде представляющий собой конечную систему 
стохастических лХя-матриц. (А(х), х& > . Начальное 
состояние автомата задается либо непосредственно, либо 
в виде распределения вероятностей начальных состояний, 
что равносильно заданию начального стохастического вектора 
состояний \>.(е) (е — пустое слово). Тогда функционирование 
вероятностного автомата состоит в генерировании счетного 
80 



векторного множества 
LM = {^{g/p), peF£, <76F2> l - P l - M } 

в первом случае и аналогичного множества LA = {,-<(/->)• PGF.--} 
во втором случае. Здесь \i.(q/p) = \x(e)M(q/p) и i-i(p)-=(*(е) A(p)> 
•a M(q/p) = M{yl/Xi)-M(y2/x2) ... M{yslxs), если/? = x b x 2 • •• .к.* 
и q = y\t)i • • -ys (аналогично A(p)). Важнейшими задачами тео­
рии^ являются характеризация словарных функций хдГ

(е) {Я/Р\ = 
= \ъ(е) M(q/p)e (в —вектор-столбец из единиц) и 

$е)Гя1,(р)=~1{е)А{р)Кг 
{nF — решающий вектор-столбец с единицами на местах с ин­
дексами из множества F, остальные координаты — нули), кото­
рые содержательно означают, соответственно, вероятность реак­
ции автомата выходным словом q на входное слово р и вероят­
ность оказаться состоянию автомата во множестве F после 
реакции на входное слово р. 

Частные типы вероятностного автомата — автомат со случай­
ными реакциями и марковский автомат рассматривал 
Ю. A. Шрейдер [189]. Вероятностные автоматы типа Мили и 
типа Мура были введены и изучались независимо Р. Г. Буха-
раевым [17] и Штарке [367]. Возможности различных типов 
вероятностных автоматов изучал Саломаа [344, 345], в частно­
сти, он ввел в рассмотрение и исследовал возможности по 
представимости языков р-адических автоматов [343]. Среди дру­
гих работ, содержащих различные определения математической 
модели вероятностного автомата можно упомянуть [61, ИЗ, 
135, 234, 235, 258, 261, 263, 350, 365]. В. И. Левин рассматривал 
миогосвязные вероятностные автоматы [93]. Кнаст [272] н 
Фейхтиигер [239] изучали вероятностный автомат с непрерыв­
ным временем функционирования. Штарке и Гиле ввели в рас­
смотрение и детально изучали асинхронные вероятностные ав­
томаты [375, 377, 378]. Различные обобщения модели вероят­
ностного автомата рассматриваются также в работах [119, 171, 
202, 228, 248, 315, 364, 393, 399]. Последующее интенсивное 
развитие получила теория общих линейных автоматов, которые 
представляют также обобщение вероятностных автоматов. Об­
щим линейным автоматом называется конечная система n x n -
матриц <М(х), х&3&>, дополненная начальным вектором-стро­
кой Х(е). Как матрицы М(х), так и вектор-строка Х(е) имеют 
произвольные вещественные компоненты. Решающий вектор-
столбец f также имеет произвольные вещественные компоненты. 
Функционирование его формально определяется аналогично 
функционированию вероятностного автомата Рабина. Их ввел 
в рассмотрение П. Туракайнен [393, 398]. (см. детальнее в §2) . 
С начала 70-х годов появились различные «неавтоматные» обоб-
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щеиия вероятностных автоматов. Переходный характер носят 
модели вероятностного автомата над деревьями, введенного Ма-
гидором и Мораном [291], а также позднее Эллисом [231],. 
модель вероятностного автомата с магазинной памятью, рас­
смотренная Комия Нориаки [275], и двусторонние вероятност­
ные автоматы, предложенные Ю. И. Куклиным [80]. Последние 
являются естественными обобщениями соответствующих детер­
минированных аналогов. 

Вероятностный автомат «ад деревьями определяется следую­
щим образом. Пары (V, .S) —конечные дихотомические деревья 
Е, взвешенные функцией V: Е---2, определяют вход автомата. 
Перемещение автомата вдоль дерева (например, «вверх») опре­
деляется посредством функции r:E->-S и вероятностной меры 
M(r(x), a, r(x0), r(xl)){to}[0, l ] , 2 M(r, a, ru ra) = l, a.6S, x~ 

•"и Гц 

путь в дереве. Автомат принимает дерево, если суммарная ве­
роятность пройти дерево и оказаться в множестве отмеченных 
состояний FczS больше константы X. 

Первое определение вероятностной машины встречается в ра­
боте К- Леу, М. Э. Мур, К. Э. Шеннон, Н. Шапиро [95], еще в 
1955 году. Определение вероятностной машины Тьюринга дал 
Сантос [347], Фу и Т. Д. Ли [244], Саломаа [346] и позднее 
Саитос [352] и Кнаст [274] ввели определения и систематически 
изучали вероятностные грамматики. Следует заметить, что как 
определения, так и результаты упомянутых работ по вероят­
ностным грамматикам являются естественными и ожидаемыми 
обобщениями своих детерминированных аналогом (см. § 6). 
В заключение этого параграфа укажем на работы Б. А. Трах-
теиброта [160], В. И. Агафонова и Я. М. Барздиня [2, 11], 
Дж. Гилла [256], в которых различные модификации вероятно­
стных машин Тьюринга используются для оценки сложности. 
вычислений на вероятностных машинах. 

§ 2. ПРЕДСТАВИМОСТЬ ЯЗЫКОВ И СЛОВАРНЫХ ФУНКЦИЙ 
В КОНЕЧНЫХ ВЕРОЯТНОСТНЫХ АВТОМАТАХ 

Язык S представим в конечном вероятностном автомате 
Рабина А множеством состояний F (решающим вектором tiF\ 
начальным вектором состояний у.(е) и константой А, 0 < Х < 1 , . 
если выполнено условие 

Язык S представим в конечном вероятностном автомате Ми­
ли М выходной буквой у, начальным вектором состояний [•-(е).' 
и константой A,, 0<?b{le}l, если выполнено условие 

(рх){px6E3e-*"!-"•»М(У/х) е>•• — PGS}. 
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С точностью до представимости пустого слова в языке эти оп­
ределения эквивалентны [31]. Рабин показал [332], что класс 
языков, представнмых в конечных вероятностных автоматах 
(стохастических языков) шире класса регулярных языков. Имен­
но он доказал, что множество стохастических языков имеет 
мощность континуума. 

Доказательство Рабина имеет характер теоремы существо­
вания и не дает конструктивного примера нерегулярного стоха­
стического языка. Такой пример был построен П. Туракайненом 
для языков в однобуквенном алфавите [390] (см. также [271, 
342]). Саломаа [342] показал, что мощность континуума имеет 
даже класс однобуквениых стохастических языков. Первый 
пример, языка, непредставимого в конечном вероятностном авто­
мате, построил Р. Г. Бухараев [18]. Он же предложил некото­
рые критерии стохастпчности языков [18]. В работах [7, 87, 
300, 330] был построен целый ряд примеров нестохастических 
языков. В [7] построена общая методика конструирования не­
стохастических языков, охватывающая большинство из извест­
ных примеров. Принципиально другой подход к конструирова­
нию нестохастических языков применил Я. К. Лашшьш [87]. 
В [31] 'построено континуальное семейство нестохастических 
языков. 

Возник вопрос о существовании алгебр над множеством сто­
хастических языков, в частности о замкнутости класса стохасти­
ческих языков относительно теоретико-множественных операций. 
Получены следующие результаты. Класс стохастических языков 
замкнут относительно пересечения и объединения с регулярным 
языком [32], но в общем случае незамкнут относительно этих 
операций [87]. То же относится и к операции конкатенации 
языков, даже по отношению к паре — стохастический и регу­
лярный язык [300]. Из других свойств класса стохастических 
языков известно, что он замкнут относительно операции обра­
щения языков [396], однако незамкнут относительно конкатена­
ции и гомоморфизма [395, 400]. 

Имеет смысл здесь же сопоставить аналогичные результаты 
для стохастических словарных функций. Понимание словарной 
функции у-. Eg-H+0,1] как нечеткого языка (fuzzy) ввел 
Заде [412]. Назу и Хонда выявили ряд интересных свойств 
замкнутости класса стохастических словарных функций (веро­
ятностное событие по Назу и Хонда) [299]. Числовая словар­
ная функция х (р) называется стохастической, если найдется 
конечный вероятностный автомат, начальный вектор _состояний 

1-ц. (е) и решающий вектор UF такие, что хО5) — Хл(е)' "F (р), 

Например, класс стохастических словарных функций замкнут 
относительно операции дополнения, определяемой как 
X(p) = 1 — l(p), операции произведения, операции взятия сто-
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хастич'еской линейной комбинации x{p) = ^ai^i (p)> a i>0> 
и 

_^а — 1, операции обращения аргумента. Назу и Хонда выде-
i—l 
лили ряд классов стохастических словарных функций, замкну­
тых относительно операций объединения, пересечения и допол­
нения. 

Следует заметить, что накладываемое условие стохастич-
ности словарных функций оказывается весьма ограничительным 
при конструировании алгебр таких функций. В то же время для 
словарных функций, представимых в общих линейных автома­
тах [398], этот вопрос решается естественным образом. Доказа­
но, что класс словарных функций, представимых в конечномер­
ных линейных автоматах, образует алгебру, аналогичную алгеб­
ре КЛИНИ регулярных языков, относительно системы операций: 

1. Умножение на константу: (а/)(р) = а/{р). 
2. Сложение: (/ + g) (p) ==/(/>) + £ ( p ) . 
3. Умножение: (f.g)(p)= 2 f(Pi)g(P*)-

4. Итерация: если /(е) = 0, то / * —1 + / + / - + • • • и эле­
ментарных функций 

/o-(mpeF£^/o(p)=-o}, 

/1 :(P){PeF3G-/i(/ ?) = 1>' 

П, если р — х, 
А-:/;(/>)== ( 0 ) е с л и / - фХг *е*. 

Замыкание множества элементарных функций относительно 
операций 1-4 и образует семейство всех функций, представимых 
в конечномерных линейных автоматах (Шютценберже, см. в 
[126]). В то же время между этими двумя классами имеется 
простая связь. Пусть f(p) представлен в некотором п-мерном 
линейном автомате. Тогда существует вероятностный автомат с 
п + 5 состояниями такой, что 

xG0) = aip./..>) + {to}---, peFL, 
где a — некоторое положительное число, а | p | —длина слова р. 
Эта теорема, доказанная Ю. А. Альпиным [31], является моди­
фикацией результата П. Туракайнена, который доказал, что 
класс стохастических языков совпадает с классами языков, 
представимых в конечномерных общих линейных автоматах 
[398]. Представимость языков в общих линейных автоматах 
определяется аналогично с тем, как это делается для вероят-
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постных автоматов, с той разницей, что точка сечения г\ может 
быть произвольным вещественным числом. 

Об отношении класса стохастических языков к некоторым 
другим известным классам языков известно следующее. Пример 
Р. Г. Бухараева нестохастического языка является примитивно-
рекурсивным языком [21, 31]. С другой стороны, Рабин постро­
ил вероятностный автомат [332], который представляет как об-
щерекурсивные, так и необщерекурсивные языки в зависимости 
от вычислимости и невычислимости константы % [31]. Имеется 
пример нестохастического контекстно-свободного языка и в то 
же время пример стохастического'контекстно-независимого язы­
ка [330]. A. А. Лоренц построил пример конечного вероятност­
ного автомата и точки сечения % таких, что представимый в 
этом автомате язык не является эффективно перечислимым 
[101]. Фу и Ли показали, что если определить представимость 
языков условием p&S~%(p) >cp(p), где ср(р)—произвольная 
словарная функция со значениями в (0, 1), то класс языков, 
представимых в конечных вероятностных автоматах, в этом 
смысле совпадает с классом стохастических языков [244]. Эти 
же авторы рассмотрели представимость языков, основанный на 
принципе максимального правдоподобия. Слово р МЯ-предста-
ВИМО в вероятностном автомате М тогда и только тогда, если 
состояние а такое, что X>fa(p) — maxZAi'u принадлежит/7. Дока-

зано, что класс ЛШ-представимых языков занимает промежу­
точное положение между классами регулярных и стохастических 
языков. Изучались условия, 'при которых конечный вероятност­
ный автомат представляет регулярный язык. Проблему поставил 
Рабин (332) и он же доказал следующую теорему редукции. 
Точка сечения А,, 0<Х<1, называется изолированной для данно­
го вероятностного автомата А, если найдется положительная 
константа б, 5>0, такая, что для любого слова р, 
P£F% выполнено условие |x(p) — Ц > 3 - Если конечный вероят­
ностный автомат с п. состояниями А представляет язык S с 
изолированной точкой сечения X, то этот язык регулярен, при­
чем число состояний I минимального детерминированного авто­
мата, представляющего этот язык, удовлетворяет неравенству 

/ 1 \n-i 

Этот результат вызвал попытки описать необходимые и до­
статочные условия представимости конечным вероятностным ав­
томатом регулярных языков. Геометрическая интерпретация не­
обходимого и достаточного условия регулярности стохастическо­
го языка получена в [26]. Там же формулируется достаточное 
условие изолированности точки сечения для регулярных (естест­
венное обобщение регулярных цепей MapKOBa) вероятностных 
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автоматов. Недавно Бертони [203] доказал, что не существует 
алгоритма, позволяющего для произвольного рационального за­
данного вероятностного автомата и произвольной рациональной 
точки сечения определить, является ли она изолированной. Усло­
виям всюду плотности в 0,1 множества {%(p), p<=F95} посвяще­
ны работы [134, 285]. 

Обобщение теоремы редукции Рабина на детерминирован­
ные автоматы со счетным числом состояний получено в [32]. 
Значение этого результата заключается в тополого-метрическом 
истолковании условий теоремы редукции, благодаря чему воз­
никают возможности ее широких обобщений. 

Паз доказал, ЧТО если множество переходных матриц ини­
циального вероятностного автомата Мили {.M(<7(p), |р| = 1</|} 
конечно, то такой автомат представляет выходной буквой регу­
лярный язык [325]. 

Штарке и Туракайнеиом изучались нестандартные формы 
представимости языков в конечных вероятностных автоматах с 
заменой знака > в условии {peS~%(p) >X} на знаки ^ , < , 
< , •= [368, 397]. Обозначим соответствующие классы языков 
через L ( > ) , L ( ^ ) и т. д., а также через L r i lt(>) и т. д. соот­
ветствующие классы языков, иредставнмых в конечных вероят­
ностных автоматах с рационально заданными элементами пере­
ходных матриц, векторов и точкой сечения. Доказаны собствен­
ные включения: 
{Класс регулярных языков}czLmt(=)<=L{>). Далее, 

L , . a t ( > ) — L r i l t ( > ) = L r n t ( < ) = L r n 1 ( < ) . 

Неизвестно, верны ли эти соотношения в общем случае, 
Подклассом класса стохастических языков являются дефи­

нитные языки. Язык 5 называется дефинитным, если для неко­
торого целого числа /г принадлежность слова р, \p\^k, языку 
5 определяется тем, принадлежит или нет этому языку слово р', 
где р — рр' и \p'\=k. Рабий показал, что вероятностные автома­
ты со строго положительными элементами переходных матриц 
(актуальные автоматы) с изолированной точкой сочетания пред­
ставляют дефинитные языки [332]. Ряд работ был посвящен 
обобщению и уточнению условий дефицитности стохастического 
языка (45, 78, 97, 123, 321, 322, 381]. Некоторые другие частные 
подклассы стохастических языков рассматривались Саломаа 
[344, 343], Штарке [367], Р. Г. Бухараевым [26]. В связи с 
определением дефинитных языков и актуальных автоматов, 
Рабином [332] была сформулирована проблема устойчивости 
вероятностных автоматов, получившая развитие в ряде исследо­
ваний. Пусть А— актуальный автомат и Я — изолированная точ­
ка сечения. Существует е, е>0, такое, что для каждого автомата 
А' с переходными вероятностями, отличающимися от переход­
ных вероятностей автомата A менее чем на е, X — есть изолиро­
ванная точка сечения, и автомат А' представляет с этим X тот 
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же язык, что и автомат A. В дальнейшем проблемой устойчи­
вости занимались Б. С. Кочкарев и Риттер. Б. С. Кочкарев ввел 
понятие частичной устойчивости вероятностного автомата отно­
сительно языка, по отношению ж которому точка X остается 
изолированной точкой сечения, и доказал соответствующее обоб­
щение теоремы устойчивости [77, 75]. 

При доказательстве обнаруживается интересный факт: если 
А — вероятностный автомат и R — язык такой, что все матрицы 
A(p), рб-R, являются регулярными стохастическими матрицами, 
то язык R регулярен. На этой основе можно строить классы ре­
гулярных языков, относительно которых устойчив данный ве­
роятностный автомат. Риттер вводит размерность сильной 
устойчивости вероятностного автомата как максимальное число 
.линейно независимых устойчивых возмущений, где устойчивое 
возмущение есть вектор g с нулевой суммой координат, добавле­
ние которого к некоторой строке одной из переходных матриц 
автомата дает вероятностный автомат, эквивалентный исход­
ному. Доказано, что для вероятностного автомата без недости­
жимых состояний размерность сильной устойчивости ие меньше 
числа избыточных состояний автомата. Для минимального ве­
роятностного автомата с п состояниями ( п ^ 5 ) верхняя оценка 
размерности сильной устойчивости равна п—4 и она иеулучшае-
ма [339, 338]. По проблеме устойчивости вероятностных авто­
матов см. также [99, 105, 127, 240]. 

Пазом [326] была поставлена проблема: какого рода детер­
минированные устройства менее мощные, чем машины Тьюринга, 
•способны отделить любую пару языков, отделимую конечным 
вероятностным автоматом с вычислительными параметрами. 
В частности, достаточно ли для этой цели автоматов с магазин­
ной памятью? Косараю дал отрицательный ответ на последний 
вопрос [276]. 

Вернемся к критериям представимости языков и словарных 
функций в конечных вероятностных автоматах. Поскольку класс 
стохастических языков является множеством континуальной 
мощности, критерий этот должен содержать континуальный про­
извол. Приведем некоторые формы критерия, полученные в [18, 
:21] и [31]. Пусть S — некоторый язык, q— проекция S,, этого 
языка определяется условием (р) {pUF^-^-qpCtS^ pdS,j}. Тогда 
для того, чтобы язык S был стохастическим, необходимо и до­
статочно, чтобы были стохастическими все его (^-проекции для 
всех слов q определенной длины (например, все х-проекции, 
лея?) [25]. 

Если допустить, что функция отметок вероятностного авто­
мата принимает не только значения 0 и 1, но произвольные ве­
щественные значения, то представимые такими автоматами 
стохастические словарные функции можно охарактеризовать 
•следующим образом. Пусть Е — пространство всех веществеино-
значных словарных функций с естественно определенными опе-
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рациями сложения и умножения на число- Определим в Е ли­
нейные р сдвиги условием f-+fp, где /р —такая функция, что 
('?)/»(?) =/(Р-7). Обозначим через E/{le}E пространство, натяну­

тое на множество {/р, pdF$}. Для того, чтобы f была предста-
вима конечным вероятностным автоматом, необходимо и доста­
точно, чтобы в Ef существовал многогранник, вершины которого. 
при р сдвигах переходят внутрь многогранника. 

Следующий результат также в определенной степени харак­
теризует стохастические словарные функции, (Нормализован­
ным) вероятностным языком над множеством Т терминальных 
символов называется система L—(L, fj,), где L — язык над Т,. 
a \L—(вероятностная) мера на множестве L. Эллис [231] дока­
зал, что каждый полный (т. е. 

(-7) 076Q) -> Яй №Т)&М (q, b)^Q)}) 
автомат, допускающий деревья (ем. стр. 84), допускает норма­
лизованный вероятностный язык. 

Рабин обратил внимание на то обстоятельство, что потен­
циально более широкие возможности конечных вероятностных 
автоматов по представимости языков по сравнению с детерми­
нированными автоматами не могут быть практически использо­
ваны [332]. Тем не менее, вероятностное распознавание регуляр­
ных языков может быть более экономным по числу требуемых 
состояний автомата, чем детерминированная. Рабий доказал,, 
что существует вероятностный автомат ровно с двумя состояния­
ми и последовательность %п, 1{le}n<oo, изолированных точек 
сечения такая, что для каждого п детерминированный автомат 
Вп с наименьшим числом состояний, представляющий стохасти­
ческий регулярный язык Sn, имеет, по крайней мере, п состояний. 
Проблеме экономии состояний при вероятностном представле­
нии регулярных языков посвящены также работы [45, 100]. . 

§ 3. АВТОМАТНЫЕ СВОЙСТВА МИОГОТАКТНЫХ КАНАЛОВ 

Вероятностный автомат М ассоциирует многотактный 
канал { Ъ, fp, ту,̂ '///') > . В этой связи возникает вопрос о строе­
нии многотактных каналов, ассоциируемых конечными вероят­
ностными автоматами. Проблема была поставлена Карлайлом 
[213] и им же достигнуто существенное продвижение в ее 
решении. Поскольку 

•>и (qq'ipp') = t- {qip)^{q'ip'), 
где t(q'/p') — M(q'/p')e для вероятностного автомата М, то 
каждгя ну.п. матрица вида P — (^M{qiq'j/PiPj) для любого п>\ 
и равных длин слов \pi\ — \qt\, |p)|== |-у}| представима в виде 
P—GH, где G и Н — прямоугольные матрицы пук и куп, к — 
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число состояний вероятностного автомата (составная последо-
вательностная матрица). Рангом многотактного канала г(х) 
называется максимальный ранг среди рангов всех составных: 
последовательностных матриц Р канала т, равный оо в случае 
несуществования такого максимума. 

Для каждого многотактного канала х с k состояниями спра­
ведлива формула разложения 

г 

- (qq'ipp')=2 ai (я IP) • - teii'/pip')* 

где r{le}k и Pi, <~i, ai являются функциями только x(q"/p") для' 
всех р", q" длин не более 2k—1. Применяя это соотношение,. 
рекуррентно можно вычислять вероятности x{q/p) для слов про­
извольной длины \p\ = \q\, используя лишь значения т в сегмен­
те пар слов длины не более 2k—1. Карлайл доказал также, что 
если многотактный канал x(qlp) конечного ранга г, то сущест­
вует его конечно автоматная реализация в классе псевдовероят-
ностных автоматов (см. определение в §4). 

Критерий автоматности многотактного канала был описан 
независимо Р. Г. Бухараевым [17] и Штарке [367]. 

Для того чтобы многотактный канал x(q/p) был автоматным, 
необходимо и достаточно, что выполнялись условия: 

Г - (<~Ур) •--= 0, если \p\^\q\; 
2. Из t(<7i/pi) = 0 и | рх \ = \qx\ следует - (qiq/p^^O; 
3.-.Отношение x(q1q/plpii(q1/' P\)=-~iPl,qi(qlp) есть условная 

вероятностная мера при фиксированных ри qt, и - (qilpx) ф О, 
определенная для всех слов pGEp -76F5) [-7]-
Каждая условная вероятностная мера --,,..-, (qlp), P1&F33. qiQFty' 
| p i | — |-7i| определяет, в свою очередь, автоматный канал, 
множество которых составляет множество состояний канала 
i(q/p). Эквивалентными перечисленным являются условия 

1. i(q/p)=^0, если |/?J-=.?-1<71, 
2. j^^{qylpx)==i(qlp) для любых слов | p | —1<7|> х(<%. 

Необходимое и достаточное условие представимости много­
тактного канала t (qlp) в конечном вероятностном автомате 
получено в [263] и, независимо от нее, в [31]. Введем в рас­
смотрение некоторую нумерацию пар слов (р, д) одинаковой 
длины из свободных полугрупп E-g и Fy соответственно. 
В таком случае мы можем рассматривать пару (р, q) как индекс 
(р, д)-хой координаты вектора-канала / в счетномерном линей­
ном вектором пространстве E°°, равной -• (q/p). На вектор-
каналы / естественным образом распространяются понятия 
(стохастической) линейной комбинации, матричного преобразо­
вания. В частности, пусть счетно-мерная матрица D(q'/p') = 
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= (--'(Pi{cdot}.7.. (/...?») ) и м е е т единичные элементы на местах р2 = р'ри 
'Чч = Ц'Ч\ и нулевые на всех остальных местах, т. е. осуществ­
ляет «сдвиг» (p', q') в нумерации координат вектора / . 
Множество каналов Г, ТаЕ™ буд е м называть стохастиче­
ским, если произвольные (р', <7')-«сдвиги» его элементов 
являются неотрицательными линейными комбинациями элемен­
тов Г. Опорным множеством множества ш, сос£ м называется 
любое множество Г(ю) такое, что любой элемент ш представ­
ляется как стохастическая линейная комбинация элемен­
тов Г ((D). 

Для того чтобы автоматный канал / был конечно автомат­
ным, необходимо и достаточно, чтобы опорное множество мно­
жества СОСТОЯНИЙ канала / было конечным стохастическим 
множеством [27]. См. также [263, 277, 405]. 

§ 4. ГОМОМОРФИЗМ, ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ, ПРИВЕДЕНИЕ 
И МИНИМИЗАЦИЯ ВЕРОЯТНОСТНЫХ АВТОМАТОВ 

Определение эквивалентности вероятностных автоматов и 
решение задачи минимизации в классе инициально-эквивалент­
ных автоматов было дано Карлайлом [212]. Мы будем, однако, 
придерживаться не хронологии, а соображений удобства изло­
жения, с точки зрения современных представлений. 

Вектор состояний ц МЫ будем отождествлять с состоянием а, 
если (А имеет а-координату, равную 1 (будем даже писать 
{А=а в этом случае). 

Два вектора состояний щ и ,->.2 (состояния a1 и а-2) вероят­
ностного автомата М (или двух вероятностных автоматов Mi 
и M2 с одинаковыми множествами входных и выходных букв) 
называются эквивалентными, если тождественно совпадают 
•словарные функции 

-ft (чip) = -ijj (qip) {^ам (4iP)—-$ {яIP)) . 

^ (я IP) — ^% (Я1Р) (-$. {qip) — -ft (4 IP)), 
pe-Ep q6Fy, \p\ = \q\. 

Далее мы используем терминологию работы [31], применяя 
термин «инициальная эквивалентность» вместо установившегося 
термина «эквивалентность», но зато резервируя термин «слабая 
эквивалентность» для эквивалентности вероятностных автома­
тов не по каналу %{qlp), а по словарной функции %(р) (см. ни­
же). Вероятностный автомат Mi называется инициально-эквива­
лентно (эквивалентно) вложенным в М2, М\ЯВМ2 (соответствен-
•ио, MigMa)» если для любого состояния а1 , (вектора состояний 
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jib соответственно) существует эквивалентное ему состояние а% 
(вектор состояний [хг) вероятностного автомата М.2-М\, и Mi 
.инициально-эквивалентны (эквивалентны), М\—М2 (соответст­
венно, MifuMz), если оба они инициально эквивалентно (экви­

валентно) вложены друг в друга. Очевидно, что ~:->-Щи *-£&, 
а обратные импликации не всегда имеют место. 

Вероятностный автомат М будем называть типа Мили, если 
условная вероятностная мера автомата удовлетворяет условию 
jj.(a', у/а, x) = (x(a'/a, х)-\>.(у/а, х) и типа Мура, если 
у*(а', у/а, x) —|A(a'/a, х)-\>.\у/а'). Штарке доказал, что для лю­
бого вероятностного автомата существует инициально-эквива­
лентный ему вероятностный автомат типа Мура, который можно 
выбрать так, что сохраняются свойства детерминированности 
функции переходов и конечности множеств X и а, или же так, 
что сохраняется свойство конечности множеств $ и а, а функ­
ция отметок \.i(y/a') для каждого состояния а' является детер­
минированной функцией. Соответствующая теорема для вероят­
ностного автомата типа Милн не имеет места. Штарке привел 
пример вероятностного автомата, который не может быть ини­
циально-эквивалентно вложен ни в какой вероятностный авто­
мат типа Мили [373]. 

Карлайл называет вероятностный автомат обозримым 
(abservable [214]), если существует частичная функция 
•8:9(ХЭеХЗ)->-Й такая, что {[*(«', у/а, х) > 0 } ^ { a — S ( a , x, у) 
определено). Для любого вероятностного автомата М сущест­
вует обозримый вероятностный автомат М* такой, что М^М* 
и МялМ*. Здесь вероятностный автомат М* может быть бес­
конечным, если даже М — конечен. 

Хорошо известный результат из теории детерминированных 
автоматов Карлайл перенес на вероятностные автоматы. Пусть 
\%\=п. Тогда b~]I2}<->(p) {p&n-1^l{glp)^^(qlp)}. Соот­
ветственно результат обобщается на вектора состояний, при­
надлежащие разным автоматам. Отношения — и £ для конеч­
ных вероятностных автоматов и отношение .~- для векторов 
•состояний алгоритмически разрешимы. 

Вероятностный автомат называется приведенным (минималь­
ным) (200), если из ai{cdot}~-a2 следует a1=-"a2 (из а~у. следует 
l-i = а). Вероятностный автомат М' называется приведенной 
формой вероятностного автомата М (минимальной формой М), 
если М' — приведенный (соответственно минимальный) и, 
М~М' (соответственно, MtsiM'). Штарке называет вероятно­
стный автомат М сильно-приведенным, если s-ч — 1Л2 влечет 
l~i —1-2"> соответственно определяется сильно-приведенная форма 
вероятностного автомата. Ивен [233] показал, что минималь­
ность (сильно-приведенность) —алгоритмически разрешимые 
•свойства для конечных вероятностных автоматов. Карлайл [212, 
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см. также Навроцкий [301]) доказал, что всегда существует 
приведенная форма М' вероятностного автомата М, которую для 
конечного автомата можно построить, причем сохраняя свойст­
ва обозримости, детерминированности функции переходов и 
свойство быть автоматом типа Мили. При доказательстве 
используется метод Карлайла склеивания эквивалентных со­
стояний М (см, ниже), а именно, множество состояний приве­
денного автомата строится как фактормножество 91/ -, по отно­
шению эквивалентности •—- и полагается 

\>'({а% у/[a], x)-= 2 P\a\{ai)- 2 1-»>2. У№>и •*)» 

де [aj—-класс эквивалентности из Ж/_, содержащий а, Рщ — 
роизвольное распределение вероятностей над классом [а]. Все 
риведенные формы М имеют одинаковое число состояний (|й|). 
Если М — приведенный вероятностный автомат и М~М', где-
М'—минимальный (сильно-приведенный), то и М — минималь­
ный (соответственно сильно-приведенный). 

Рассматривая вероятностный автомат с точностью до экви­
валентности, можно еще уменьшить число его состояний. Отт 
[310, 309] и Паз [320] показали, что существуют конечные 
минимальные вероятностные автоматы М, для которых Ж' 
имеет меньшее число состояний и МЯ^М'. Для этого необходимо 
(но недостаточно), чтобы М не было сильно-приведенным. 

Каждая минимальная форма вероятностного автомата ини­
циально-эквивалентно в него вложена. Если М\раМ2 и М\, М2 — 
оба минимальные, то М\~М2. Заметим, что если хотя бы одна 
минимальная форма вероятностного автомата М — сильно-при­
веденная, то и все другие его минимальные формы — сильно-
приведенные. 

Пусть -ЛоСЭД — есть множество всех таких состояний agSf,. 
что а~р для некоторого иедерминированного вектора состоя­
ний |х. Приведенный вероятностный автомат М тогда и только 
тогда имеет минимальную форму, когда для каждого ав.% 
существует \j.a такое, что | - a ~ a и |-.а,(ВД0)-=0. Так как для ко­
нечного % последнему условию всегда можно удовлетворить, 
то в этом случае всегда существует минимальная форма ве­
роятностного автомата, которую для конечного -У можно найти 
эффективно. (Бэкон, [200]). Отношения « и Q для конечного 
вероятностного автомата алгоритмически разрешимы. 

Ивен [233] показал, что детерминированные вероятностные 
автоматы тогда и только тогда приведенные, если они мини­
мальные. Для вероятностных автоматов с детерминированной 
функцией переходов это, вообще говоря, неверно. 

Штарке (373) привел пример приведенного, но не сильно-
приведенного детерминированного вероятностного автомата. 
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Р. Г. Бухараев ввел определение гомоморфизма вероятност­
ных автоматов и установил связь этого понятия с понятием эк­
вивалентности [17, 26, 27, 31]. Вероятностный автомат Mi с п. 
состояниями гомоморфно отображается на вероятностный авто­
мат М2 с n2 состояниями n1^n2, если существует n2Xni матри­
ца Н ранга /г- с суммой элементов строк, равной единице, такая, 
что 

М1(у/х)И^=НМ2(у/х), х&£, г/63). 

Пусть ^вероятностный автомат М1 гомоморфно отображает­
ся на вероятностный автомат М2- Тогда автоматы M1 и М2 экви­
валентны, причем вектору состояний р.1 эквивалентен вектор 
состояний [j.2 = p,-H*. Если при этом матрица Н состоит только 
из нулей и единиц, то автоматы инициально-эквивалентны. 

В теории эквивалентности вероятностных автоматов боль. 
шую роль играет линейное векторное пространство Е-м, натя­
нутое на множество векторов-столбцов 

1м=-(-м(<7/Р), рвРъ, qeFy, \p\ = \q\), 
и матрица NM, составленная из векторов-столбцов, образую" 
щих базис в Ем. Если вероятностные автоматы M1 и Л42 гомо­
морфны, то размерности пространств Ем и EjVU совпадают. 
Для того чтобы два вектора состояний |х1 и ,-~2 вероятиостного 
автомата М были эквивалентны, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось матричное равенство 

(Р1-Ы-УЛ1==0. 
Отсюда вытекает, что для того чтобы вероятностный автомат 
не имел несовпадающих эквивалентных векторов состояний, не­
обходимо и достаточно, чтобы это матричное уравнение имело 
только нулевое решение. При этом размерность пространства 
Ем равна числу состояний автомата А [31]. На основе понятия 
гомоморфизма Р. Г. Бухараев сформулировал необходимое н 
.достаточное условие эквивалентности двух вероятностных авто­
матов и описал класс всех вероятностных автоматов, эквива­
лентных данному [26, 31]**. Для описания критерия необходимо 
ввести два новых понятия. Будем называть объект, формально 
описанный и функционирующий как вероятностный автомат, 
однако со снятым ограничением на неотрицательность элемен­
тов переходных матриц, псевдовероятностным автоматом. Про-

* B определениях и формулировках результатов относительно гомомор­
физма и эквивалентности намеренно опущены упоминания о допустимом мно­
жестве состояний 3 . рассматриваемом в [27, 31]. 

** Класс вероятностных автоматов с тем же числом состояний, инициаль­
но -эквивалентных данному описан Карлайлом [212]. 
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цесс минимизации вероятностного автомата, имеющего эквива­
лентные векторы состояний, может, вообще говоря, привести к 
псевдовероятностному автомату. Для каждого вероятностного 
автомата М рассмотрим операцию вида M = DM, где стохасти­
ческая матрица D является решением матричного уравнения 

DN —iV 

(Псевдо) вероятностные автоматы М и /И эквивалентны. Бу­
дем называть М канонической формой М. 

Для того чтобы вероятностные автоматы М\ и М2 были экви­
валентными, необходимо и достаточно, чтобы некоторые кано­
нические формы этих автоматов гомоморфно отображались па-
один и тот же, вообще говоря, псевдовероятностный автомат [31]. 
Пусть М — вероятностный автомат с а состояниями, Тх и 
Га —две произвольные стохастические nxn-матрицы, NM — 
базисная матрица. Для того чтобы система п.X n-матриц 
М'(у1х), XG%, г/6§) определяла вероятностный автомат, экви­
валентный данному, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лась система условий 

ТХМ (у 1х) T-W = Т2М' {у 1х) T-W, 
m'u(y[x)>0, i, ./ = 1,2, . . . , л, х&, УвР, 

TXNM = N. 
Пусть М — вероятностный автомат со взаимно-неэквивалентными-
п СОСТОЯНИЯМИ. Карлайл показал, что для того чтобы система 
я-Хя-матриц М'(у/х), хбЖ, yk$> определяла вероятностный 
автомат, инициально-эквивалентный данному, необходимо и 
достаточно выполнение условий 

P-W (уix) PNM - М (у/х) NM, 
m'ij(y/x)>Q, i, j = 1 , 2 , • . . ,n, 

где Р — произвольная матрица перестановок (212). Р. Г. Буха* 
раев [31] заметил, что теория эквивалентности и гомоморфиз­
ма вероятностных автоматов по отношению к представимости 
словарных функций х(Р) (слабая эквивалентность, инициаль­
ная слабая эквивалентность) строится совершенно аналогично 
этой теории по отношению к представимости каналов t(q/p). 
В этом случае два вектора состояний (л- и [А2 слабо-эквивалент­
ны, еСйщ тождественно 

и вероятностный автомат Ai слабо-гомоморфно отображается на. 
вероятностный автомат A2, если существует подходящая прямо­
угольная матрица Н полного ранга такая, что 

А1(х)Н = НА2(х), хеЛ-
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Базисная матрица NA берется в линейном векторном п р о ­
странстве ЕА, натянутом на векторное множество £д={[~(/?),. 
P6E---}. Формулировки теорем дублируются с трансформацией. 
соответствующих понятий. 

Приведем один результат, относящийся к проблеме слабой 
эквивалентности. Любой вероятностный автомат Рабина А яв­
ляется слабогомоморфным образом свободного автомата D с 
решающим вектором n-(A), />тая координата которой равна 
значению словарной функции %А(Р) [31]. 

Остановимся теперь на проблеме практической реализации 
методов минимизации числа состояний конечных вероятностных 
автоматов, Карлайл [212] предложил вычислительный процесс, 
позволяющий проверить последовательную минимизацию числа 
состояний вероятностного автомата при условии, что известна 
хотя бы пара эквивалентных состояний. Этот «метод склеива­
ния» Карлайла состоит в следующем. Пусть М — вероятностный 
автомат с п состояниями, имеющий пару эквивалентных состоя­
ний, например, ai и а2. Тогда система матриц М'(у/х), х££, у&Ю, 
полученная из системы матриц М(у/х), хЧ$, г/6 § вычеркивани­
ем из строки и столбца а1 и заменой столбца а2 суммой столбцов 
а. и а2, определяет вероятностный автомат с (п—1) состоянием, 
инициально-эквивалентный А. Проблема отыскания минимальной 
формы конечного вероятностного автомата решена Ивеном [233], 
как проблема выделения в базисной матрице NM минимальной 
совокупности строк такой, что любые другие ее строки являются 
выпуклой линейной комбинацией выделенных строк. В работах. 
(85, 184) предлагаются методы минимизации числа состояний 
конечного вероятностного автомата, построенные на аналогии 
с известными методами минимизации детерминированных авто­
матов, не приводящие, однако, вообще говоря, к приведенной 
форме. Из других работ, имеющих отношение к обсуждаемой 
проблеме, можно упомянуть [86, 129, 185, 221, 232, 246, 253,. 
302,320,371, 372,374]. 

§ б. СТРУКТУРНАЯ ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТНЫХ АВТОМАТОВ 

Задачу структурной декомпозиции вероятностного автомата 
с детерминированной функцией выходов в форме, не содержа­
щей петель (loop-free), решил Бэкон [199], следуя методам 
Хартманиса*. Разбиение я множества состояний вероятностного1 

автомата М обладает свойством подстановки тогда и только 
тогда, если каждая переходная матрица М допускает укрупне-

* Harttnanis J., Loop-free structure of sequential machines. Inf. and 
Control, 1962, 5, 2Б—43 
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пне, соответствующее данному разбиению. Два разбиения я и т 
множества состояний независимы тогда и только тогда, если 

2 «I/(-*-)-— Г 2 ач№~\' {sum} ач№ 
J&ifFi i&k V&i 

для- всех подмножеств icA и х1 разбиений - с и г и всех iQ%, xQ%. 
Вероятностный автомат допускает последовательностную 
(quasi—-series) декомпозицию, если существуют разбиения т., 
т и разбиение <prt, определенное функцией <р, такие, что 

1. т- обладает свойством подстановки и cprt>rc; 
2. тг.т = 0 и it, - независимы; 
3. (ср-̂ .т, -) составляют разбиение [199]. 
Результат допускает и обобщенную формулировку для МНО­

ГИХ разбиений. Вероятностный автомат М допускает параллель­
ную декомпозицию, если существуют разбиения я, % и разбиение 
•Фя, определенное функцией ср, такие, что 

1. п обладает свойством подстановки и сря;_з-я; 
2. Я.ТГ---0 и я, х независимы; 
3. т обладает свойством подстановки [199]. 
Обобщения этого метода декомпозиции без петель достигну­

ты в [274, 414]. См. также [9, 53, 54, 51, 60, 122, 292]. А. X. Ги-
•оргадзе и Л. В. Бурштейн получили статистические оценки числа 
вероятностных автоматов с рациональными элементами пере­
ходных матриц, допускающих декомпозицию в смысле Бэкона 
[194] или в смысле декомпозиции детерминированного авто­
мата в представлении вероятностного автомата по Дэвпсу-Чен-
цову [174, 225] в некоторых классах автоматов. Пусть п — число 
состояний, р{п)—число входных букв и 1(п)—общий знаме­
натель всех переходных вероятностей автомата. Тогда при уело-

,. р (п) I (п) - 1 - „ вин l i m — — — < 1 любой наперед заданный вероятностный ав-
томат класса {/г, р{п), /(/г)} допускает (последовательную де­
композицию асимптотически с вероятностью 1. Наоборот, при 
выполнении условия lim ,--,,•,-,„•,— 0 асимптотически почти для 

каждого автомата из этого класса последовательная декомпози­
ция невозможна. Аналогичны результаты для параллельной 
декомпозиции [50]. А. Р. Ротенберг применил идею укрупнения 
к асимптотическому разложению однородной цепи Маркова на 
семейство цепей, описывающих блуждания в каждом эргодиче-
ском множестве исходной цепи [145]. 

Другое направление в структурной теории вероятностных 
автоматов связано с работой Дэвиса [225], который показал, 
что конечная однородная цепь Маркова может быть реализована 
как конечный детерминированный автомат со случайным входом 
именно, всякая стохастическая пХп матрица А может быть 

96 



представлена в виде стохастической линейной ком­
бинации простых (детерминированно-стохастических) матриц: 

N 

Л = Jj&iCi (система компонент а.и а2,...а.и образует импли-
7 - 1 

цирующий вектор [23]). Отсюда вытекает возможность пред­
ставления конечного вероятностного автомата как последова­
тельной композиции управляемого генератора случайных кодов 
без памяти и конечного детерминированного автомата, что было 
замечено многими авторами [114, 118, 174, 186, 224, 409]. В этом 
аспекте проблемы важной является задача построения мини­
мального имплицирующего вектора, 

Близок по идее к упомянутому направлению метод синтеза 
стохастических векторов, матриц и вероятностных автоматов, 
предложенный Эльчороури и Гупта _[_229]. В [23] проблема 
получения имплицирующего вектора а данной стохастической 
матрицы А рассматривается как проблема «реализации» со 
сложностью, равной числу ненулевых компонент а, и получа­
ются результаты, качественно отличные от результатов в проб­
леме получения минимальных форм реализации функций алгеб­
ры логики в классе контактных схем*. 

В ряде работ грузинских математиков были поставлены и 
решались задачи синтеза вероятностных автоматов из базисных 
вероятностных элементов [108, 109, ПО, 152, 155, 157, 158]. 

Р. Л. Схиртладзе доказал, что для любого двоично-рацио­
нального числа р из интервала (0, 1), которое содержит в дво­
ичном представлении п значащих разрядов после запятой, мож­
но построить контактную схему, обладающую проводимостью с 
вероятностью р из контактов, обладающих проводимостью с 
вероятностью -2~> причем для этого необходимо и достаточно п 
таких контактов [155]. В [158] метод был обобщен на много-
полюсные схемы. Л. В. Макаревич, А. X. Гиоргадзе доказали, 
что при специальном моделировании конечных вероятностных 
автоматов Рабииа с рациональными элементами переходных 
матриц посредством сетей из логико-вероятностных элементов 
базис вида {&, V, -~, элемент задержки d, у} является полным 
[ПО]. Здесь у-—некоторый элементарный вероятностный авто­
мат типа Мура с двумя состояниями, двумя входными и выход­
ными буквами, реализующий вероятность —. При этом моде­
лировании возникает случайная временная задержка Т, матема­
тическое ожидание которой не зависит от длины входного слова 
и имеет оценку 

k(log2k+3)<E(T)<2n(log2k + 3). 

* Яблонский С. В., Об алгоритмических трудностях синтеза минималь­
ных контактных схем. Проблемы кибернетики, 1959, вып. 2 
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Л. В. Макаревич показал, что в предположении конечности 
базиса логико-вероятностных элементов (существенна конеч­
ность множества элементарных вероятностей, «поставляемых» 
базисом) последний может быть полным лишь при реализации 
рациональных конечных вероятностных автоматов со случайной. 
целочисленной временной задержкой [108—109]. Паз доказал., 
что всякий вероятностный автомат с п состояниями можно реа­
лизовать в виде сети из некоторых специальным образом сое­
диненных (п—1) вероятностных автоматов, с двумя состояниями 
(whirl, вихревое соединение) [327]. Полноту базиса элементов 
{ п> стохастические &, V} показал Цех [415]. 

Возможность представления вероятностного автомата в виде 
последовательной композиции управляемого генератора случай­
ных кодов и детерминироваиного автомата привела к появлению 
методов минимизации [85] и декомпозиции [81, 82] вероят­
ностного автомата, основанных на прямом использовании соот­
ветствующих методов для детерминированных автоматов. С дру­
гой стороны, возрос интерес к проблематике синтеза генераторов 
случайных кодов. В работе [16] была поставлена задача синтеза 
управляемого генератора случайных КОДОВ, получены необходи­
мые и достаточные условия существования решения н предложен 
общий метод синтеза. См. также [177, 362]. Метод приближен­
ного синтеза произвольного бернуллиевского распределения, 
использующий упомянутую структурную реализацию автоном­
ного вероятностного автомата (регулярной однородной цепи 
Маркова) и его предельные свойства, был предложен Гиллом 
[254]. Это направление получило дальнейшее развитие в рабо­
тах [88, 104, 288] на основе использования свойства регулярно­
сти в введенных A. Лоренцом и A. Метрой понятия бистохасти-
ческого циркулянта и его обобщений. 

По методам практического синтеза вероятностных автоматов 
можно указать работы [1, 139, 156, 162, 168, 197, 247, 249, 270, 
363]. Алгебраическая структурная теория вероятностных авто­
матов предложена Сантосом в [350]. См. также [308, 280]. 

Структурный подход к теории вероятностных автоматов раз­
вит в книге Д. А. Поспелова [138], в которой систематически 
изложены и наиболее известные методы синтеза и приведения 
вероятностных автоматов. 

В заключение следует отметить стоящее несколько в стороне 
от нашего подхода по определению основного объекта и мето­
дологии исследования направления: структурная теория вероят­
ностных преобразователей, в которых вероятность (вернее 
частота) играет роль носителя информации, а базис состоит 
полностью из дискретных детерминированных элементов. Пер­
вой в этом направлении была работа Б. Р. Гейнца [47]. См. 
также [335]. В нашей стране в настоящее время имеется до­
вольно обширная литература па эту тему, представление о* 
которой дает работа Б. Ф. Кирьянова [71]. 
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§ 6 . ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ГРАММАТИКИ И АЛГОРИТМЫ 

A-машина [95] определяется как последовательностная вы­
числимая функция, определенная на всех начальных последова­
тельностях некоторой последовательности нулей и единиц А. 
Если последовательность определяется датчиком случайности с 
вероятностью р генерирования единицы, то получаем р-машину. 
Множество 5 сильно р-перечислимо, если существует р-машина, 
производящая (в любом порядке) это множество символов с 
положительной вероятностью. 5 называется p-перечислимым, 
если S — множество тех символов, которые какая-либо р-маши­
на производит хотя бы один раз с вероятностью >-rf- Основной 
результат статьи [95] состоит в том, что если Ар последователь­
ность, определенная двоичным разложением числа р, то три сле­
дующих предложения эквивалентны. 

1. S является A-р-перечислимым, 
2. S является р-перечислимым, 
3. S является сильно р-перечислимым. 
Вывод тот, что если р — вычислимое действительное число, 

то множество S может быть только 'рекурсивно-иеречислимым. 
С другой стороны, существуют нерекурсивно-перечислимые р 
и сильно р-перечислимые множества для невычислимых значе­
ний р. Определение вероятностной машины Тьюринга принадле­
жит Сантосу [347] и является естественным обобщением опреде­
ления детерминированной машины Тьюринга. .К-местная случай­
ная функция есть функция <J>(mi, m 2 , . . . mk, т) целочисленных 
аргументов, отображающая N"*1 в [0,1] и удовлетворяющая соот-

ношению 2J, ® (оть т.2,-•-пьи, та)<1 для каждой группы значе-
яг=-0 

ний остальных аргументов, числа на ленте машины представ­
ляются, как обычно, последовательностями единиц, разделенных 
специальным знаком, ^-местная случайная функция Ф считается 
вычислимой на данной вероятностной машине Тьюринга, если 
вероятность переработки записи на ленте кортежа mi, m2 > . . . , 
mlL в число т равно соответствующему значению. Целочислен­
ная й-местная детерминированная функция f вероятностно-вы­
числима, если существует вероятностная машина Тьюринга Ь 
и константа А,6(0, 1) такие, что f{ni\, т г mh)=m тогда и 
только тогда, если 

Ф(оть % . . .тк, т) = 

= sup{Ф ь (т ь % . . . , т,{, т'):т'=0, 1, 2 . . . }>Х. 

Класс детерминированно-вычислимых функций является собст­
венным подклассом вероятностно-вычислимых, именно, он не­
счетен [347]. 
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А. М- Маслов показал, что любую функцию, определяемую 
вероятностной машиной Тьюринга, можно получить из функций 
x + 1, 0 функций выбора и распределения вероятностей 
( - , т , 0,...) при помощи операций суперпозиции, примитивной 
рекурсии и минимизации (аналогичных соответствующим в де­
терминированном случае), и обратно, каждая такая функция 
определяется вероятностной машиной [И6]. По Соломаа Ьеро-
ятностная грамматика типа i определяется как тройка [G, 8, <р], 
где О — детерминированная грамматика типа i, ср —- однозначное 
отображение множества правил {/., / 2 , . . . , //.} грамматики О 
в множество всех стохастических (рациональных) ^-векторов и 
8-стохастический /г-вектор. Каждому выводу D = fli -fj2-... 
.•••fj ставится в соответствие число 4(D), где для г = 0 
4(D) = [b]h и 

Ф(0) = И-0') W(fjr)hr<s 
где D'— начало вывода длины /\ Представимый язык опреде­
ляется как множество всех слов, для которых существует 
вывод такой, что J J ( / J ) > A > 0 (pim — языки), или такой, что 
2^ Ф {Щ > А. > 0 (pis —языки). Если снять условия стохастично-

сти ср и 3, то получается весовая грамматика, и, соответствен­
но, wim и wis —языки. Каждый (рациональный) стохастический 
язык является (r)ay3s языком. Обратно, если весовая (рацио­
нальная) грамматика Qw не содержит правил вида х->у (где 
х, £/--нетерминальные символы), то представляемый wis-язык 
(рациональный) стохастический. Каждый рЪт и p3s язык явля­
ются языками типа 3. Языки типа 3 строго включены в множе­
ство всех (r)w3m языков. Язык {а"Ьп, п>\) является (r)w3s-
языком, ноне (г) киЗт-языком. Кроме того, каждое рекуренвно-
перечислимое множество является (г)р2т и {r)p2s языком при 
наличии специальной интерпретации грамматики [346]. 

Киаст [274] и Сантос [352] определяют вероятностную 
грамматику как естественное обобщение детерминированной 
грамматики соответствующего типа, вводя понятия вероятност­
ной продукции, как условной вероятностной меры р(т/а) вместо 
o{to}T в детерминированном случае. Вероятностная грамматика 
Gs. одноопределениая, простая (unambiguous), если для каж­
дого слова языка L(GKt, 0) существует единственная последова­
тельность продукций, которая генерирует это слово pcXa$t(p)>0. 
Кнает доказал, что вероятностный язык типа 3 одноопределен-
ный тогда и только тогда, если он стохастический. В общем слу­
чае класс стохастических языков L(M) является собственным 
подклассом класса вероятностных языков типа 3L„.3. Класс 
вероятностных языков типа 3 образует булеву алгебру относи­
тельно операций пересечения, взятия суммы и дополнения. Если 
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L — вероятностный контекстно-свободный языки L<=S=I, тогда су­
ществует Е', язык Дика Dc=(S')* и гомоморфизм h: (2')*-*-* 
такой, что для некоторого вероятностного языка Ls;3cr (2') * L — 
— h(DflLst

3). Класс вероятностных контекстно-свободных языков 
совпадает с классом вероятностных языков типа 3 [274]. Саитос 
изучил связь вероятностных грамматик с асинхронными вероят­
ностными автоматами, вероятностными машинами Тьюринга и 
вероятностными автоматами с магазинной памятью [347]. 

Другое важное направление в теории вероятностных ма­
шин— это сравнительные оценки сложности вероятностных и 
детерминированных вычислений. Я. М. Барздинь показал, что 
для любой рекурсивной функции / существует рекурсивный пре­
дикат Г такой,что 

1. Любое детерминированное вычисление Г требует для поч­
ти всех значений аргумента х не менее чем f(x) шагов. 

2. Для любого А<1 существует -н- машина М такая, что 
вероятность вычисления его на каждом значении аргумента х 
значения предиката Г(я), причем для бесконечно большого 
числа значений х время вычисления т--(я) не превышает 21x1, 
больше А [11]. 

Определим временную сигнализирующую относительно пре­
диката Т(х) для вероятностной машины Тьюринга .*дг(А, x) 
как наименьшее а такое, что 

Р {М (х) = Г (x) & хм (х) < а} > А. 

Б. A. Трахтенброт [160] установил, что если---.—машина вы-

числяет предикат г с надежностью Д э̂- -—, то найдется такая 
машина Тьюринга N, вычисляющая Г, что 

tN(x)<2tMi*'x)log4M(\,x). 
Существуют языки, которые с надежностью А > -^ отде­

ляются на 1/2 машинах за время log п., тогда как любая 
отделяющая их машина Тьюринга работает по порядку не 

Т60]. 
.166] показал, что для каждого е > 0 суще­

ствует вероятностная машина Тьюринга, которая распознает 
симметрию слов в двоичном алфавите с вероятностью, превос­
ходящей 1—в, за время cp |log2]p|, где с — константа, не зави­
сящая от р (ср. с оценкой для детерминированной машины 
Тьюринга)*. C другой стороны, если некоторая вероятностная 
машина Тьюринга распознает симметрию слов в двоичном 
алфавите с вероятностью, превосходящей некоторое А> — за 

Р. В. Фрейвалд 

* Барздинь Я- М., Сложность распознавания симметрии на машинах 
Тьюринга. Проблемы кибернетики, 1965, вып. 16 
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время t(p), то существует такая константа С, что для бесконеч­
но многих слов х 

t(p)>C\p\log2\p\. 
Дж. Гилл (256) высказал следующее предположение: если f — 
рекурсивная функция и она вычислима на вероятностной маши­
не Тьюринга с вероятностью, превосходящей некоторое A>-H-
за время t(p), то существует также детерминированная машина 
Тьюринга,__ которая вычисляет / с такой временной сигнализи­
рующей t(p), что для некоторой константы С>0 для беско­
нечно многих р J(p)^Ct(p). Р. В. Фрейвальд опроверг эту 
гипотезу, приведя пример множества, на распознавание которо­
го на вероятностной машине с вероятностью 1+0(1) требуется 
время C|/,|1og1og|p|, а любая детерминированная машина для 
всех слов, кроме конечного числа, требует для той же цели не 
меньше, чем Clplloglpl, времени [166]. См. также [2, 72]. 

§ 7. ДРУГИЕ ВОПРОСЫ 

Еще в работах Блэкуэлла, Копманса [205] и Гильберта [251] 
решалась проблема оценки сложности идентификации функции 
конечных однородных цепей Маркова. 

Используя аналогичные методы, Карлайл показал, что для 
распознавания различия двух векторов состояний вероятност­
ного автомата с п состояниями достаточно безусловного экспе­
римента длины («—1). Эквивалентность двух вероятностных 
автоматов распознает соответственно безусловный эксперимент 
длины ni+n2—l> где ni и n2 — соответственно числа состояний 
этих автоматов [216]. А. А. Мучник развил мощный математи­
ческий аппарат оценок сложности экспериментов с общими 
линейными автоматами, и, в частности, распространил на них 
отмеченные выше результаты Карлайла [125]. Паз показал, 
что для определения связности вероятностного автомата с п 
состояниями можно построить безусловный эксперимент длины 
п—1 [321]. Кратные эксперименты рассматривал Сантос. Он 
показал, что для каждого вероятностного автомата М и неко­
торого множества векторов состояний И можно построить без­
условный диагностический эксперимент кратности не выше 
(я—1) и длины не более -2- п(п—1). Если число неэквивалент­
ных состояний в автомате А равно /г, то оценки для экспери­
мента, распознающего эти векторы состояний, будет соответ­
ственно /е и (/г—1)(/г—1). Аналогичные результаты получаются и 
для распознавания автоматом [353]. Л. В. Макаревич, А. А. Мате-
восян получили оценку длины установочного эксперимента, кото­

рая равна / (Т)< (Х + «.) I— 1 . Здесь X —длина простой 
l - / 
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входной последовательности, m=]3s| и e — наименьшая, не 
равная нулю, переходная вероятность автомата [112]. Аналогич­
ная задача рассмотрена в [314]. В упомянутых выше работах 
эксперимент над вероятностным автоматом понимается в абст­
рактном смысле, как возможность идентификации объектов на 
основе задания конечной системы данных о функционировании 
математической модели автомата (или автоматов). Проблему 
организации реального эксперимента с вероятностным автома­
том поставил Рабий [332]. Подробно ее анализировал Бом 
[208—210]. 

Поскольку реальные эксперименты с вероятностными 
автоматами имеют статистическую природу, то фактическое 
решение задач эксперимента получается с некоторой погреш­
ностью. Для получения оценок для ожидаемой погрешности 
Бом использовал методы теории информации. 

А. С. Барашко, А. М. Богомолов рассматривали задачи веро-
•ятностного эксперимента над детерминированными автоматами 
[Ю]. 

Конструктивное направление в теории вероятностных авто­
матов представлено А. А. Лоренцом [102, 103]. Автор отмечает, 
что теория конечных детерминированных автоматов конструк­
тивна и его целью является сохранение этих конструктивных 
черт в теории вероятностных автоматов. Первым шагом в этом 
направлении является предположение, что элементы стохасти­
ческих матриц перехода — конструктивные действительные чис­
ла. Однако и при этом допущении многие привычные в клас­
сической теории процедуры оказываются невыполнимыми. На­
пример, доказано, что невозможен алгоритм, распознающий 
регулярные стохастические матрицы. Таким образом, круг 
допустимых средств сужается. Тем не менее, А, А. Лоренцу 
удалось, наложив необходимые ограничения, доказать конструк­
тивные аналоги ряда важных результатов. Это относится к тео­
ремам о квазидефииитных системах матриц, результатам по 
проблеме устойчивости вероятностного автомата, вопросам эко­
номии состояния прн замене детерминированного автомата 
вероятностным, теореме редукции Рабина. 

В последние годы возрос интерес к изучению поведения коллек­
тивов вероятностных автоматов, к изучению их поведения в слу­
чайных средах и, в частности, к изучению вероятностных авто­
матов с переменной структурой. Для большинства работ харак­
терен экспериментальный подход моделирования соответствую­
щих игровых ситуаций на ЭВМ. Теоретические аспекты 
проблемы изучали В. Я- Валах и В. С. Королюк [34, 35, 36], 
исследовавшие оптимальное поведение стохастических авто­
матов в средах с различными свойствами, B. И. Варшавский, 
И. П. Воронцова [37, 38, 39]. Хандрасекаран и Шеи [219], 
B. М. Чепцов [176], Савараги Ешикачу, Баба Норио [198], 
исследовавшие проблемы обучения стохастических автоматов с 
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переменной структурой. Обзор по проблеме можно найти в 
[294]. См. также [62, 68, 69, 119, 136, 161, 164, 165, 170, 176» 
283,284, 296—297, 315]. 
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