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А С И М П Т О Т И К А Н А Б Е С К О Н Е Ч Н О С Т И Р Е Ш Е Н И Я З А Д А Ч И 
Н Е Й М А Н А С У С Л О В И Я М И С О П Р Я Ж Е Н И Я В У Г Л Е 

В данной работе изучаются асимптотические представления решений 
задачи Неймана для уравнения — {*) Щ (х) i— / (х) в объединении угла К 
раствора 2а и полуполос П * . На линиях = дКОдЛ* ставятся условия со­
пряжения 

щ(х) =и2(х), k, ^ (х) = k£ (х) — (х). 
дп дп , 

Здесь я —нормаль; их(х) и и2 (х) — предельные значения функции а при стрем­
лении, аргумента1 к точке х ^ ^ вдоль внешней и внутренней нормали к дК 
соответственно; k (х) = kx = const в К, k (х) = k2 (| х \) при х £ П + (J П ~ , k2 (г) — г< 
при г —> оо; т > 0. 

Подобные задачи возникают, напр., в теории кручения составных стержней, 
в частности, стержней с тонким покрытием (см. [1}). 

Исследованию асимптотики решений эллиптических краевых задач 
в областях с коническими (угловыми) точками и в цилиндрических областях 
посвящены статьи [2] — [5]* и др. Как и в случае краевой задачи в угле, 
асимптотика решения рассматриваемой здесь задачи сопряжения содержит 
слагаемые гтт12аФт (9), где т — целое число, (г, 9) — полярные координаты. 
Вид угловых частей Фт существенно зависит от числа т в представлении 
функции k2 при г"—* со. В случае > 1 функции Фт такие же, как в задаче 
Дирихле, а в случае 7 < 1 — как в задаче Неймана. 

В п. 1° осуществляется постановка задачи. В п. 2° и ц. 4° приводится 
формальное построение асимптотики. Свойства модельных задач в угле 
и полупо'лоее перечислены в п. 3°. Обоснованию асимптотического разложения 

^решения задачи сопряжения посвящен последний пятый раздел. 
1°. Постановка задачи. Пусть 2, — подобласть R2 с кусочно-гладкой гра­

ницей д&j, совпадающая вне круга MR= \x£R2:г < Щ с углом К== {x£R2: 
9£(—а, а)}. Здесь (г, 9)— полярные координаты; , (0, те)^а — полураствор 
угла; > 0. Обозначим еще через Q область в R2 с кусочно-гладкой границей; 
S j C z S . Предположим, что вне указанного круга разность 2 2 = 2 4 ^ 2 , совпа­
дает с полуполосами = 1[х = (хх, х2) £ / ? 2 : ± ' х 2 > 0 , хх sin а — | х21 cos а £ (0,1)} 
(см. рис.). Фиксируем некоторую дугу а> кривой dQ[)MR и допустим, не огра­
ничиваяобщности, что J R > 2 и Ш2[\&= 0 . 

\ - ' . 
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Рис. 

Рассмотрим в области 2 краевую задачу: 

— v** С*) v*» (*) = /(•*)» *€a; 
on 

и (х) = О, х £ и, 
с условиями сопряжения на <?2,: " • 

[и] (х) = А 0 (х), (х) = A t (х), х £<?2,. 
Здесь п, v — внешние нормали собтветственно к д2 
и d 2 t ; k — такая функция, что k (х) = при х £ 2 t , 
k(x)--=k2(x) при х £ 2 2 ; * i = const > 0, k2£C°° (2 2); 
[Ф] (х) — скачок функции Ф на д 2 , . 

Л е м м а 1. Пусть & 2 ( х ) > & 2 0 > 0 в 2 2 ; rlogrf^ 
£L2{Q), Vrlogrk&LtidQt), V7logrg/€ Li№\*Y, 
кй — след на dQx функции h^W\^x\ 0 ) такой, что У г log rdh/дч £L2(д&х). 
Тогда существует и единственно обобщенное решение и задачи (1) — (4) 
такое, что U = u — h^Wl(Q; <о). Здесь Wl{R, Г) — пространство функции из 
W\, юс (3), обращающихся в нуль на Г с д З и обладающих конечной нормой 
\\z;'wl(S; ' г ) | = ||Д хг; L2 (3)jj 4-1| (г log г ) - 1 z; Ь2(Щ\\, V * = grad; функция 
h(~Wl№i; 0 ) и функция h, продолженная нулем на 2 2 , не различаются 
в обозначениях. 

Доказательство сформулированного утверждения по существу известно 
(см. [31, [61, [7]). , • 

2°. Предварительные построения. Введем в окрестности сторон 
/ С ± = { х £ / ? 2 : 8 = + а; г > 0 } угла К координаты у± = (у1

±, у2±) = (хъ cos а + 
+ x 2 s i n a , +; Xj sin а + х 2 cos а). Предположим, что 

. А(•*)•= Ф ( У ? ) при х ^ Ч . ^ . . (5) 

Определим по и новые неизвестные функции: 

V(r, 6) = Й ( Х ) при х£Кя^К\ WR ; 
(6) 

от± ( у ±) » и (х) - | и (х) dy± при у± £ П д = (#, oo) X (0, 1), 

и найдем соотношения, которым они подчинены в силу (1) — (4). Обозначая 
интеграл в (6) через z±(y±) и интегрируя (1) по у± с учетом равенств (2), (4), 
имеем - if., 

г 1 

J / W d y f = - J у А ( У ? ) V j A ( • « ) d y £ =-

ф(у±) 
dyf • dyf 

a^f dyf 1 dyf 

Кроме того, из (4) и определения функций а>± получаем 
z± (у±) = V (у±, ± а) - ш± (у±, 0) - А± (у±), 

j да± (у±) ау± = 0 при у± > Я-

(7) 

( 8 ) 

( 9 ) 
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В (7), (8) hf, g± заданы соответственно формулами Щ (yf) = hj(x) при 
x£dQ,\BR, g±(y1

±)-g(x) при x£dQ\MR. 
Согласно (1), (7), (8) функция v удовлетворяет уравнениям 

- V - 2 {(гд/drf + д2/дв2} v (г, 9) = / (х), x£KR ; (10) 

Вычитая из (1) равенство (7) и используя .(4), (2), для w± находим соотно­
шения: . 

- v A * ( У ? ) b w ± W ~ -+ S (У? . ± • ) = ^ 

• - = / И - J / W d y ± " g ± ( y ± ) - A ± ( y ± ) n P H У ± ^ П Й ; (12) 
O r ч 

4(yt)~(yf,0)~^±f(y.f,±a) = -hf(y?), ; (13) 

Ч(У?)~-(У?, l ) = S ± (y f ) при у ± > # . • (14) 

Прежде, чем, исследовать сасимптотику, решений системы уравнений 
(10) —(17), изучим свойства решений модельных задач (10), (И) (при w±=0) 
и (12)-(14) (при г / = 0). ' ' . 

3°. Модельные задачи. .Предположим, что введенные в (5) функции kf 
допускают асимптотические представления 

Ч(У) = ГТ> У ~ Т Ч * + 0(у~Ь)прку-*со,( (15) 

которые можно почленно дифференцировать. В (15) т, ** —некоторые по­
стоянные;'i—произвольное натуральное; { т , } ^ — монотонно возрастающая 
последовательность положительных чисел без точек сгущения т > 0 , т0 = 0, 

> 0. Далее для сокращения формулировок и обозначений ограничимся 
случаем ч Ф 1 (см. замечание 1). 

Рассмотрим первую модельную краевую задачу: , 

~k^V(x) = F(x), x'£KR; 

| : ^ ( r ) ^ ( 4 ~ ^ 7 И =•$(/•), x^Ki = [x:r>R1 в = ±а]. (16) 

Будем различать два случая: т > 1 и т < 1 , которым сопоставим индексы 
У = 0 и у ' = 1 . Обозначим через V$,{(K) пространство функций в К, наделен­
ное нормой 

|Z ; V ^ W I M ^ : LAKn + l^'Z; Wf*(КЦ + l ^ ^ Z ; Wi(K)l 
З д е с ь / —целое неотрицательное число, / > / , Введем еще при / > 1 
м j = 0 пространство Vp~1J2(dK)' следов на дК функций из У&;°(К) с есте­
ственной нормой 

]г; ^ _ 1 / 2 (<?/C)l=inf {|Z; V#°(/e)|' \Z(X) = Z(X), х£дК). 
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При т > 1 формулируемое ниже утверждение следует, напр., из 13],..[4], 
а при 7 < 1 доказывается так же, как и в 18]. _ 

Л е м м а .2. 1) Пусть функция V£Wi*L(KR)r{Vf-i-2,i(KR) U>\) удовле­
творяет уравнениям (16), в которых §> £ КрТг2 (KR), F £ vj\ { ( K R ) ; Г = (у—1) т —у. 
Тогда V^V^'1(KR) и справедливо неравенство 

IV; Vff'iK^K const {1 r^~2V; + | F ; VkJAKR)\\ + m Wl^(/C|)l}. 
ii) Допустим,, ято в (1.6) K £ Кз.+-,2 ,'(#*), f € W+i. ' T ( Л Д ) , . . $ . € У Р + " Г ^ . ( А " Л ) ; 

«шсло p — / — 1 не кратно 'ic/2a и р > / + 1 — | 1 — т | , <з.>0. Тогда имеет 
место асимптотическое представление 

V(x) = f { V ^ ^ W + y C 8 0 , p l o g r } + r i - i {С, cos (1-7) в + C..sih (i-<iW + V(x), 

(17) 

гдг а, а 4 - 1 , . . . , Q — целые числа из промежутка Ц$~ 1-Х)2о-1к, (£1 + 8 — 
— / — 1) 2а/тс), 8 < min {а, 11 —.? |-},; С == const; С \ , С 2 — постоянные, отличные 
от нуля лишь при j = 0 и ф ~ К. ~[ — I; ср —зависящие om.F, <р постоянные; 

V^Vp+1'т ( K R ) ; Ф0(9) = 1, а остальные функции Фр заданы равенствами: 

Ф 2 т ( 8 ) = 5 1 п ^ 8 , Ф 2 т + 1 ( 9 ) = соз « С ^ + Ц 8 при Т > 1 ; 
(18) 

Ф 2 т (9) = cos ^ 9, Ф 2 ш + 1 (8) = sin 1&!L±!± 9 й / , и Т < 1. . 

З а м е ч а н и е 1. Как уже указывалось ранее, случай 7 = 1 исключен из 
рассмотрения. Это вызвано не существом дела, а усложнением формулировок 
при 7 = 1. Например, слагаемыми в асимптотике (18) функции V являются 
выражения rx {{\l sin Xa + kx cos Xa) cos X8 4- ( x - X cos Xa — kx sin Xa) sin Щ, где 
X — корни уравнения (*+ х - X 2 4- £f) sin 2Xa + (x+> — x - ) X £ t cos 2Xa = 0. В остальном 
изучение асимптотики : решения задачи (1) — (4) в случае 7 = 1 проводится 
так же, как и для т > 1 . • ' 

Рассмотрим теперь вторую модельную задачу, отвечающую уравнениям 
(12)— (14) (при этом будем опускать индексы „ + " и я — " ) : • 

- v A ( y i ) v ^ ( y ) = ©(y). У € П Л ; . ( 1 9 ) 

Му\);г(У1. 0 ) = Ф 0 ( у 1 ) , А » ( У , ) ^ ( У Г , ' l)--.©i(yi), У 1 - > # - (20) 

Обозначим ч е р е з ' V ^ ' * ^ ) (А = 0, 2; 8 = 0 , 1 ; Р - ^ / ? 1 ) пространство функций 
в , наделенное нормой 

"где (р)̂  = (р + | р|)/2. Кроме того, пусть V^t12,h(JR, oo) — пространство следов 
при у 2 = 0 (или у 2 = 1) функций из Vffi" ( П л ) ; / > ().' 

Л е м м а 3. i) Пусть © £ к £ о (Щ), ®k £ К^о 1 / а , ' ° (/?', сх>), £ = 1, 2; / > 0 ; 
W—функция* из Wl(KR), удовлетворяющая (в о;бобщещщм.смысле) задаче 

(19), (20) и Ыакая, что 
1 •„ . " ' • ' • . • ' . « 

| ^ ( У И У ? ) ^ У 2 = 0 npuyx>R, ( 2 1 ) 
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Тогда Т ^ Г ^ ' . о ^ j и справедливо неравенство 

I W; К ™ (JiR+l) j < const {|| Г ; fl?i (П^)[| + (j©; V £ ° 0 (iy || + 
+ «©„; V£№°(R, оо)|| + | | © 1 ; V^'2'r(R, oo)\\\. • (22) 

i i ) к р о м е того, ©£ v£ 2 (П д ) , ©ft £ F ^ i / 2 (/?, oo), l>2, mo W£ К&т. 1 ( П д + 1 ) 
и имеет место оценка 

' [Wl Vitl\ ( П л + 1 ) I < const {« W7; V72 (Ц л ) || 4-1| ©; к£ ? (П^) || + 

+ ||©0; Vitll2'2(R, 0 0 ) 1 + 11©,; K ^ 2 ( / ? , c o ) | . ' 

Доказательство сформулированных утверждений в существенном известно. 
Оценка 

ly^W; .WlQlJlf const {J «7; ^Пнл)1 + |у?®;,;

;18(ПЛ)1 + 
| +. |УГ®ь; L%{R, ooJI + l y f © , , L2(R, oo)|i} (23) 

вытекает из неравенства Пуанкаре для функций, подчиненных (21): 

Г у2 fr+tf I OW ^ I2 ^ у > c o n s t С у 2 ( 1 1 + T ) j дегэд р rfy> 

J I ^ 2 I J 

Локальные коэрцитивные оценки решений задачи Неймана вместе с (23) при­
водят к (22). Утверждение 11) получается суммированием неравенств (22), при­
мененных к продифференцированным р раз по ух уравнениям (19), (20) 
(р = 0, 1,. . . , /). 

4°. Формальная асимптотика. Предположим, что правые части краевой 
задачи (1) —(4) допускают при г—>оо представления: 

fix) = | r-°«~2fq{b, logr) + o(r~°Q~*), x£KR; 

f(x)=%(y?) « +Tf±(yf,logy±) + o((y±) Q ) , у ± £ П д ; 
• • ?=i 

A, (*) = J; r~°«~P A± ? (log r) + о (г V P ) , r > # , p = 0, 1; 
. ?= i ~ . 

g И ' = = 2 (yff^g±(logУ?) + о((y±ГГ)1У1±>«» 
<z -i • • • 

которые можно почленно дифференцировать. В (24) Q любое натуральное 
число; \aQ}y=l — монотонно возрастающая последовательность положительных 
чисел без точек сгущения; коэффициенты fq (б, t), / ± (у, *), g±(*), (0 гладко 
(класса С 0 0 ) зависят от переменных 8 £ [ — а , а], у ^[Q, 1] и полиномиально от t. 

Формальное асимптотическое разложение решения задачи (1) — (4) с пра­
выми частями (24) будем искать в виде 

U A x ) ^ \ [ r ' " V ^ 1 о ^ ) ' - (25) 

х<г 
•; ' I t 

Здесь г»х(0, t) и w^(y, ^—-полиномы от i , коффициентамй которых служат 
гладкиефункции переменных «i «1 и у £[0, 1J. 
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Прежде чем найти уравнения, которым удовлетворяют w£ и vx, опишем 
множество Л показателей степеней г, у± в сумме (25). Оно состоит из поло­
жительных чисел, представимых в виде 

м 

^ = °ft + 5 + s 1 | l - T l + S2(l + T) + л»ТГ»* _ 
' ' т-Л 

где k, st-, М, пт произвольные целые неотрицательные, 0 < т т — числа из 
разложений (15) функций kf. Очевидно, Л не имеет точек сгущения. 

Подставим суммы (24), (25) в эквивалентные (1) — (4) соотношения (8) — (14) 
и приравняем слева и справа коэффициенты при одинаковых степенях г, yf_. 
Из (10), (14) получим 

- {(гд/дг)2 + д2/дв2\ г-* vx(B, log г) = r-^-2 fh ( Х ) (8, log r); 

mf r - x vx (± a , log r) = - 9lf r-* <x> ̂  w (+ a, log r ) - r {l) X 

. —<j —2+7 1 
X (gjfo (log r) + fit, i (X) (log r ) ) - r n (l) j / t <x> (y 2, log r) -

6 

- £ ^ 1 г Т Л ^ (26) 

,+ I Г " » ^ ^ Ao*,(x,*)Oogr). 

Здесь индекс / = 0 соответствует случаю т > 1, a у = 1 — случаю т < 1; 

" dr dr г (30 
натуральное число /С(X) подчинено неравенству 7 / < ( Х ) > Х ; числа Х(Х), [х(Х, А), 
/г.(Х), /(X), /га(Х, /г), п(Х) таковы, что X (X) = X — 11 — т | £ A , jx(X, £) = Х — у й — 
~ ( 1 - Т ) + € Л . 0

Й ( Х ) = Х ' аг<х) = X — (Т — 1 ) + , • o j B ( X ; f t ) = X - 1 f A - ( l - T ) + , e e W = 
= X — (1 — т ) + • Отметим, что если удовлетворяющих указанным равенствам 
натуральных чисел Л(Х), ЦХ), /га (X, Щ, п(\) не существует или X (X), ц (X,' £,)(£Л, 
то соответствующие слагаемые в (26) отсутствуют (такой же способ обозна­
чений принят и далее). 

Из (8) и (9) находим, что 

z±.{t) = vx (± а, 0 - < (0, 0 - Л£щ (0; { а»х* (У. 'О rfV = °- < 2 7 ) 
о 

Кроме того, в силу (12) — (14) имеем 

-Чд^Т <У». ^ У 1 ) = л - ^ ( у 2 , l o g y 1 ) - F ° x ± ( l o g y 1 ) ~ K i ' ± ( l o g y l ) + 

+ S ̂ y ^ i / r ^ ^ ( X ' f t ) ^ x . , ) ( y 2 . l o g y > ) + , 

+ / M X ) ( y 2 , l o g y l ) - [fh)&logy,)4;. • ft; (28) 
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dw£ , , 
Ч~г~ (<Л \ogyi) = Zt{q, l o g y , ) - F x 9 ' * (logy,), </ = 0, 1; 

где 

^ (у 2 , logy,) = ^ х± ' ^ • я ' ^ . * ) (У2. logy, ) , F x ± (logy,) = 

й=1 

К ^ ( ± « , logy,) ( logy,); F l ^ (logy,) = g± X ) ( l ogy 1 ) . 

В (27), (28) \ (X, k), 7|(Х, А ) , С(Х), р(Х), s(X) таковы, что £(Х, А) = X — -к — 2 £ Л , 
vj(X, А) = Х - Т й € Л , С(Х) = Х - 1 - т ^ Л , 0 p W = X ~ 2 , a s ( X ) - X ^ l ~ T . 

Существование решений уравнений (26) проверено, напр., в [3], а разре­
шимость обыкновенных дифференциальных уравнений (28) не вызывает 
сомнений. Таким образом, коэффициенты vx, w£ и zf в (25) последовательно 
определяются из (26) — (28). Эти функции полиномиально зависят от log г 
и logy± . 

З а м е ч а н и е 2. В силу второго равенства из (27) решенце задачи (28) 
единственно. Решение задачи (26) при X = ка/2а (а целое) определяется с точ­
ностью до слагаемого 6 а г - л а / 2 я Ф й ( 8 ) , где S a — произвольная постоянная, функ­
ции Ф а заданы формулами (18). Неизвестные постоянные 6 а однозначно опре­
деляются по правым частям уравнений (1) — (4) при оправдании формальной 
асимптотики (см. теорему 1). 

5°. Оправдание асимптотики. Основному результату данной работы— 
теореме об асимптотике решения задачи (1) — (4) — предпошлем следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 1. Предположим, что в соотношениях (8) — (14) v £ V'B

+2-1 (KR), 
€ Vitl\ (П д ) , где р > / + 1 - 11 - т | , / > 2. Тогда: 

i) если о > 0 , р — 1/2 > ц + / и g, ht^Vi\\^(R, oo), fZVfi.,.1,(ПД), mo 
имеют место включения . да* ̂ К ^ ' Д i ( K R ) , § = rain{o, р — p.— / — 1/2}; 

• И) если о > О, Р- + / > 1 — ( Y — 1) + , число р — / — 1 не кратно к/2а и 
1 

о 
то найдутся такие постоянные <39 6 Q , С, что 

V- 2 [^'^a%m. + jCbPt0\ogr}^vitl{(KR). (29) 

Здесь О < 8 < min {о, 11 — f | , р. + / — р + 1 4- (f — 1) + }; a, Q — такие же, как 
и в (17); Ф р — функции (18). 

Доказательство приведенных утверждений следует из лемм 3 и 2, а также 
из вытекающих из условий теоремы включений: 

_L D V "Л. ~\r \rl+V2'-l т r ^ \ r - \ r 1 - 2 

•i) - ± j b <yf. ± «) € J (Я, oo) cz i -(пЛ); 

' U) j - kf (г) ^ да* (r, 0) £ У £ ~ 1 1 / 2 , 1 (R, co)czVl~l12 ( K R ) . 
or dr 

З а м е ч а н и е 3. В формулах (17) и (29) содержится слагаемое jC0p log г. 
Так как log г ($W\(2; 0 ) , то в асимптотике решения задачи (1) — (4) этот 
член отсутствует. 

З а м е ч а н и е 4. При любых р и ^выполнено хотя бы одно из требуемых 
в теореме 1 неравенств; р — 1/2 > > + / или р + 1> Р — 1"— (т — 1)+ • 
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З а м е ч а н и е 5. Используя описанную в п. 4° процедуру компенсации 
i правых частей равенств (8) — (14), можно добиться выполнения сформулиро-
! ванных в теореме 1 требований на / , hm и g±.. 

Из приведенных в п. 2° и п. 4° построений, замечаний 3—5 и последова­
тельного применения утверждений теоремы 1 вытекает 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены, асимптотические представления (15) 
и (24). Тогда найдутся такие постоянные 6 0 . , 6 i , ••• (см. замечание 2), что 
для решения и задачи (1) — (4) будет справедливо включение 

где UT определена формулой (25), vx, да± > г ± — функции, подчиненные соот­
ношениям (26)— (28); 8, Т—произвольные положительные числа, / = 0,1, ... 
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О С * - А Л Г Е Б P A X 
С И Н Г У Л Я Р Н Ы Х И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В 

С Р А З Р Ы В Н Ы М И К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И Н А С Л О Ж Н О М К О Н Т У Р Е , I 

Обозначим С*-алгебру, порожденную одномерными сингулярными инте­
гральными операторами с разрывными коэффициентами на кусочно-гладком 
контуре Г , через eV\ (точные определения см. в § 1), а через е З Г — идеал 
компактных операторов. В этой статье перечисляются все классы эквива­
лентных неприводимых цредставлений алгебр я © - / / о / Г ; иными словами, 
речь идет об описании спектров и ( & / / < 2 % " ) Л указанных алгебр. Известно, 
что если коэффициенты и контур гладкие, то (в скалярном случае) алгебра 

1<Ж коммутативна, ее неприводимые представления одномерны я про­
странство максимальных идеалов можно отождествить с дизъюнктным объе­
динением двух экземпляров контура Г . Если же в коэффициентах или на кон­
туре появляются особенности, то алгебра &41<зУГ перестает быть коммутатив­
ной и описание спектра усложняется. 


