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Аппроксимация обобщенного нелинейного уравнения Буссинеска линейным 
уравнением смешанного типа. Пусть h = h(£,t) - уровень грунтовых вод в точке £ > О 
в момент времени t. Неустановившееся одномерное движение грунтовых вод со слабоизменя-
ющейся свободной поверхностью и водоупором z = До (О П Р И определенной его схематизации 
описывается обобщенным уравнением Буссинеска [1, с. 195] 

dah д 
dt at k{h - Ьо)*щ 

где а - водоотдача, к - коэффициент фильтрации, Н - напор в нижележащем водоносном 
пласте, ко - коэффициент фильтрации слабопроницаемого водоупора мощности Mo, w = 
= ui(£,£) - разность между инфильтрацией и испарением. Предполагается, что скорость WQ 
просачивания через водоупор задается формулой 

wo = (ko/M0)(H-h). (2) 

При горизонтальном водоупоре можно положить ho = 0, MQ = const. Если а и к посто­
янны, то уравнение (1) принимает вид 

dh к d2h2 

Решение уравнения (3) будем искать в классе функций h = h(£,t), имеющих непрерывную 
смешанную производную d3h/d£2dt. Любое решение уравнения (3) является решением сле­
дующего уравнения: 

32h d2hht 

Предположим, что ht — dh/dt в среднем прямо пропорциональна расходу 

i 
Э 

о 

грунтовой воды на прогнозируемое участие 0 < £ < / с постоянным коэффициентом 7 . Дру­
гими словами, пусть 

dh д 
J h(t,t)d£. (5) 
о 

С учетом (5) уравнение (4) приближенно можно аппроксимировать нагруженным урав­
нением 

d2h/8t2 = W{t)d2h/d£,2 + К - wot)/о, (6) 

где * ( * ) = / 0 ' М £ , * ) # . 
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Во многих задачах, связанных с гидрогеологическим прогнозированием при естественных 
и искусственных орошениях больших площадей можно положить, что 

k-y5'{t) « c\U - *Г s i e n (** ~ *)» ( 7 ) 

где т = const > 0, с = const > 0, ** - экстремальное время, когда расход грунтовой 
воды в слое 0 < £ < / достигает максимального значения, а затем падает до значения, не 
нарушающего экологию, зоны аэрации. 

В случае, когда напор Н в нижележащем водоносном' пласте не зависит от времени, 
dH/dt = 0 и dwo/dt = — (ko/Mo)dh/dt. Этому варианту в силу (6) и (7) соответствует урав­
нение 

d2h т . , ,d2h к0 dh 
— ^ . - С ^ . - ^ - ^ + ш, (8) 

Уравнение (8) на евклидовой плоскости точек (£, t) является уравнением смешанного типа: 
оно эллиптично при t > £*, гиперболично при * < t* и параболическое на критической линии 
t = £*. Заменой переменных 

у = £ - z = £/Vc 7 и(х,у) = h(xyfc,y + U) (9) 

уравнение (8) приведем к виду 

д2и . , {гпд2и ,ди ч />|ЛЧ -^ + *щпу.\уГ~2+Ь~ = НХ,у), (10) 

где Ь = к0/М0, f(x,y)=Wy(xy/c,y + U). 
На основании (5), (7) имеем 

I 

о 

откуда с учетом (9) вытекает 

а 

— J u{x,y)dx = А\у\тsigny; (11) 
о 

здесь использованы обозначения а ~ уД/с, А = —у/с/(к^у). Для уравнения (10) условие (11) 
является условием типа условия Самарского [2, с. 140]. 

Итак, уравнение смешанного эллиптико-гиперболического типа (10) с нелокальным услови­
ем (11) является линейной математической моделью неустановившегося плоскопараллельного 
движения грунтовых вод со слабоизменяющейся свободной поверхностью и со слабопроница­
емым горизонтальным водоупором. 

Введением новой независимой переменной 

v = иехр(Ьу/2) (12) 

уравнение (10) и условие (11) приведем к виду 

sign у • \y\mvxx + vyy - {b2/A)v = / (я , у) ехр(6 2у/4), (13) 

а 

|-е-ь^2 J v(x, y)dx = А\у\т sign у. (14) 
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Если горизонтальный водоупор ho — 0 непроницаем (К = 0) или имеет большую мощность 
КО/MO 1, то в (12)—(14) можно положить 6 = 0. Тогда (14) совпадет с (11), а уравнение (13) 
примет вид 

8igny-\Y\MVXX + Vyy = f(X,Y), 0<Х<А. (15) 

Поиск граничных условий для уравнения (15). Решением (точным или приближен­
ным) уравнения (15) должно быть любое решение уравнения (3) с WQ = 0, т.е. уравнения 
adh/dt = (k/2)d2h2/д£2 + ги, которое, следуя A.M. Нахушеву [3], аппроксимируем нагружен­
ным дифференциальным уравнением 

K5(T)d2h/d£2 = 2A5'(T) - 2LW. (16) 

Введем в рассмотрение коэффициент уровнепроводности, который определим формулой 

КИ = KS(T)/{AL) *=> 5{t) = al/{k)KU. (17) 

Любое решение h(£,t) уравнения (16) представимо в виде 

С 

k6(t)h{G,t) =A8'e-2L j (^fiHebtJdfi+Ai^K + SiW, (18) 
о 

где A\(T) и BI(t) - произвольные непрерывные функции. 
Из (18) после применения к обеим его частям операции интегрального осреднения по 

£ Е [0,/] получим 

I ? 

K5\T) = A-*F^-2I J dey^-fOtoKi.tjdei + ^ ^ + B i W i . (i9) 
о о 

Физически обосновано задание одного из следующих условий [3]: 

Л(/, t) = <p(t), 0<T<T] dh/dZ\s=i = I/>(t), 0 < t < T, (20) 

где Т - расчетное время, (p(t) и IJ)(T) - заданные непрерывные функции временного сег­
мента [0, Г] . В частности, </?(£) может означать уровень воды в дренажной системе в момент 
времени T. Второе условие (20) задает закон изменения уклона потока грунтовых вод в точке 

С учетом первого условия (20) из (18) имеем 

AS'{T)L2 = KS(T)<P{T) + 21 j{L - ь *Ki - AX{T)L - BI(T). (21) 

о 

Подставляя значение S'(T) из (21) в (19), получим 

k6(t) - - -
I 

= \LJ(/-£iM£i,tRi-2 fd£J^-^WI^DI^-LA^ + ^BXIT). (22) 
о 

Из (19) и (22) находим 

/А 1 (*)/2 + В1(«) = Фц(«';<), и1(*)/6 + 2В 1(*)/3 = Ф м (« ; ;* ) > (23) 

где Ф1Л(иг,4) = (K/L)S2(T)-A(L2/3)6'(T) + 2J^J0H^-^)w(^,T)D^, Ф2«(и;;*) = 

-а/зм*)] - 2(I/3) J0

L(I - * K i + 2 / 0 '« / 0 ' (е - eiM^i, 
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Определитель системы (23) отличен от нуля и единственное ее решение определяется так: 

lAx(t) = 4<f>15(w;t) -№2s(w]t), =ЗФ2^(и;;*) - Ф ^ ( и ; ; « ) . (24) 

Легко видеть, что 
$iS(w\ t) = Ф«(0; t) + Фго(^; t), i = 1,2. (25) 

Из (18), (24), (25) заключаем, что наряду с первым условием (20) условие Самарского 
/i(£,£)d£ = /i(t), где /j,(t) - заданная положительная функция из С^О,*], является доста­

точным для однозначного определения Л(£,£). Это единственное решение задачи (16), (20) 
задается формулой 

*«'4) - т 
, 4*i„(»>;<)- 6Ф 2„(».;() 

(26) 

В силу (7) можно считать, что lcy[6(t) - 5(f #)].= с ft \U — r|msign(t 3 | e — r)dr = (c/(m + l)) | i -
—tf*|m+1 sign(£* — t). Следовательно, допущение (7) дает основание приближенно записать, что 

Согласно (17), задание означает, что коэффициент уровнепроводности однозначно опре­
деляется отношением а/к. 

Из соотношений (27) вытекает, что в качестве граничного условия естественно задавать 
условие 

h(^U)d^S,=S(U). (28) 
о 

Согласно (27), (28), в нелокальном краевом условии в качестве \i можно взять функцию 

(га + l)jk (га + l)jk 

Задача с данными на всей границе прямоугольной области для уравнения Лав­
рентьева-Бицадзе. Рассмотрим уравнение (10) в случае, когда га = 0, 6 = 0, /(ж, у) = 0 в 
прямоугольной области f i : 0 < я < а, — а < у < /3. Уравнение Лаврентьева-Бицадзе 

sign у -ихх + иуу = 0 (30) 

описывает динамику грунтовых вод, когда горизонтальный водоупор является непроницаемым 
и инфильтрация на единицу площади в единицу времени равна нулю: w(£,t) = 0 (или близка 
к нулю). 

Гиперболическая часть П~ смешанной области О, совпадает с квадратом ABCD. Диаго­
нали АС : х + у = 0, DB : х — у — а этого квадрата являются характеристиками уравнения 
(30). Они делят £1~ на четыре треугольника: Ai с основанием АВ и со сторонами АЕ,ЕВ\ 
А 2 со сторонами ВС, СЕ, ЕВ] A 3 идентичен треугольнику CED\ А 4 - треугольнику ADE. 
Уравнение (30) эллиптично в области f i + = {(ж, у) : 0 < х < а, 0 < у < /3}. 

При га = 0 условие (11) принимает вид 

а 
д Г 

— J u(x,y)dx = /i = А, -а < у < /3, (31) 
о 
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а первое условие (20) переходит в условие 

и(а,у) = Ф а(у), ~а<у <р. (32) 

К условиям (31) и (32) присоединим условия 

и(х, - а ) = h\(x), и(х,(3) = Ii2(x), 0 < х < а. (33) 

Пусть в точке х = 0 во все момедты времени от у = —а до критического у = 0 ведется 
наблюдение (например, в автоматическом режиме) за динамикой грунтовых вод. Тогда с до­
пустимой погрешностью условие (31) можно заменить смешанным (нелокальным при у > 0 и 
локальным при у < 0) условием 

а 

— j u(x\y)dx = IX \/уе [0,/3], и(0,у) = Ф 0(у), - а < у < 0, (34) 
о 

где Фо(у) - динамика грунтовых вод в точке х = 0. Итак, мы пришли к следующим задачам. 
Задача 1. Найти регулярное в f)+L)£2~ решение уравнения (30) из класса C(fl+) UC 1(fi), 

которое удовлетворяет условиям (31)—(33). 
Задача 2. Найти регулярное в Г2+1Ш~ решение уравнения (30) из класса С(й+)иСг(£1), 

которое удовлетворяет условиям (32)-(34). 
Эти задачи для уравнения Лаврентьева-Бицадзе являются качественно новыми. 
Рассмотрим вначале решение задачи 2. Пусть существует решение задачи 2 и и(х,0) = 

= т(#), иу(х,0) = v(x), 0 < х < а. Точки ZQ = (#, 0), z\ — (а,х — а), £2 = (а — #5 —а)5 = 
= (0, —ж) лежат на вершинах характеристического четырехугольника. Поэтому на основании 
(32)-(34) и теоремы о среднем значении [2, с. 165] для одномерного волнового уравнения можно 
записать т(х) + h\(a — х) = Фа(х — а) + Фо(—ж), в силу чего функция и(х,у) в области 
f i + должна определяться как решение следующей нелокальной задачи для гармонических 
функций. 

Задача 3. В области f i + найти регулярное решение и — и(х,у) уравнения Лапласа 

и х х + и у у = 0 (35) 

из класса C ( U + ) , удовлетворяющее условиям 

и(х,0) = т(х), и(х,/3) = h2{x), 0 < я < а, и(а, у) = Ф а(у), 0 < у < /3, (36) 

а 

— у y)cte = /i, 0 < у < /3, (37) 

где 
г (ж) = Фо(-я) + Ф а(^ - а) - /ii (а - х). (38) 

Решение задачи 3 будем искать в классе функций, обладающих тем свойством, что ихх 

суммируется по х на [0,а] для любого у Е]0,Т[. Тогда из (37) имеем 0 = JQ uyy(x)y)dx = 
= — uxx(x,y)dx = ux(0,y) — w x(a,y), т.е. любое решение u(x,y) задачи 3 должно удовле­
творять условию их(0,у) = их(а,у). 

Как следует из (36), (38), условие Фо(—a) = hi(0) является необходимым условием разре­
шимости задачи 3. Последнее условие - следствие равенства Ф а(0) = т(а). 

Для демонстрации метода Фурье решения задачи 3 рассмотрим случай, когда а = /3 = 1, 
Фв(у) = 0, М*)=о. 

Итак, пусть требуется найти регулярное вобласти П + = {(х,у) : 0 < х < 1, 0 < у < 1 } 
решение и(х,у) уравнения (35) из класса C(f t + ) такое, что их (Е С(0 < ж < 1 , 0 < у < 1 ) и 

гх(ж,0) = т(ж), 0 < х < 1, г*(1,у) = 0, 0 < у < 1, (39) 
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их{0,у)-их(1,у)=0, 0 < у < 1, « (а ; ,1 )=0 , О < х < 1. (40) 

Найдем класс нетривиальных решений задачи (39), (40) для уравнения (35), представимых 
в виде и(х, у) = U(x)V(y). Подставляя это выражение в (35) и принимая во внимание условия 
(39), (40), получим 

U"{x) + XU{x) = 0, 0 < х < 1 , £7(1) = 0, U'(0) = U'(l), (41) 

V"(y)-\V(y) = 0, V(1)=0. (42) 

Введя новые переменные 
X{t) = U(x), я; = 1 — *, (43) 

задачу (41) запишем в виде 

X"(t) + XX(t) = 0, 0 < t < 1, Х(0) = 0, Х'(0) = Х'(1). (44) 

Известно (см. [4, 5]), что числа А^ = (2irk)2, к = 0 ,1 , . . . , и функции Хо(£) = J, X2k-i(t) = 
= tcos(27tkt), X2k(t) = sin(27RA;t) соответственно являются собственными значениями, соб­
ственными и присоединенными функциями задачи (44). 

Следовательно, связь (43) позволяет утверждать, что система собственных и присоединен­
ных функций задачи (41) задается следующим образом: 

UQ(X) = 1 — Ж, U2k-i(x) — (1 ~~ х ) cos(27r&a;), U2k{x) = — sin(27rA;x). (45) 

Пусть У0(г) = 2, Y2jb-i(*) = 4сов(27ГЛ<), Y 2 F C (T) = 4(1-T)SIN(27RFCT), fc = 1 , 2 , с и с т е м а 
собственных и присоединенных функций задачи У"(£) + XY(t) = 0, У(0) ~ У(1), = 0-
Отсюда после замены t = 1 — х получаем систему собственных и присоединенных функций 
VQ{X) = 2, v2k-i(x) = 4cos(2?rA;a;), V2k{x) = — 4#sin(27rA;:z;), fc = 1,2,... , задачи, сопряженной 
задаче (41). 

По условию т(х) £ С[0,1]. Из базисной системы (45) следует, что функцию т(х) можно 
разложить в биортогональный ряд [4, 5] 

оо 

Т{х) = T0Uo(x) + J2[T2kU2k{x) + T2k-lU2k-\{x)}, (46) 

где т 0 = (r,vo)o, ^2fc = (T,V2Jb)o» r2Jb-i = (TJV2ifc-i)o. Здесь (-,-)o означает скалярное произве­
дение в 1/2 [0,1]. 

При А > 0 общее решение уравнения (42) имеет вид V(y) = C\c)i{y/Xy) + C2sh(\/Ay), 
где Сi и С2 - произвольные постоянные. Потребовав, чтобы V(y) удовлетворяло условию 
V(l) = 0 и дополнительному условию V(0) — 1, получим 

F(y) = зЦуДу) - th(\/A)ch(v/Xy). (47) 

Отсюда при А = А& = (27г&)2, к = 0 ,1 , . . . , получаем следующую систему функций, удовле­
творяющих задаче (42): 

Vo{y) = 1 - У, ЫУ) = sh(27rfcy) - th(27r/c)ch(27RFCY), А: = 1,2,... (48) 

Решение задачи (39), (40) для уравнения (35) будем искать в виде ряда 

оо 

и(х,у) = rQU0{x)Vo(y) + YyT2kU2k(x)Vk(y) +T2k-\Vk(x,y)], (49) 

где 

ик(х,у) = U2k-i{x)Vk(y) - 2VxkU2k{x)zk{y). (50) 
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Непосредственным вычислением, как и в случае уравнения теплопроводности [4, 5], мож­
но убедиться в том, что функция и(х,у), задаваемая формулой (49), (50), будет решением 
уравнения (35) и будет удовлетворять условиям (39) тогда и только тогда, когда 

**(0)=0 , zk(l)=Q, (51) 

4 , ( y ) - W v ) = -V*(y). (52) 
Действительно, пусть ик(х,у) = T2kU2k(x)Vk(y) + г2к-1Щ(х,у). Легко видеть, что 

Д«* = r2k[U^(x)Vk(y) + U2k(x)Vk"(y)} + vae-i[UZk-.l{x)Vk{y)-

~2V\kU^k(x)zk(y) + tf2fc_i(aOV*"M - 2у/\ки2к(х)г'кШ 
Отсюда в силу свойств систем функций (46) и (48) получаем 

Аик{х,у) = r 2 i b - i [ ^ ( ^ 2 J b - i + bkU2k-i)-2y/\kU2k{4 - А***)], Щк_х +-\kUik-i = -2л/\ки2к. 
(53) 

Поэтому AUFC = -2r 2 A : -LV / AA;b r 2A:[^ + 4 ' ~" = °- И з ( 5 3 ) следует (52). 
Поскольку функция т(х) Е С [ 0 , 1 ] П С 2 ] 0 , 1 [ и представима в виде (46), то легко видеть, что 

функция (49) удовлетворяет условиям (39), (40). Из (49) имеем lim иу == и(х). = —TQUQ(X) + 
у—>+о 

+ Т,к=ЛУкЩ[т2ки2к(х) +r2k-1U2k-i(x)}-2VX'kr2k^U2k(x)z'k(0)}. 
После того как найдены г(х) и v(x), решение и(х,у) задачи 2 в области А\ определя­

ется как решение задачи Коши и(х,0) = т(х), иу(х,0) = v(x) для одномерного волнового 
уравнения 

V>yy = = 11хХ' (54) 

Это решение имеет вид и(х,у) = (т(х + у) + т(х - у))/2 + (1/2) f*** v(t)dt, поэтому в силу 
(38) легко видеть, что и(х/2,-х/2) = Фо(я), u((l + x)/2,(x-l)/2) = 0 < х < 1, где 
2Ф 0(х) = т(0) + т(д?) + / 0 *1/(*)Л, 2Ф!(х) = г(1) + ф ) + £ г(0) = Ф0(0) + Ф 1 ( - 1 ) -
- / ц ( 1 ) , г (1) = Ф 0 ( -1 ) + Фх(0) - М О ) . 

Решение задачи 2 в областях А 2 и А 4 соответственно определяется как решение задачи 
Дарбу 

и((1 + я)/2, (х - 1)/2) = Ф ф ) , 0 < х < 1, гх(1, у) = Фх(у), - 1 < у < 0, 

и(х/2,х/2) = Фо(ят), 0 < х < 1, и(0,у) = Ф 0(у), - 1 < у <.0, 
для уравнения (54). В области Д 3 искомое решение и(х,у) совпадает с решением задачи 
Гурса с данными на характеристиках ED, ЕС для уравнения (54). 

Предложенный в работе [5] метод позволяет исследовать на разрешимость более общую 
задачу, когда второе условие (39) и первое условие (40) заменены следующими условиями: 

ацих(0, у) + ai2ux(l, у) + Ъци(0, у) + bi2u(l, у) = 0, г = 1,2. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (проект 00-01-00311). 
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