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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящая работа является продолжением статей Н. М. Ос-
тиану, Н. Д. Полякова [13], Н.'М. Остиану, Р. Ф. Домбровско-
го, Н. Д. Полякова [12], опубликованных в «Проблемах гео­
метрии» (Тома 11, 13). В данной работе приводятся резуль­
таты исследований, приведенных автором и другими 
исследователями, относящихся к изучению М(<-)-антиинвари-
антиых и антиинвариантных подмногообразий в многообразии 
почти контактной структуры и в многообразии метрической 
почти контактной структуры. 

Понятие антиинв-ариантных подмногообразий было введено 
для многообразия метрической почти контактной структуры. 
Понятие N (о) -антиинвариантного подмногообразия, введенное 
в настоящей работе, обобщает известное понятие аитиинвари-
аитного подмногообразия (см. § 2). 

Изложение осуществляется единым инвариантным аналити­
ческим методом, основанным на теории полей геометрических 
объектов [1], [3], [4]. 

Статья состоит из пяти параграфов. §1 носит вводный ха­
рактер. § 2 посвящается исследованию N (о)-антиинвариант-
пых подмногообразий в многообразии почти контактной струк­
туры. В § 3 рассматриваются некоторые вопросы геометрии 
антиинвариантных подмногообразий в многообразии метриче­
ской контактной структуры §§ 4—5, носящие обзорный харак­
тер, посвящены антиинвариантным подмногообразиям в много­
образии Сасаки iW„+i(<j>iT)G). 

На протяжении всего изложения индексы будут приобре­
тать следующие значения: /, К, L,...—l, 2 , . . . , n + 1 ; a, b, 
с , . . . = 1 , 2 т; а, т, р , . . . = т+\,- m + 2, . . . , n + 1 ; А, В, 
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С,. . . =m + l, m + 2 , . . . , n+\, n + 2; P, Q, -R,... = 1 , 2 , . . . , m, 
n + 2; p, q, r,... = 1 , 2 . . . - , m—\\ au Pi. yh . . . , = /n+1 - - ., rn+ 
+ p.;_a2,J2, ?2, ••• = / n + p + 1 , . . . , n + 1 ; u, v, - . . -=2m + 2, . . . . « + 
H- 1; a, p , . . . ~m, m+l, . .., n + 1 . 

Автор выражает глубокую благодарность Н. М. Остиану за 
помощь, оказанную при написании настоящей статьи. 

§ 1. ПОДМНОГООБРАЗИЯ М т , ПОГРУЖЕННЫЕ 
В ПОЧТИ КОНТАКТНОЕ МНОГООБРАЗИЕ 

1. Пусть задано (/г+1)-мерное гладкое дифференцируемое 
многообразие Мп+1. Локальные координаты текущей точки х 
некоторой окрестности U обозначим х1. Над окрестностью U 
построим касательное расслоение T(Mn+i) и будем считать, что 
в каждой касательной плоскости Тя(.Мп+1) введен векторный 

—> 
репер е-, 

Над каждой окрестностью U введем формы 
и7 — xf

KdxK, 
которые будем называть структурными формами многообразия 
•М„+1. Известно [5], что при помощи форм со7 над окрестностью 
U можно построить последовательность форм а!

к, Й [ Л , . . . , 
обладающих расслоенной структурой [4] по отношению к фор­
мам о/. 

Будем считать, что исследуемое многообразие М,ыЛ (n~-==2q) 
оснащено почти контактной структурой со структурными объек­
тами ф, | , т} (см. [1], гл. III). Компоненты структурных объек­
тов удовлетворяют следующим конечным соотношениям [1], [27]: 

Ф ^ = ~ б 1 + ^ ^ -
Ф ^ = 0, Ф ^ Т 1 / = 0 , 1 4 = - • (1.1) 

Дифференциальные уравнения полей геометрических объектов 
Ф, £,, т], соответственно, имеют следующий вид: 

dK ~ СРК + ч£ т£ = с р .>£ • (1 • 2> 
d f + ¥а>1 = 1№, (1.3) 

d ^ — ir-rcof — T i ^ . (l.4> 
Если же на М,.+1 введена положительно определенная 

риманова метрика G такая, что 
Gir<y<Lq>% = QiM-nL4M, 

G z ^ — ri,, ( L 5 ) 

то многообразие Мп+1 со структурными объектами ер, <=, ц, G 
называется многообразием метрической почти контактной 
структуры [1]. 

2. В многообразии Мп+Х почти контактной структуры (cpS-ii) 
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зададим m-мер нее 'Подмногообразие Мт 'параметрическими диф­
ференциальными уравнениями вида: 

ю - Л £ е - , (1.6) 
где 6'—-структурные формы многообразия параметров Sm 
(см. [13], § 2, п. 1). В каждой точке х£Мт касательная плос­
кость Тх(Мт) поверхности Мт определяется системой, га-ли-
нейио независимых векторов 

Aa = Afa7r. (1.7) 
Функции {Лд} образуют фундаментальный объект первого 
порядка подмногообразия Мт, присоединенный к группе 
Dn+\XGL(m, R). Поле фундаментального объекта {л£} опре­
деляется следующими дифференциальными уравнениями: 

dAra-AlBa
b + /£uIK = Ar

a6Q
l>, (l-8> 

где 0а
ь —инвариантные формы группы GL{tn,R). 

Оснастим поверхность Мт в многообразии Мп+Х полем нор­
малей, т. е. в 'каждой точке х&Мт зададим {п—/п+1)-мерную 
плоскость Nx(Mm), проходящую через эту точку, но не имею­
щую с касательной плоскостью Тх(Мт) общих направлений. 
в точке х. 

Плоскость Nx(Mm) в каждой точке х&Мт определим систе­
мой (и—m+l)-линейно независимых векторов! 

Ne = N'c~ei. (1-9) 
Дифференциальные уравнения оснащающего поля имеют вид: 

dNt
0-Nl

xbx
a + NWK=N,

mW\ •(-•-0)-
где ^ — инвариантные формы группы GL(n — m-\-\, R). 

Поле Nx(Mm) будем называть нормально оснащающим полем.. 
Матрица, построенная из компонент Ш и {/V}, имеет ранг 

* * 
(n+1) и позволяет ввести «обращенные» объекты {Л} и {N}. 
такие, что выполняются следующие соотношения (см. [13], § 5): 

Л^Л7 = 0, / V ^ — o g , (1-И) 

Л ^ + Л-^лЬ-.б?. 
3. Ii. M. Остиану в соавторстве с автором настоящей работы 

в статье [13] доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а (Основная теорема) (см. [13], § 5). Если по­

верхность Мт, погруженная в дифференцируемое многообразие 
Мп+Х почти контактной структуры (ср.;т]), нормально оснащена 
полем плоскостей Nx(Mm), натянутых на векторы N„, то на Мт 
естественным образом возникает (fgrip)-структура ранга т и 
кора иг a (n—m+2). 
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Структурными объектами индуцированной (/j-1-p)-структуры 
на Мт являются следующие геометрические объекты: 

/ Л a»A = {a?,«iB+2)}, П — К-1/(Л+2)}, 
РЙ = {Р?' РГя+2)' Р^ 2 ) . РЙ5] = °}' 

которые определяются из разложения векторов фЛа, 4>Na, £ 
no базисным векторам {AaN0} в Гх(Мп+1): 

4>ka = fabA-b + Ur
aNT, 

b 
l = V(n+2)A-b 

а также по формулам: 
Р^Л--' 

„(п+2) 
lib 
Р0 

- r i /Ai , 

0.12) 

(1.13) 

(1-14) 

(1.15) 
(1-16) 

Очевидно, компоненты структурных объектов fb
a, и,ь,Ув, 

р^ удовлетворяют следующим конечным соотношениям (см. 
113], § 5): 

hbfbe=-bae + Ve
Aut 

fab<- AiiB 
•РвЩ В" a* 

•PAVB, 
(1.17) 

РЛР.З= - 6.4 + VAUO. 
4. Почти контактная структура на Мп+1 также индуцирует 

(fgrip)-структуру в нормальном расслоении N(Mm) поверхности 
Мт. Докажем следующую теорему. 

Теорема. В нормальном расслоении N(Mm) поверхности 
Мт, погруженной в ПОЧТИ контактное многообразие -Mn+1(<p|ri), 
индуцируется (fgi-p)-структура ранга (n-m+1) и коранга 
(т + 1). 

Для доказательства этой теоремы введем следующие 
обозначения: Vp

a = {V%, р<"+2>}, a£={«Z- -р?,,^,}, 
U ~^+ 

^(«+2) 0 
При таких обозначениях конечные соотношения (\. 17) примут 
следующий вид: 

•K + V№, PlV^-fQVlP^Q = -rQu^ (1.18) 

/£— 

Т D 

(R JP /£/£==-6S+W. 
из которых и следует справедливость вышеуказанной теоремы. 

B случае, если объемлющее пространство Жп+1 снабжено 
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метрической почти контактной структурой (ф-^О), то на Мт 
индуцируется метрическая (Дг]р)-структура (см. 13, § 5) со 
структурными объектами fb

a, u£, VB, РВ> а также объектами. 
gab~GlKk'ak$, (1.19) 
g m = G w A X , (1-20) 
gar = GIKNr

aNl (1.21) 
Структурные объекты метрической (Дт1р)-структуры удов» 

летворяют соотношениям (1.17), а также конечным соотноше­
ниям: 

-• gac/b'+gbcfa' + gtaUi + gtoUZ^O, 

2- g-0-tpp + g-pOpt + gr{tau}61/p + g'p»Vr? = O, 

3. gcdfaCfbdJrg^fb
dK + gcofaCKJr 

+ gorKUl = gab-U^Ub"+V, 

4- ЙГаРР?Р1-^Р|К*--^р.У|+ (1.22) 
i n . 1/*1/с-— о- .-.(й+2) (n+2) 

5. g f l 6 l /r„+ 2 ) - gftaPr«+2) - tfi"+2) = ° • 
6 - gabVr — gxoUa — gaapT,—gbrfa

b = 0, 
•7 (n+2) -ira x 
'• 9a ==gaav (и+2) — gVtP(л+2). 

В нормальном расслоении N (Mm) поверхности Mm, погру­
женной в метрическое почти контактное многообразие М„+1. 
также индуцируется метрическая (Дт]р)-структура. Структур­
ными объектами этой структуры являются следующие объек­
ты: Va, tlQ, /Q, p?, gab, gaa, gat-

§ 2. ЛГ(0)-АНтИИНВАРИАНТНЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ 
В ПОЧТИ КОНТАКТНОМ МНОГООБРАЗИИ 

1- В дальнейшем будем рассматривать подмногообразие Мт 
в Mn+i почти контактной структуры (Ф.-Т1) такое, что т < 
< - j + 1 . В этом случае поверхность Мт допускает оснащения 
полями ст-параметрических пучков N(a), плоскостей Nx, раз­
мерности (п—т + 1). Размерность р оси каждого пучка равна 
т или (т—1) и а—п—р. 

Понятие антиинвариантных поверхностей было введено в 
работах [24], [34] для метрических почти контактных много­
образий. 

О п р е д е л е н и е 1 [24], [34]. Поверхность Mm, вложен­
ная в многообразие Mn+i метрической почти контактной струк-
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туры (cp£iiG), называется антиинвариантной поверхностью, ес­
ли образ касательной плоскости Тх{Мт), полученный под дей­
ствием структурного аффинора ф, в каждой точке хвМт 
принадлежит ортогональному дополнению ТХ(Мт)-- плоскости 
Тх(Мт). 

В дальнейшем поле нормально оснащающих плоскостей 
7...(Мт)-- поверхности Мт, ортогональных касательной ПЛОСКО­
СТИ Тх(Мт), будем называть полем ортогонально оснащаю­
щих плоскостей. Расслоение ортогонально оснащающих 
плоскостей поверхности Мт будем обозначать через N(Mm)x. 

З а м е ч а н и е 1. В ортогонально оснащающем расслоении 
антиинвариантной поверхности Мт естественно выделяется под-
расслоеиие с р-мерными слоями <рТх(Мт). 

Понятие антиинвариантной поверхности допускает обобще­
ние; во-первых, обобщение, когда многообразие Мп+1 снабжено 
неметрической ПОЧТИ контактной структурой, и, во-вторых, 
когда поверхность Мт нормально оснащена пучком нормалей 
N(a) с общей осью ц>Тх(Мт). 

О п р е д е л е н и е 2. Подмногообразие Мт в многообразии 
почти контактной структуры ((p£i") будем называть подмного­
образием, антиинвариантным относительно поля пучков нор­
мально оснащающих плоскостей N(a), если образ касательной 
плоскости Тх(Мт), полученной под действием структурного аф­
финора ф, совпадает с осью пучка нормалей Nx(a). 

Такие подмногообразия в Л1п+1(<р|т]) будем называть 
N (а)-антиинвариантными подмногообразиями. В этом случае 
поверхность Мт оснащена полями •сг-параметрических пучков 
N(a) с общей осью уТх(Мт). 

Если в многообразии Мп+1 введена метрика G, согласован­
ная с (ф|т))-структурой, т. е. если многообразие Mn+i являет­
ся метрической почти контактной структурой, то относительно. 
этой метрики <рТх(Мт) ортогональна Тх(Мт). При этом 
ортогонально оснащающая плоскость Тх(Мт)± в каждой точке 
х£Мт принадлежит пучку нормалей Nx{a), т. е. содержит 
его ось. Следовательно, поверхность Мт антиинвари-
антная в смысле определения 1. Таким образом, понятие 
N (or)-антиинвариантности обобщает понятие антиинвариант-
ности. 

Определение 2 можно обобщить на случай распределения 
линейных элементов в многообразии почти контактной струк­
туры, т. е. можно ввести понятие /-/(с^-антиинвариантных рас­
пределений. 

О п р е д е л е н и е 3. Распределение m-мериых линейных эле­
ментов Л в многообразии -почти контактной -структуры 
Л-п-и(ф|г1) (.̂ i=-.-S— + 1) будем называть .распределением, анти-
инвариантным относительно поля пучков нормально оснащаю­
щих плоскостей N(cr) (N(or)-антиинвариантным распределени-
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ем), если образ элемента Л.-, полученный ПОД действием аффи­
нора ф, совпадает с осью пучка нормалей Nx(a). 

Из определения 2 следует, что размерность N(a) антиинва-
риантной поверхности Мт в Мп+Х не превышает 2~+l> a ось 
яучка нормалей Nx(a) в каждой точке xQMm, всегда принадле­
жит элементу распределения ц, 

Известно, что под действием структурного аффинора <р 
касательная плоскость Тх(Мт) поверхности Мт преобра­
зуется в плоскость <рТх(Мт) размерности т или (т + 1), 
причем размерность фТ-.(Мт) равна (т—1) тогда и только 

—> 
тогда, когда структурный вектор | к 'принадлежит плоскости 
Тх{Мт) в каждой точке х&Мт. Следовательно, справедливо 
следующее утверждение. 

Утверждение 1. Если размерность N (о)-антиинвариант-
ной поверхности Мт в УИ,г+1(ф|г|) максимальна, т. е. г?г==--5 + 1, 

—> 
то в каждой точке х£Мт структурный вектор | ж лежит в каса­
тельной плоскости Тх(Мт). 

Аналогичное утверждение для антиинвариантной поверх­
ности Мт в ykfn+1^gr|G) доказано в работе [37]. 

Замечание 2. В случае, когда т — — + 1, в каждой точ­
ке хвМт пучок нормально оснащающих плоскостей Nx(o) вы­
рождается в плоскость ц>Тх(Мт), т. е. а —0. 

Замечание 3. В случае, когда т==—•+ 1, в метрическом 
почти контактном многообразии Мп+1 (Ф^С?) понятия N (о)-
антиинвариантной поверхности и антиинвариантной поверхно­
сти совпадают. 

Следовательно, в случае /те —-—+1, в метрическом почти 
контактном многообразии М„+1 (ф|т]Сг) геометрия N (ст)-антиин-
вариантных поверхностей и антиинвариантных поверхностей 
совпадает. 

У т в е р ж д е н и е 2. В M,.i-i(сР£т1) любое одномерное под­
многообразие, касательный вектор которого не коллинеарен 
вектору £, N (а)-антиинвариантно. 

Действительно, в силу свойств структурного аффинора ф, 
—>• — > 

вектор <$Х не коллинеарен вектору X для любого вектора 
Х£ГХ (Мя+1), отличного от структурного вектора £. Следова­
тельно, одномерное подпространство, натянутое на вектор фХ, 
можно принять за ось пучка я-мерных нормалей Nx(a). В этом 
случае a = ti—\. 

2. С точки зрения взаимного расположения касательной 
плоскости Тх(Мт), структурного вектора 1.* И ковектора г\х в 
Мга+1(Ф|;11), различаем три типа поверхностей Мт: 
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1. Гх(Мт)Фъ и 1хЬТх{Мт)\ 
2. ZeTx(Mm); 
3. Тх(Мп)ацх. 
З а м е ч а н и е 1. Поверхности первого и второго типов яв­

ляются касательно г-оснащенными [2]. 
Роль касательно оснащающего пространства играет (m—1)-

мерная плоскость Л* — плоскость .пересечения касательной пло­
скости Тх(Мт) с элементом распределения in-,. 

З а м е ч а н и е 2, Из формул (1-14) — (1.15) следует, что для 
поверхностей типа 1 справедливо: 

И,„+2,_40, Р?я+2)=И-0; (2.1) 
для поверхностей типа 2: 

PW-> = 0' W 
а для поверхностей типа 3; 

и(я+2) = 0. (2.3) 
З а м е ч а н и е 3. Если поверхность Мт — типа 2, то сг-па-

.раметрический пучок нормальных плоскостей Nx (а) поверхно­
сти Мт содержит плоскость, проходящую через структурный 
вектор ~%х, а также плоскость, принадлежащую гиперплоско­
сти х\х. Если поверхность М„г — типа 2, то пучок Nx(a) содер­
жит плоскость Nx, принадлежащую плоскости т\х. Если же 
поверхность Мт — типа 3, то пучок Nx(a) содержит плоскость, 
проходящую через вектор \х. 

З а м е ч а н и е 4. Размерность оси пучка нормально осна-
щаюших плоскостей N (а) 'поверхности Мт ра.вна т для по­
верхностей типов 1 'и 3 и равна (m—1) для поверхностей типа 2. 

Выясним вопрос о существовании Л^(а)-антии,нвариантных 
подмногообразий Мт в многообразии почти контактной структу­
ры Mn+i(cp.-r]) для всех трех типов поверхностей. Для этого 
введем понятие Л^сО-антиинвариантаых подмногообразий в 
многообразии почти комплексной структуры как обобщение из­
вестного понятия анткинвариантиого подмногообразия в .почти 
эрмитовом многообразии [21], [32], [34] — [36]. 

Пусть Мт — многообразие почти комплексной структуры со 
структурным объектом F (F2=—1) [1]. 

О п р е д е л е н и е 4. Подмногообразие Мт в многообразии 
почти комплексной структуры Мп (п>2т) будем называть под-
многообразием, антиинвариантным относительно поля пучка 
нормально оснащающих плоскостей Nx(a) (N(cr) -антиинвари­
антным подмногообразием), если образ касательной плоскости 
Тх{Мт), полученный под действием аффинора F, совпадает с 
•осью щучка нормалей N (а). 

Введем понятие N(a)-антиинвариантных распределений в 
многообразии почти комплексной структуры. 
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О п р е д е л е н и е 5. Распределение m-мерных линейных 
элементов Л в многообразии почти комплексной 'Структуры Мп 
(п>2т) будем называть распределением, антиштариантным 
относительно поля пучка нормально оснащающих 'плоскостей 
N(a) (N(а)-антиинвариантным распределением), если образ 
элемента Лж, полученный под действием аффинора F, совпадает 
с осью лучка нормалей N(a). 

Известно [32]—[36], что в многообразии почти эрмитовой 
структуры существуют антиинвариантные подмногообразия, 
однако их размерность не может превышать половины размер­
ности объемлющего •пространства. Аналогичный факт имеет 
место и для N(cr)-антиинвариантных .подмногообразий Мт, а 
также N(a)- антш-гавариантных распределений в многообразии 
почти комплексной структуры Мп. Действительно, так как 

dim Tx(Mm)= dimFTx(Mm), 
то в многообразии почти •комплексной структуры Мп при п>2т 
можно найти N (а) -антиинвариантные поверхности.. 

Используя это утверждение, докажем, что для всех трех ти-
пов поверхностей Мт в многообразии почти контактной струк­
туры Л^п+1(ф|т)) существуют Л/(а)-анти'ин1вариантные подмно-
гоабразия Мт. 

Поле структурного ковектора т) почти контактной структуры 
в Мп+1 определяет распределение гиперплоскостных элементов 
м. Доказано [15] — [16], что аффинор ср действует на векторы, 
принадлежащие элементам распределения г), как аффинор поч­
ти комплексной структуры, т. е. для любого .вектора X из г\ 
справедливо cp-X=? —X. 

Пусть поверхность Мт — типа 3, т. е. ее касательная плос­
кость Тх{Мт) содержится в элементе г\х распределения г). 

В этом случае существование Л^(а)-антиинварцантных по­
верхностей типа 3 следует непосредственно из существования 
N (а) -антиинвариантных (Поверхностей в многообразии ПОЧТИ 
комплексной структуры. 

Пусть поверхность Мт—-типа 2. В этом случае в каждой 
точке хвМт плоскость Тх(Мт) пересекается с плоскостью цх 
распределения п .по (m—1)-мерной (плоскости Хх. Следователь-
«о, для поверхностей второго типа на многообразии Mn+i (фё~) 
'выделяется распределение X (т—1)-мерных плоскостей Хх, при­
чем в каждой точке х Kx<=^y\x. В силу свойств' аффинора ф (см. 
[16]), образ касательной плоскости Тх(Мт) поверхности 
Мт, полученный под действием аффинора ф, совпадает с обра­
зом плоскости Хх, т. е. 

(рТх(Мт) =крХх. 
Следовательно, 'поверхность Мт второго типа в многообра­

зии Mn+i почти контактной структуры /^(^-аитиинвариантна 
тогда и только тогда, когда распределение плоскостей Хх N(a)-
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антиинвариантно на распределении п почти комплексной струк­
туры. „ 

Пусть поверхность Мт — типа 1. Для таких поверхностей 
справедлива теорема. Ч ... . 

Теорема 1. Поверхность Мт (2т^п) первого типа -V(a)-
антиинваркантиа тогда и только тогда, когда в каждой точке 
хШ,п распределение плоскостей К = г]х0Тх{Мт)~-N (о) -антиин-
вариа.нтн'а относительно почти комплексной структуры, дейст­
вующей в Ti, и плоскость а*, натянутая на плоскость <pA,« и век­
тор gcc, не пересекается с касательной плоскостью Тх(Мт). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Необходимость. Пусть в Мп+х(цЬ>ц) 
поверхность Мт первого типа и УУ(а)-антиинвари.антна, а следо­
вательно, плоскость ц>Тх(Мт) является осью пучка нормальных 
плоскостей Nx{a) и \х()укх= {х}. Это означает, что распределе­
ние Я плоскостей Кх N (а) -антиинвариантно относительно почти 
комплексной структуры, действующей в> распределении т]. 

Так как Мп — поверхность первого типа, то в пучке нор­
мальных плоскостей N (а) имеется плоскость Nx{Mm), которая 

—>. 
-содержит структурный вектор Ь>х. Очевидно, что плоскость cp\v 
является гиперплоскостью плоскости ФТЛ-(М„,), а плоскость ах, 
натянутая на плоскость ц>Хх и вектор 1Х, является подплос-
костыо нормальной плоскости Nx (Мт) N (ст)-антиинвариантной 
поверхности M,„. Следовательно, ах не имеет общих направ­
лений с касательной плоскостью Тх(Мт) поверхности Мт. 

2) Достаточность. Пусть в M„+1 (Ф|т]) для некоторой по­
верхности Мт первого типа (2т<и) выполнены условия: 
1) распределение плоскостей кх = цх f\ Tx(Mm)~N (о)-а.1тшнва-
риантна относительно почти комплексной структуры, дейст­
вующей в ц; 2) в каждой точке х(*Мт плоскость ov, натянутая 

—го­
на плоскость (рХх и вектор .-_,., не пересекается с касательной 
плоскостью Тх(Мт). Докажем, что при выполнении вышеука­
занных условий поверхность Мт является /У(а)-антиинвариант-
ной поверхностью. 

Так как распределение плоскостей %х .У(а)-антиинвариант1Ю 
относительно почти комплексной структуры, действующей в ц, 
то плоскости 1Х и у\х не имеют общих направлений, т. е. 
•Чс П Ф.1-..-— {х}. Следовательно, плоскости Тх(Мт) и <pTv(Mm) 
могут пересекаться только по одномерному подпространству. 

Плоскости Тх(Мт) и уТх(Мт) пересекутся, если в каса­
тельной плоскости поверхности Мт существует вектор X та­
кой, что его образ, полученный под действием аффинора ср, 
принадлежит плоскости %х, т. е. уХ&,х. Предположим, что 
в Тх(Мт) существует вектор X такой, что срХекх. Проведем 
двумерную плоскость р^ через векторы "|л. и Я\.. Известно, 
что в M.+1 почти контактной структуры образ 
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двумерной плоскости [3, проходящий через структурный век­
тор Ex, преобразуется в образ вектора Yx, определяющего 
прямую пересечения t двумерной плоскости р.. с цх, 

_ В силу сделанного предположения, что ц>ХЬ%х, следует, что 
<pYQKx. Последнее означает, что прямая t принадлежит плоско­
сти cp\v. Таким образом, двумерная плоскость р* пересекается 
c у\х по прямой t. Очевидно, что плоскость рж есть подпло-
скость m-мерной плоскости ах. Из этого следует, что плоскости 
ах и Тх(Мт) пересекаются по некоторой прямой, определенной 
вектором X. А это противоречит условию. Значит, наше до­
пущение неверно. 

Итак, мы доказали, что плоскости хрТх(Мт) и Тх(Мт) не 
имеют общих направлений. Поэтому подпространство <рТх(Мт) 
можно принять за ось пучка (п—т+1)-мерных нормалей 
N-(cT), относительно которого поверхность Мт является 
N(cr) -антиинвариантной. 

3. Выведем аналитические условия Л^(а)-антиинвариантно-
ности поверхности Мт в уИ,,+1(ф|п). Пусть ^(а)-антиинвари-
антиая поверхность Мт оснащена полем пучка плоскостей 
N (а) и в каждой точке х&Мт осью пучка Nx(a) является пло­
скость <рТх(Мт), т. е. плоскость <рТх{Мт) принадлежит каждой 
плоскости Nx(Mm) пучка Nx(a). 

~> 
Пусть векторы Na натягивают нормальную плоскость 

—> 
Nx(Mm)dNx(a), Тогда в разложении векторов фЛа по векто-
рам Ла и Na (см. (1.12)) компоненты объекта fa

b тождествен­
но обращаются в нуль: 

Л - 0 , (2.4) 
а формулы (Г 12) принимают вид: 

срЛа-^Л?,-. (2.5) 
Таким образом, если поверхность Мт Л/(0)-антиинвариант-

на, то выполняются условия (2.4). 
Верно и обратное утверждение, т. е. если для некоторой 

нормально оснащенной поверхности Мт в M,+i (<p£ ,) выполня­
ются условия (2.4), то поверхность Мт Л^(а)-антиинвариаитна. 
Действительно, при выполнении условий (2.4) из (2.5) следу­
ет, что плоскости Тх(Мт) и уТх(Мт) не имеют общих направ­
лений. Следовательно, плоскость можно принять за ось а-па-
раметрического пучка нормально оснащающих плоскостей 
А/Л о). 

Следовательно, доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а 2. Поверхность Мт в Мп+1 почти контактной 

•структуры N(o)-aHTHHHBapHaHTHa тогда и только тогда, когда 
выполняются условия (2.4). 
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4. Определим теперь дифференциально-геометрическую 
структуру в нормальном расслоении N(Mm) N(a) -инвариант­
ной поверхности Мт в Мп+1(<р|т)). Будем считать,, что поверх­
ность Мт оснащена полем плоскостей Nx(Mm) таких, что в 
каждой точке хШт Nx{Mm) czNx(a). 

Поверхность Мт—Л^(а)-антиинвариантна, а следовательно,. 
выполняются условия (2.4), т. е. /а"---0. При выполнении усло­
вий (2.4) конечные соотношения (1.18) приобретают вид: 

P5P?=-eg+^«j , рТЛ=—/^+2)1/(«+-), prvw^-fp+w*. 
Р5 К- - / Т + 2 Ч - + 2 ) ' Piu°n+i) = -ftn+i)K > 

-/а -/(«+2) U<- T ^ / „ i V a >Ua — V, 
уааа -=-.(") fa f(n+2) _ 1 _ |_l /(n+2)»cr /О fiV 

Из соотношений (2.6) следует, что ранг матрицы \\р°\\ равен 
--> —> 

(n — 2да+1), а система векторов Va = Уу^-а линейно зависима 
и содержит максимальную линейно независимую подсистему 
векторов, состоящую из т векторов. 

Очевидно, что в нормальном расслоении N (Мт) Л/(а)-анти-
инвариантной поверхности возникает (Дтр)-структура частного 
класса со структурными объектами р£, V?, u°Q, /£ . В отличие 
от общего случая (см. § l, п. 4), матрица | | /£ | | имеет вид: 

О — и£И--> 
Уь О 
v СН-2) и 

а матрица \\р°\\ имеет ранг (п — 2m-|-l). 
Таким образом, в нормальном расслоении N (Мп) N (а)-ттн-

инвариантной поверхности индуцируется (Дг|р)-структура ранга 
(п. — 2т-\-\) и коранга 1. 

В случае, когда ,/У(а)-антиинвариантная поверхность М,п — 
третьего типа и она оснащена плоскостями Nx(Mm) из пучка 

—> 
/V (а), проходящими через структурный вектор %х, (Дт]р)-струк-
тура в нормальном расслоении вырождается в /-структуру 
ранга (п.—2т). Действительно, в этом случае 

а соотношения (2.6) примут вид: 
PpaPl--K+K^ PS^=°- Pg--S=0, ^a«=6g. (2.7) 

Из соотношений (2.7) следует, что в нормальном расслоении 
N(cr)-антиинвариантной поверхности Мт в М„+1(.ф|т]) р3 + р=~ 
= 0 и ранг ||p||=n—2m. 

5. Предположим теперь, что индексы ai, pi, yi,. .. пробега­
ют любые р значений из множества натуральных чисел т + 1 , 
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m + 2 , . . . , n+1, а индексы а2> fc, 72,... пробегают остальные 
(n—m—р + 1)-значений из того же множества, причем р рав­
но т, если поверхность первого или третьего типов, и р рав­
но (m—1), если поверхность типа 2. 

В нормальном расслоении N (М,„) N (а)-антиинвариантной 
поверхности Мт в Мп+Х (rpgii) выделяется (см. п. l) распреде­
ление p-мерных плоскостей фГх (Мт), каждый элемент которого 
принадлежит плоскости цх. Предположим, что каждая пло­
скость уТх(Мт) натянута на первые p-векторов Nai из систе­
мы векторов NB, натягивающих нормальную плоскость Nx(Mm). 
В этом случае векторы срЛа являются линейными комбинациями 
только векторов .Va,, a следовательно, 

й«« = 0 (2.8) 
и формулы (2.5) примут вид: 

фЛа = *£'#«,. (2.9) 
Так как плоскость cp7\. (Mm) принадлежит плоскости v\x, то 

из формул (Г 16) следует, что 
р(, ;+2)==Т1/ЛА/1==0. (2.Ю) 

В каждой нормально оснащающей плоскости Nx(Mm) пучка 
нормалей 7V(c7) пов £? рхности Мт МОЖНО выбрать (n — m — р-\-1)-
мерную ПЛОСКОСТЬ NХ, дополняющую p-мерную плоскость 
Ч>Тх(Мт) до плоскости Nx(Mm). Таким образом, в нормальном 
расслоении можно задать распределение N (п.— т-~р-\-1)-
мерных плоскостей Nх таких, что каждый элемент этого рас-

~ —> 
пределения 7V натянут на векторы Wo,,. 

Замечание . Размерность подплоскости Nx в нормальной 
плоскости Nx(Mm) — четная, если поверхность Мт второго ти­
па и равна (ti — 2/n-f2). Размерность подплоскости Nx — не­
четная, если поверхность Мп — первого или третьего типов и 
равна (и—2т-\-1). 

Запишем разложение векторов <fNai и yNa, по векторам 
базиса {Аа, Naf>Na,} с учетом формул (1.13): 

9Nai=-Vi£b + pffiPl + p&Nf,, (2.11) 

Ф#«,- -ViXb + pififr + pZiNe,. (2.12) 
ВЫЯСНИМ ВОЗМОЖНОСТЬ оснащения ./У(сг)-антиинвариантной 

поверхности Мт в Мп+1 (Ф£т1) полями плоскостей Nx(Mm) из 
пучка плоскостей N (а) таких, что распределение плоскостей 
~N инвариантно относительно действия аффинора ф. 
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О п р е д е л е н и е 6. Распределение плоскостей N в 
M-+1 (ФЕ-1) называется инвариантным распределением, если 

в каждой точке х&Мт. 
Если распределение /V инвариантно, то из определения 6 

следует, что в разложении векторов yNa, компоненты р&|, 
Va, тождественно обращаются в нуль: 

pg'-O, V £ - 0 (2-13) 

и уравнения разложения (2.12) принимают вид: 

фЯа.-=р^Д-.. (2.14) 
При этом из равенств (1.17) с учетом (2.4), (2.8), (2.10), (2.13), 
получим 

р(-+2)ра, _ Q D(«+2)T/fl = 0 (2 15) 

Таким образом, если распределение (n —/те —/? + 1)-мерных 
плоскостей Л/ инвариантно относительно действия аффинора ф, 
то возможны следующие два случая: 

а) р<"+2> — 0 , 
б) Р?«+2) = °> ^ - , + - , - 0 . 
При одновременном 'выполнении равенств а) и б) приходим 

к противоречию (см. (2.6)). 
Рассмотрим отдельно каждый из этих случаев. 
а) Пусть распределение ft инвариантно и выполняются ра­

венства: 

р£+-> = 0. (2.16) 

Равенства (2.10), (2.16) означают, что.в каждой точке хбМт 
элементы распределения ft принадлежат элементам распределе­
ния т). Так как плоскость q>Ts(Mm), натягивающая вместе с ftx 
всю нормаль Nx(Mm), также лежит в плоскости г\х, то из этого 
следует, что элементы нормально оснащающего распределения 
N(Mm) в каждой точке хЬМт лежат в элементах распределения 
Ti и принадлежат пучку Nx(a). 

Известно (см. п. 2), что М(сг)-антииивариантные згаверх-
'дости Мт ъ Mn+1 (ф|т1) только первого и второго типов <в лучке 
нормалей N (а) содержат плоскости, лежащие в плоскостях щх. 
Следовательно, в случае а) поверхность может быть либо пер­
вого, либо второго типов. Так как каждая плоскость ftx инва­
риантного распределения ft принадлежит плоскости ч\х распре­
деления т], несущего комплексную структуру, то она должна 
быть четномерной (см. [13], § 6). Плоскость распределения ft 
четном ериая, если поверхность Мт второго типа. 
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Следовательно, в .случае а) N (а)-антиинвариантная поверх­
ность Мт только типа 2 допускает оснащение полями нормаль­
но оснащающих плоскостей Nx(Mm) из пучка Nx(a), содержа­
щие инвариантное относительно действия <р подпространства 
ftx, дополняющие ПЛОСКОСТЬ ц>Тх(Мт) до Nx(Mm). 

6) Пусть распределение .V инвариантно относительно аффи­
нора ср и выполняются равенства: 

p?„'+2) — 0, V%+2) = 0. (2.17) 
Условия (2.17) означают, что -структурный вектор £,х принадле­
жит элементу Nx распределения N. 

В пучке нормалей Nx(a) имеется нормальная плоскость 
•-V.--(Л-rn), содержащая структурный вектор | х , только если N(a)-
антиинвариантная поверхность является первого или третьего 
типа. В этом случае элементы распределения N должны быть 
нечетно мерными. Известно (см. л. 2), что ft нечетно мер но как 
для поверхности первого, так и для поверхности третьего типа. 

Следовательно, поверхности первого и третьего типов также 
допускают оснащения полями плоскостей Nx{Mm) из пучка 
Nx(a) такими, что распределение плоскостей Nx, ДОПОЛНЯЮЩИХ 
подплоекоеть ц>Тх(Мт) д>о Nx(Mm), является инвариантным рас­
пределением. 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а 3. N(a) -антиинвариантная поверхность Мт в Мп+1 

почти контактной структуры допускает оснащение полем шло-
скостей Nx(Mm) из пучка Nx(a) таким, что распределение ft 
(п—m—p+l)-мерных плоскостей Nx, дополняющих подплое­
коеть фТ'-.(уИт) до Nx(Mm), является распределением инвариант­
ным относительно -структурного аффинора ф. 

В случае, когда Лг(а)-антиинвариантная поверхность Мт 
второго типа, нормальная плоскость Nx(Mm) принадлежит 
плоскости цх, плоскости Nx — четномерные и распределение 
плоскостей N несет почти комплексную структуру со струк­
турным объектом р£«. 

В случае, когда Л/(а)-антиинвариантная поверхность Мт — 
первого или третьего типа, нормальная плоскость Nx(Mr„) 

—> ~-
содержит структурный вектор \х, плоскости Nx — нечетномер-
ные и распределение плоскостей N несет почти контактную 
структуру со структурными объектами р^, р4"+2). — р£,9.+2). 

§ 3. АНТИИНВАРИАНТНЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ 
В МЕТРИЧЕСКОМ ПОЧТИ КОНТАКТНОМ МНОГООБРАЗИИ 

1. При дальнейшем изложении будем считать, что многооб­
разие Мп+1 снабжено метрической почти контактной структурой 
со структурными объектами ф, £, r\, G. Пусть подмногообразие 
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Mm (m-^/i + 1) — антнинвариантное подмногообразие ©• 
Mn+i(9i^G) (в смысле определения 1 (§ 2, п. 1)). Это означа­
ет, что образ фГ-;(Мт) касательной 'ПЛОСКОСТИ Тх{Мт), получен­
ный под действием аффинора ср, принадлежит ортогонально 
оснащающей плоскости Тх(Мт)х. 

В этом случае поверхность Мт можно оснастить полем сг-па-
раметрического пучка плоскостей N(0-) с общей осью уТх(Мт), 
ортогональной касательной плоскости Тх{Мт). Очевидно, орто­
гонально оснащающая плоскость Тх(Мт)± принадлежит 
пучку N(o). Поэтому в дальнейшем будем считать, что анти-
инвариантная поверхность Мт в Mn+1((p|riG) оснащена полем 
плоскостей Тх(Мт)±, ортогональных плоскостям Тх(Мт). 

В случае оснащения поверхности Мт ортогональными пло­
скостями, тензор gaa, компоненты которого определены по фор­
мулам (1.20), равен нулю: 

gac = G/KAiN^0. (3-1) 
В силу того, что плоскости <рТх{Мт) ортогональны плоско­

стям Тх(Мт), в нормальном расслоении N(Mm), каждая пло­
скость которого ортогональная плоскости Тх(Мт), выделяется 
распределение р-мер.ных плоскостей уТх(Мт) (р равно1 т или 
(т—1)). Следовательно, в ортогонально оснащающем расслое­
нии можно рассмотреть распределение (п—т—р+1)-плоско­
стей N, элементы которого в каждой точке х&Мт дополняют 
плоскость уТх(Мт) до ортогонально оснащающей плоскости 
Тх{Мт)\ 

Выясним теперь вопрос существования антиинвариантных 
поверхностей Мт в метрическом почти контактном многообра­
зии jW,.+i(cpgTiG), допускающих оснащение полем (п—т—р-|-
+ 1)-мерных плоскостей Nx> ортогонально ДОПОЛНЯЮЩИХ ПЛО­
СКОСТЬ <рТх(Мт) до плоскости Tx(Mm)-L и инвариантных относи­
тельно аффинора ср. 

Из ортогональности плоскостей фГх(М,„) и Nx следует 
gaia2 = G!KN!

aiNS2 = 0, (3.2) 

где в каждой точке хШт векторы Nai натягивают плоскость 
ЧТх{Мп), а векторы Na, — плоскость N (см. § 2 , п. 5). 

Из инвариантности распределения 7V относительно аффи­
нора Ф следуют соотношения (2.13). 

Из конечных соотношений (1.17) и (1.22), при выполнении 
условий (2.4), (2.8), (2.10), (2.13), а также (3.1)-(3.2), получим 
следующие соотношения: 

P^+2V?„+2)-o, pf=+2)tt<"+2)—o, 
Р^+2) = 0, Р&. -0 . 
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•Следовательно, возможны следующие два случая: 
a) р<»н--> = 0, р?в+2) — 0. Р Р . = 0 ; (3.3) 

б) 1/?«+2)—0, 4" + 2 ) = 0, р^+2)-0 , р £ ° - 0 . (3.4) 
Рассмотрим отдельно каждый из этих случаев. 
Из первого случая следует, что в каждой точке хШт 

—> 
структурный вектор \х принадлежит касательной плоскости 
Тх(Мт) (ем. (1.14)). Следовательно, при выполнении условий 
(3.3) антиинвариантная поверхность Мт в MnJri{^%y\G)—вто­
рого типа. 

Из второго случая следует, что каждая касательная пло­
скость Тх(Мт) антиинвариантной поверхности Мт принадле­
жит элементу распределения ц (см. (1.15)), а ортогонально 
оснащающаяся плоскость Тх(Мт)± содержит структурный век­
тор I.. (см. (1.14)). Таким образом, второй случай возможен 
.для антиинвариантных поверхностей Мт в Afn+i(<pgT|G) треть­
его типа. 

Следовательно, доказана теорема. 
Т е о р е м а 1. Антиинвариантная поверхность типа 2 и 3 

в Мп+1 метрической почти контактной структуры ( ф ^ б ) до­
пускает оснащение полем (п—т—р+1)-мерных плоскостей ftx, 
ортогонально оснащающих плоскость ц>Тх(Мт) до ортогонально 
оснащающей плоскости Тх(Мт)±, и инвариантных относительно 
структурного аффинора ср. 

В работах [23], [24], [34] конструктивным методом пока­
зано, что такое инвариантное подпространство N в 7\,.(М„.)--, 
ортогональное плоскости ц>Тх(Мт), существует для антиинвари­
антных поверхностей типа 2 и 3. 

В случае, когда антиинвариантная поверхность Мт~-типа 2, 
распределение плоскостей N несет почти эрмитову структуру 
•со структурными объектами р£», gaipt, а в случае, когда 
антиинвариантная поверхность Мт — третьего типа, то рас­
пределение /V несет метрическую почти контактную структуру 
•со структурными объектами: р®», р^ + 2 ) . Р"/+2,' ia$>-

Из этой теоремы следует, что антиинвариантная поверх­
ность Мт первого типа в метрическом почти контактном много­
образии не допускает такого ортогонального оснащения, чтобы 
распределение N, каждая плоскость которого ортогональна 
плоскости ф~ж(.Мт) в Тх(Мт)±, было инвариантным распреде­
лением. 

Т е о р е м а 2. При оснащении антиинвариантной поверхности 
Мт в Mn+\(y%r\G) полем (п—т—р + 1)-мерных плоскостей Ях, 
инвариантных относительно аффинора tp и дополняющих ПЛО­
СКОСТЬ ц>Тх(Мт) до ортогонально оснащающей плоскости 
Т..(Л1т)--, в нормальном расслоении N(Mm) возникает /-струк­
тура ранга (п—2 т ) . 
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Действительно из соотношений (1-22), (2.6) при выполне­
нии условий (3.3) или (3.4) для антиинвариантной поверхности 
Мт в .Mn+i (ф-Е̂ ! —) получим следующие равенства: 

Р3 + Р = 0. 
Из последних равенств следует справедливость теоремы (см. 
[24], [34])-

Изучением аитинвариантных подмногообразий Мт в много­
образии метрической почти контактной структуры занимались 
Яно [31], [33], [34], [37Ы38], Кон [24], [29]—[30], [34], [37]— 
[38], Явагучи [28]—[30], Блэр [19] — [20], Исихара [22] —[23] 
и др. В работе [34] дается краткий обзор исследований по этой 
теме до 1976 года. 

В большинстве этих работ исследования проводятся в кано­
ническом penepe IB Tx(Mn+i). Репер в Тх(Мп+1) определяется си­
стемой единичных взаимно ортогональных векторов-

Если поверхность Мт — типа 2, то в качестве базисных 
векторов канонического репера в Тх(Мп+1) выбираются сле­
дующие единичные взаимно ортогональные векторы: 

—J- ~ > —> —> --> —> 

{ - | i " . i e m - l i 6 m = = S i 8m+1> • • • ' е^_ , , ' 
2 "' 

- * • - * • - * • — у 

фЕ], . . . , ф8 т _! , ф 6 т + 1 , . . . , ф8„ \ , 
-f+1J 

где 7aeTx(MJ. 
Если поверхность — типа 3, то в каждой точке х в ТХ(М„^} 

—> —> —> —> —> —-> —> 
выбирается репер: {е.., . . . , е„„ еот+1 = g, еот+2, . . . , е„ , фег, . . . 

. . . , ф е т , ф 8 „ г + 2 , . . . , Ф е « 1 . 

Очевидно, что в каждой точке х£Мт подпространство, 
-> —-> —> 

натянутое в первом случае на векторы fe,„+1, . . . , е» , ф8„,+ 1, . . . 
1 -+ 1 

—>- —> —V - > . . . . фе„ 1, а во втором —на векторы Jem 2, . , . , е„ , фет+-, . . . 
2-+ij \ -r+i 

инвариантно относительно аффинора ср. Это подпро-. , Ф в ^ + 1 | 

странство и является введенным ранее подпространством Nx. 
В связи с тем, что антиинвариантные поверхности Мт ти­

па 1 в Mn+\(<ply]G) не допускают оснащения полями плоскостей 
.Vx, ортогональню дополняющих плоскость q>Tx(Mm) до Тх(Мт)х 

и инвариантных относительно аффинора ф (см. теорему 1, § 3), 
исследования проводились лишь для поверхностей второго и 
третьего типов. 

В дальнейшем приведем краткий обзор работ, посвященных 
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изучению антиинвариантных поверхностей Мт в многообразии 
Сасаки. 

Однако мы не будем прибегать к указанной выше специали­
зации репера в Tx(Mn+i), что придаст изложению большую общ­
ность, а также позволит включить в рассмотрение вопросы, ко­
торые из-за специализации репера оставались не изученными. 

2. Пусть задано дифференцируемое многообразие -М„+. мет­
рической почти контактной структуры со структурными объек­
тами ф, | , т], G. Предположим, что в этом многообразии задана 
риманова связность Г. Известно [12], что метрический тензор 
G в этой связности ковариантно постоянен, т. е. 

XJLGIK®1 — dG/к— GLK®J — O/ia^ = О, (3.5) 
где v — символ ковариантной производной в римановой связ­
ности Г, а со̂ -—формы связности Г [3]: 

^ = »1г-Г«м£ . (3.6) 
На поверхности Мт, в многообразии Мп+Х римановой связ­

ности Г, оснащенной полем ортогональных нормалей, возни­
кает индуцированная риманова связность у [8], [12]: 

VcgabQc =dgab - gcbQa
c-gac%c = 0. (3-7) 

где Qh
a — формы связности л\ 

Риманова связность Г на /W„+1 индуцирует также метри­
ческую связность в нормальном расслоении N (Мт) поверх­
ности Мт. Эта связность называется внешней связностью [12]. 
Компоненты внешней связности обозначим Ура) а формы 
СВЯЗНОСТИ —Ър. 

Известно, что формы связности ш*-, 0.,я, &р удовлетворяют 
структурным уравнениям Картана — Лаптева [14], [3]: 

D ^ - ^ A w i + l R ^ ^ A ^ , (3.8) 

L% - S p A ^ + ~ rUQcA6rf, (3.10) 

где R'KLM—-тензор кривизны римановой связности Г, заданной 
на Mn+l, Rlcd—-тензор кривизны индуцированной на Мт рима­
новой связности Y, Гр-—-тензор кривизны внешней связности у. 
Компоненты этих тензоров связаны известными соотноше­
ниями (см. [12]): 

gabGuRkcdA.iA-« ~ RU - ga"gajre[cHlbW = 0, (3.11) 
g^QiKNttiRicd + HZ\cd\ = 0, (3.12) 
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g^GuN^R^-rU-e^Sa^ala^bW^O- (3.13) 

Дифференциальные уравнения поля фундаментального 
объекта (Л.-.) поверхности Мт и поля объекта [Na] (см. (L8), 
(1.10)) в римановой связности Г, в индуцированной связности у 
н во внешней связности у имеют вид: 

л > = v* aie-=<uJa - Aiee»+лЖ (з. 14) 

При ортогональном оснащении поверхности Мт в римано­
вой связности Г формулы Гаусса и Вейнгартена, соответст­
венно, имеют вид [12]: 

vX=H*Vv£ , (3.16) 

VX=0«, (3.17) 
где Яа*-—второй фундаментальный тензор поверхности Мт 
в Мп+1. 

3. Пусть Л1..+1 — многообразие Сасакн (или нормальное кон­
тактное метрическое многообразие) [1], [18], т. е. метрическое 
почти контактное многообразие, для которого выполняются со­
отношения: 

Ч/с1' = Чк, V ^ - ^ i - G ^ 7 , (3.18) 
где V —символ ковариаитной производной в римановой связ­
ности Г, причем 

V ^ V - d E ' + i V , (3.19) 
V ^ u > A r - d 9 i — cp^mf + c p ^ ^ . (3.20) 

Для дальнейшего исследования антиинвариантных подмно­
гообразий Мт в многообразии Сасаки запишем дифференци­
альные уравнения структурных объектов (/£ т] р)-структуры в 
нормальном расслоении N(Mm) (§ 1, п.4) при ПОМОЩИ форм ри-
мановых связностей Г и у и внешней связности у. Для этого 
продифференцируем равенства (1.12) — (1-16) и заменим инвари­
антные формы ШАГ, 6», v? формами связности ш£, 0?, v? с уче­
том (2.4), (3.16) —(3.18). В результате получим: 

v«2= vXec--= (g-eePfn+2) + 9°нр
ас) е-, (3.21) 

V^=V e H o e- = (-pi''+->ee- + p&.L*e)0-, (3.22) 
VPp== Vc?>=(4^ + Vl^c) 8', (3.23) 

vv"(„+2)= v-^t.-+2)6 -P(„+2)L*cec, (3.24) 
VP(„+2) = VCP'B+2) 8 с = ( - 4 т Я а Х + 2 ) ) 6C, (3.25) 
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v^—vX'^V—p^H^, (3.26) 
VP <"+2> — чАп+2) e<—(gbcvb

0+4 f l+2)L$c) e-, (3.27) 
а также 

- gacVl+2) + Й<Л+2 V - l/*Ha
a- — ap

aLb
Pc — 0. (3.28) 

В дальнейшем будем исследовать отдельно антиинвариант-
ные поверхности второго типа (см. § 4) и антиинвариантные 
поверхности третьего типа (см. § 5). 

§ 4. АНТИИНВАРИАНТНЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ ТИПА 2 
В МНОГООБРАЗИИ САСАКИ 

1. Пусть Мт—антиинвариантное .подмногообразие типа 2 
в многообразии Сасаки Мп+1((р1цО). В этом случае структур­
ный вектор 1х в каждой точке х£Мт принадлежит касательному 
пространству Тх(Мт) поверхности Мт (§ 2, п. 2). 

Будем считать, что поверхность Мт оснащена полем плоско­
стей Тх(Мт)х, ортогональных Тх(Мт), а распределение плоско­
стей Л, элементы которого дополняют .плоскость уТх(Мт) до 
ортогонально оснащающей плоскости Tx(Mm)x, —-инвариант­
ным распределением. При таких предположениях для антиин­
вариантной поверхности' второго типа в многообразии Сасаки 
будут тождественно обращаться в нуль .компоненты следующих 
систем величин: 

Р^+2)=О, РГ2 )=о, Й^'-О, 
piI', — 0, Vi, = 0, р«: = 0, р^ = 0- (4.1) 

а конечные соотношения (Г 17) или (2.6) примут следующий вид: 
v a,, ".a —Ос,, Pa,Pp.,— —Oa,i 

y-S.a<B+2_0, VtnwiiV^O, 
vUiA^^-bab+vU^, nn+2)^"+2> — - l . (4.2) 

Дифференциальные уравнения структурных объектов 
(/1Л р)-структуры в нормальном расслоении N (Мт) (см. § 2, п. 4) 
антиинвариантной поверхности второго типа в многообразии 
Сасаки имеют вид: 

V ^ — v X ' e c = 0 , a ? ' ^ - = p ^ b c ; (4.3) 
V V ^ v X . e — O . -<в£ -Р&р . в 6- ; (4.4) 

vcPea; ec=(4. cuV+vlHtn ec=о, 
РЖ - - ^»? 1 ^ 45) 
VPp.'—V.Pe.'e—O, 

Vl/|„+!) = V-Vtrt+2)8C = 0; (4.6) 
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-uV + H^Vtn+2^0, //aa
cV(«+2) = 0; (4.7) 

V«<"+2) = v c«i ' ! + 2 )e e-0; (4.8) 
- g 6 X , + 4B+2)4,c-=0, иГ2)1*г- = 0. (4.9) 

Равенства (4.3)— (4.9) получены из (3.21) —(3.28) с уче­
том (4.1). 

Из дифференциальных уравнений (4.4) следует, что плос-
—> ., -~> 

кость, натянутая на векторы V0l=--Va.Au, переносится парал­
лельно в связности у. 

Так как в каждой точке х£Мп вектор | х принадлежит 
плоскости Тх (Мт)> то в локальном репере {Aa,N0} ЭТОТ вектор 

1—> 
имеет координаты V"n-i-2) (см. (1.14)). Поэтому вектор | пере­
носится параллельно вдоль любой кривой в индуцированной 
на Мт связности у, если геометрический объект V"n+2) кова-
риантно постоянен в этой связности. Из (4.6) следует, что 
объект V"n-|-2) ковариантно постоянен в связности у. 

Следовательно, справедлива теорема. 
Теорема 1. ([31], стр. 289; [34], стр. 40). Если структур­

ный вектор \х принадлежит касательной плоскости ТХ(М1П) 
некоторой поверхности Мп в многообразии Сасаки Мп+1 (по­
верхность Мт типа 2) и эта поверхность антиинвариантна, 
то вектор £ переносится параллельно в связности у вдоль 
любой кривой на Мт. 

Покажем справедливость обратной теоремы. Пусть 
M,„f/rc<.-w-+lj — некоторая поверхность, вложенная в многооб­
разие Сасаки. Дифференцируя равенства (1.14) с учетом (3.18), 
находим следующие дифференциальные уравнения объек­
та V°n+2)-

4bV%+vtf-=(p\n+i)L%b-fba) в*. 
Следовательно, поверхность Мп типа 2 антиинвариантна, если 
вектор £ ковариантно постоянен в связности у. 

Итак, справедлива теорема. , 
Теорема 2 [34]. Если структурный вектор Ъ,х принадле­

жит касательной плоскости Тх(Мт) некоторой поверхности Мт, 
вложенной в многообразие Сасаки Мп+и и переносится .парал­
лельно в индуцированной связности вдоль любой кривой ,на Мт, 
то поверхность Мт антиинвариантна. 

Для антиинвариантных поверхностей типа 2 справедливы 
следующие равенства (см. (4.7)) 

w^)-=«?. (4.1о> 
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Свернув (4.10) с V%+2), c учетом (4.2), получим: 
Ha

acVa
{n+2)V%+2) = 0. (4.11) 

Теорема 3([34], стр. 78). Если .в многообразии Сасаки 
•поверхность Mm — антиинвариантная поверхность типа 2, то 
вектор £ в каждой точке х.&Мт принадлежит многообразию 
асимптотических направлений.' 

Я'НО и Кон в работах [34] и [37] доказали, что в многооб­
разии Сасаки Л-ln+i антшивариантшая поверхность типа 2 не 
может быть вполне омбилической (m>2). Доказательство про­
ведено от противного. Пусть ,в многообразии Сасаки Мп+\ по­
верхность Мт — антиинвариантная типа. 2 и вполне омбиличе­
ская, т. e. 

HlbN^g^H1, (4.12) 
—> ,-> где Н — Н е/ —вектор средней кривизны поверхности Мт: 

т 

Hl = Vabgab=y2il'ab^a^^ (4-13) 
с—1 

-—> —.> 
а векторы е„ = еа

йЛ.й в каждой точке х^Мт образуют систему 
векторов в Тх(Мт), ортонормированную в метрике g. При этом 
из (4.11) и (4.12) следует 

ёаьУ[п+Ъ)У (п+Ъ)Н = 0 , 

а следовательно, обращаются в нуль компоненты вектора 
средней кривизны. Это означает, что поверхность Мт—-мини­
мальная. Если поверхность минимальна, то 

Ла& = 0, 
а значит, поверхность вполне геодезическая. Продифференци­
ровав соотношения 

I —V (п-\-1)к-а 
и, воспользовавшись дифференциальными уравнениями соот­
ветствующих объектов, в связностях Г и у получим 

т. е. в плоскости Тх(Мт) аффинор ф действует как аинулятор, 
что невозможно, так как ранг матрицы ||ф|| равен п. Сделанное 
предположение неверно. Таким образом, антиинвариантная по­
верхность Мт второго типа в многообразии Сасаки не может 
быть вполне омбилической. 

В каждой точке х£Мп плоскость Тх(Мт) пересекается 
с плоскостью цх по (т— 1)-мерной плоскости %х. Следователь­
но, в касательном расслоении антиинвариантной поверх­
ности Мт в -/И"„+1 (ф.|г|С?) выделяются два распределения линей/, 
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ных элементов: l) распределение одномерных линейных 
элементов, определенное полем вектора |; 2) распределение 
(/?.?.—1)-мерных плоскостей, определенное объектом и^+2-. 
Из соотношений (1.1) следует, что в каждой точке х^Мт 

плоскость Хх и вектор 1Х ортогональны в метрике g и натя­
гивают всю плоскость Тх(Мт). Следовательно, на касательном 
расслоении антиинвариантной поверхности Мт типа 2 в Мп+1 
естественным образом возникает я-структура (см., например, [1]). 

Выведем теперь дифференциальные уравнения распределе­
ния плоскостей Хх. При надлежащей нумерации переменных 
всегда можно считать, что 

и.м-ъ + 0. (4.14) 
В связи с этим мы можем рассмотреть величины 

и (и+2) 
Р 

ат 
Эти величины определяют геометрический объект и удовлетво­
ряют следующей системе дифференциальных уравнений в 

V ир- + V ~ ЧртЩтЪт" - йр«е°, (4.16) 
где ~дьа—формы связности у. 

Из (4.8) следует: 

йт — — Чра р "ш — 0 /4 17̂  
/и 

т. е. в связности у элементы распределения X переносятся па­
раллельно. Дифференциальные уравнения (4.16) суть диффе­
ренциальные уравнения распределения галерплоскостных эле­
ментов X в касательном расслоении поверхности Мт, а объект 
{ир

т} — фундаментальный объект первого порядка распределе­
ния X (см. [6], [9]). 

Определение [6]. Система величин 
г'^КЛ~и'1РтК\ (4 Л 8) 

называется объектом неголономности распределения X. 
Известно [9] — [10], что тождественное обращение в нуль 

всех компонент объекта неголономности выделяет класс распре­
делений, называемых голономными-

Из (4.17) —(4.18) следует, что rvq
m=*0, а следовательно, 

распределение X, определенное объектом {ир
т}, в касательном 

расслоении антиинвариантной поверхности Мт в многообразии 
Сасакн голо-томно. В случае голономности распределение X 
расслаивается на одоопар а метрическое семейство (т—1)-мер­
ных поверхностей Мт_ь огибающих однопараметрическое се­
мейство элементов распределения X. Каждый элемент распреде­
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ления касается соответствующей (т—1)-мерной поверхности в 
своем центре [6]. 

В предположении, что и<^+2)¥=0, в силу сотношений (4.2), 
У(?.+2)^0. Вектор £ является вектором нормали распределе­
ния X в касательном расслоении поверхности Мт. Объектом 
этой нормали является 

V , / = - ^ ! ± — ; (4.19) 
V (n+2) 

его компоненты подчинены дифференциальным уравнениям 

V W + 1,г" ~ VVVm%m — 0. (4.20) 
Таким образом, в касательном расслоении антиинвариант-

ной поверхности Мт в многообразии Сасаки индуцируется го-
лоно'мное распределение (т—1)-мерных плоскостей X, ортого­
нально оснащенное полем нормалей | . Следовательно, в каж­
дой точке хвМт существует поверхность М т _ ь 'вложенная а 
поверхность Мт и являющаяся интегральным многообразием 
наибольшей размерности распределения X. Поверхность Mm-i 
является также интегральным многообразием размерности 
(т—1) распределения г\. Следовательно, в этом случае распре­
деление т) допускает существование интегрального многообра­
зия размерности (т—1). 

Мы доказали справедливость следующей теоремы. 
Т е о р е м а 4. Если в многообразии Сасаки вектор 1Х при­

надлежит касательной плоскости Тл.(Л4т) антиинвариантной 
поверхности Мп, то в каждой точке х$Мт поверхность М„, 
представляет собой произведение интегрального многообразия 
M,„_i и кривой, определенной вектором |л. (см. [34]). 

В каждой касательной плоскости можно ввести новый репер, 
состоящий из линейно независимых векторов: 

Vm = VmPAp+lm = Vm*La. (4.22) 
-> 

Координатами этих векторов в репере в/ в Тх(Мп.^) являются, 
соответственно, следующие величины: 

«J = VA' e . (4-23) 
V'n = Vm°L'a. , (4.24) 

Очевидно, что метрика g, индуцированная на поверхности 
Мт, ъ свою очередь, индуцирует на поверхности Мт-\ метрику, 
определенную тензором h, компоненты которого определяются 
•из соотношений: 
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а риманова связность у, индуцированная на Мп, индуцирует 
риманову связность у на Mm_i. 

Приведем теперь формулы Гаусса и Вейнгартена для 
поверхности Mm_i в многообразии Сасаки Мп+1, рассматривая 
ее как поверхность в M,I+1, оснащенную полем ортогональных 
нормалей (п — m-f 2)-мерных плоскостей Тх(Мт_х)1-, натянутых 
в каждой точке ' xQMm на плоскость Тх(Мт)> и вектор £Л-. 

Формулы Гаусса для поверхности Mm_1 имеют вид: 

</«К-й1,ыг <4-26> 
где V — символ ковариантной производной связности у, N!

m — 
= V!

m. Показано, что компоненты второго фундаментального 
тензора На поверхности Мт_г подчинены условиям: 

Щ,=нв
м+*рт"в«,' й%г-°- (4-27) 

Формулы Вейнгартена для поверхности Мт.л имеют вид: 
S7qNL = L!Lttr

n+~LLNL, (4.28) 
где 

Ц, = Чр + Т. (Ч,"гяУт< - L«Vm% (4.29) 

4-k^p-L%pur\ Z5p = 0, (4.30) 

1%ч-"%, + Уя'Н1,, Ьтр = 0, L^==0. (4.31) 
В формулах (4.29)— (4.31) 

%=\~Vm"up
m (4.32 

есть абсолютный инвариант. 
Второй фундаментальный тензор поверхности Мт_х и поверх­

ности Мт в многообразии Сасаки связаны соотношениями (4.27). 
Очевидно, что компоненты тензоров Н°аЬ, Нр9 симметричны 
по нижним индексам. В дальнейшем при каждом фиксирован­
ном о матрицу Н°ь будем обозначать через Н0, а матрицу 
Ha*-•через Ho-

О п р е д е л е н и е 1. [34]. Второй фундаментальный тензор 
поверхности Мт{Мт.1) называется коммутативным, если при 
любых значениях а и % выполняется коммутативный закон 
умножения матриц Яо(/70), т. е. H0Hx = HxIia{ficHx = FlxHa)-

О п р е д е л е н и е 2 [34]. /-структура в нормальном расслое­
нии антшшвариантиой 'поверхности Мт типа 2 в многообразии 
Сасаки Мп+1 называется параллельной во внешней связности у, 
если 

Vcp? = 0. (4.33) 
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При продолжении уравнений (3.14) получим 

dRab - Ubla
C - lieQb" + Л&--* = I'abcQ", (4 .34) 

где ®к, Ъь
а — формы связностей Г и у. Если Kf

abc = 0, то го­
ворят, что вторая фундаментальная форма Af

abQa-Qb поверхно­
сти параллельна. 

Очевидно, компоненты второго фундаментального тензора 
поверхности М,„ удовлетворяют следующим дифференциаль­
ным уравнениям: 

dHZb - Яс°*вв- - Я « 8 4
с + Я № = Я^-6 С , (4.35) 

где Г}? — формы внешней связности у. Если Н%ьс — 0> то гово­
рят, что второй фундаментальный тензор параллелен. 

В случае, когда /-структура в нормальном расслоении па­
раллельна, то из (4.5), с учетом (4.2) и (4.7), получаем: 

Я Й - 0 , (4.36) 
т. е. компоненты второго фундаментального тензора Н% об­
ращаются в нуль, когда а принимает значения 2m, 2 / » + 1 , . . . 
...,п+\. 

Пусть Мт — минимальное антиинвариантное подмногообра­
зие типа 2 в многообразии Сасаки. Если /-структура в нор­
мальном расслоении параллельна и Fl0Hx — ПхН<з для всех а и г, 
то ..-??.--= О [34]. 

2. В работах [24], [31], [33] проведены исследования антн-
инвариантиых поверхностей типа 2 в многообразии Сасаки с 
исчезающим контактным бохнеровым тензором кривизны. 

О п р е д е л е н и е 3 [33]. Многообразие Сасаки Mn+i{y\i\) 
называется многообразием с исчезающим контактным бохнеро­
вым тензором кривизны, если тождественно обращается в нуль 
тензор В, компоненты .которого определены по следующим фор­
мулам: 

Вгкш = RIKLM + (G;i — r ] ^ ) LKM — (QIM — Л-ч,и) LKL + 

+ МиЧхм -MIMyKL + 2 (Мц&ш + Ч1КМш) + 

+ (ф/ ,Ф^- ( Р/л 1 Ф« + 2Ф/^^л;)> (4-37> 
где 

^ л = --------- [ --?дгл - (- + 3) Одгл! + (L - 1) V l w ] ' 

M / f f — - L « q 4 . L = G'KLIK. 
В работах [24], [31], [33] найдены условия, при выполне­

нии которых .поверхность тт-\ в многообразии Сасаки с исче­
зающим контактным бохнеровым тензором кривизны ста нов иг-
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ся конформно плоским римановым многообразием, а антиинва-
риантвая поверхность Мт локально представляет произведение 
конформного плоского риманова пространства и одномериого 
пространства. 

Известно ([34], стр. 12), что поверхность Мт-\ —конформно 
плоское риманово пространство, если тождественно обращают­
ся в нуль компоненты тензора вейлсвой конформной кривиз­
ны С: 

-"• plrs — Гpits + т 3 \rirhps fsrhpq - , - flqsrpr ПТ$Гpq ) 

~ (m-2) (m-3) ^ *V ~ hrs V - ( 4 ' 3 8 > 
где rpqrs — компоненты тензора кривизны, rqs — компоненты 
тензора Риччи, г — скалярная кривизна поверхности M-n-i B 

Мп+1(<р1цв) ( т > 5 ) . 
ДЛЯ определения связи между компонентами контактного 

бохнерова тензора кривизны В и компонент тензора вейлевой 
конформной кривизны С 'введем следующие обозначения: 

Bplrs = B[KLMllr
ptt«UL

rttf, 

Dpvrs = Dabcdup"uq
bur

cus
d = gn (Hlotlla - HltHbc) ttp

aaq
buf

eus
d• 

Dps = Dprsl,hn, D = DpshP°, 
Bps = Bprsllh«i, b = Bpshr*. 

В работах [24], [33] получена связь между компонентами Bpqrs 
и CpQrs' 

Bpurs - Gpffr- — Dpirs + Л г_з (_hP TB4 s-\-hq sBp r — h(irBps^-hprDqs-\-

+ h4iDpr — kgsDpr — hllrDps)-jrj~^=^ {hprhc,s-hpshqr). (4.39> 
С учетом связи между компонентами Bpqrs и cpqrs (4-39), а так­
же соотношений (4.2) — (4.9) в работах [24], [31], [33], [34] бы­
ли лолучены следующие результаты: 

Пусть Mm (m>5) — антиинвариантное подмногообразие 
второго типа в (п+1)-мерном многообразии Сасаки с исчезаю­
щим контактным бохнеровым тензором кривизны. Если выпол­
няется одно из следующих условий: 

1) f-структура «юрмального расслоения параллельна (см.. 
(4.33)) и второй фундаментальный тензор коммутативен 
(см. [31]); 

2) для компонент Dpqrs выполняются соотношения: 
Dpqrs —a ("•prills Mpshqr/t 

где а —скалярная функция на Мт [24]; 
3) /-структура нормального расслоения параллельна иг 

НаНх = НхЙа для любых а и т [24]; 
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4) Мт—контактное вполне омбилическое подмногообра­
зие [24]; 

5) второй фундаментальный тензор поверхности Мт ком­
мутативен и m — — + 1 {Мт — максимально возможной раз­
мерности) [33], то в каждом случае антиинвариантная поверх­
ность Мт в каждой точке х£_Мт представляет собой произве­
дение конформно плоского риманова многообразия Mm_1 
и одномерного пространства Mv определенного полем струк-

—> 
турного вектора £. 

Четырехмерное антиинвариантное подмногообразие типа 2 в 
многообразии Сасаки с исчезающим контактным бохнеровым 
тензором кривизны изучено в работе [24]. 

3. Антиинвариантные подмногообразия типа 2 в сасакиевой 
пространственной форме Мп+1(с) изучены в работах [22], [25], 
[34], [37], [38] и др. 

О п р е д е л е н и е 4 [25]. Многообразие Сасаки называется 
сасакиевой пространственной формой Mn+i(c) (Sasakian space 
form), если ср-секционная кривизна (постоянна. 

Известно (см., например, [22], [34]), что тензор кривизны. 
сасакиевой .пространственной формы Мп+1 (с) определяется ло 
формулам: 
RKIM — j (с + 3) {Ь[0км — Ъ'мОк!.) + - (с — 1) {цк'Ц&м — ЧкЧмЬь + 

+ l!r\MGKL — ̂ тмОкмЛ-ч'^км-УмЦкс — 2ф«-Ф.£л). (4.40> 
а тензор кривизны антиинвариантной поверхности Мт типа 2 
в МЯ+1— по формулам: 

яаш=\ (с+г) ( б ^ „ - б / ^ с ) + 1 (с-1) (ain+2)4n+2X"~-
- uln+2)ulan+X* + Уа

{п+г)иП„е - V?n+»4'l+2)gbd + (4.41). 
+ g „ {H%Hld -Ha

edHlc)) gea. 
Формулы (4.41) получены из формул (4.40) с учетом урав­

нений (3.11) — (3.13). 
Из формул (4.41) в работе [34] найдены формулы для опре­

деления компонент тензора РИЧЧИ Rab и скалярной кривизны г 
антиинвариантной поверхности Мт в M„+1(c) в репере, адап­
тированном элементам распределения \ и векторам Ъ,х,. 
т. е. Лр = ггр, I m = £ . 

В [34] выведены также формулы для определения тензора 
Риччи и скалярной кривизны антиинвариантной поверхности в 
Mn+i(c) в случае, когда /-структура нормального1 расслоения 
параллельна и когда поверхность Мт — минимальна. 

Для антиинвариантных подмногообразий в сасакиевой стро-
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странетвенной форме Мп+1(с) справедливы следующие резуль­
таты. 

Пусть Мт—антиинварпантиое 'подмногообразие типа 2 в 
сасакиевой пространственной форме M„+i(c). 

1. Если второй фундаментальный тензор поверхности ком­
мутативен и /-структура в нормальном расслоении параллель­
на, то Мт (m3s2)—плоское тогда и только тогда, когда 
с=1 [37]. 

2. Если /-структура в нормальном расслоении параллельна 
то в каждой точке х£Мт поверхность есть произведение 
риманова многообразия Мт_. и одномерного пространства M1, 
где Mm_i — гиперповерхность в Мт с постоянной кривизной 
-г (с— 1) и вполне геодезическая в Мт [34]. 

3. Если /-структура в нормальном расслоении параллельна 
и flcHx=f/xHa при всех а и т, то Мт~плоское тогда 
и только тогда, когда с = — 3 [34]. 

4. ЕСЛИ /-структура в нормальном расслоении и вектор 
средней кривизны параллельны и ЙаНг=^ЙТНа, то или 
/?2б — 0, или с < — 3 [34]. 

5. Если _вторая фундаментальная форма параллельна и 
HaHx==HxFla, то или Я а 4 = 0 , или с = — 3 и Мт—плоское [34]. 

6. Если /-структура в нормальном расслоении и вектор 
средней кривизны параллельны и Haff% = HrHa и о— 3, то 
вторая фундаментальная форма поверхности Мт параллельна [34]. 

В работе [22] пооведено исследование антиинвариантных 
подмногообразий Мт типа 2 в сасакиевой пространственной 
форме, когда внешняя связность у плоская или псевдоплоская. 

7. Связность у называется плоской, если тензор кривизны 
этой связности тождественно обращается в нуль. 

Связность у называется псевдоплоской, если 

Если внешняя связность у плоская, то и Mm — плоское [22]. 
8. Если внешняя связность у псевдоплоская, то локально 

Мт представляет собой прямое риманово произведение по­
верхности, Mm-i — постоянной кривизны и одномерного под­
пространства, определенного вектором £ [22]. 

9. Если Мп — минимальное в М„+1 (с) (£=--= — 3), то связность у 
плоская тогда и только тогда, когда у — псевдоплоская [22]. 

10. Если M.„ —минимальное в М,ш(с) (сф — 3) и связность у 
псевдоплоская, то Мт— плоское [22]. 

В работе [25] проведено исследование минимальных анти-
инвариантных подмногообразий Мт второго типа в сасакиевой 
пространственной форме Мп+\(с). 
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Известно, что поверхность Мт минимальна, если вектор 
средней кривизны (см. (4.13)) обращается в нуль. 

Интересные результаты получены в [22] при требовании 
параллельности и псевдопараллельности вектора средней кри­
визны антиинвариантной поверхности Мт в Mn+i(c)." 

При ковариантном дифференцировании (4.13) в связности у 
и у получаем: 

—> .—:> 
Вектор средней кривизны//---- Н е/параллелен в связности Г, 

если V-F/ / = 0, и псевдопараллелен, если \/сНТир
с — 0. 

В работе [22] доказны следующие теоремы: 
Т е о р е м а 5 [22]. Пусть Mm (m>4) —антиинвариантное 

подмногообразие второго типа в сасакиевой пространственной 
форме Мп+1(с) (с-ф—3) с псевдопараллельным вектором сред­
ней кривизны. Если внешняя связность у псевдоплоская, то 
существует в Мп+1(с) вполне геодезическое и инвариантное 
подмногообразие M2m-i(c) размерности (2т—1) такое, что по­
верхность Мт, вложенная в M2m~i(c), является плоским анти-
инвариантным подмногообразием. 

Т е о р е м а 6 [22]. Пусть Мт — антиинвариантное подмно­
гообразие типа 2 в сасакиевой пространственной форме 
Mn+i (с). Если второй фундаментальный тензор параллелен 
в у, тогда Мт есть антиинвариантное подмногообразие, вло-

.женное во вполне геодезическое (2т—1)-мерное подмногооб­
разие M2m-i(c) многообразия Mn+i(c). 

Исследование антиинвариантных подмногообразий Мт мак­
симально возможной размерности в сасакиевой пространствен­
ной форме проведено в работе [37]. 

§ 5. АНТИИНВАРИАНТНЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ ТИПА 3 
В МНОГООБРАЗИИ САСАКИ 

1. Сначала докажем, что любое С-вполне вещественное 
подмногообразие (см. Определение 1) в многообразии Сасаки 
является антиинвариантным подмногообразием типа 3. 

Пусть многообразие Mn+i — контактное многообразие (см. 
[12], [18]). Напомним, что многообразие Mn+ . называется 
контактным многообразием, если на нем задано поле ковгкта-
ра г| такое, что 

dr\A...Ad .ATi-=(dTi)nAri-7--0. (5.1) 
Известно, что поле ковектора ц определяет распределение г\ 
гиперплоскостных элементов в A."n+i. Это распределение назы­
вается контактным распределением (см., например, [12], 
[18], [27]). 

Подмногообразие Мт в контактном многообразии М„+1 на-
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зывается интегральным подмногообразием контактного распре­
деления т], если в каждой точке хбМт касательная плоскость. 
ТХ(М„) содержится в г\х [19] —[20], [28]—[30]. 

Размерность интегрального подмногообразия Мт контакт­
ного распределения г\ не превышает --- (/n-"S — ). 

Известно [1], [12], что при задании на контактном много­
образии Мп+] римановой метрики с контактной структурой на 
Мп+1 ассоциируется метрическая почти контактная структура 
со структурными объектами ф, £, ц, G. 

При наложении условий (3.18) на компоненты структурных 
и продолженных структурных объектов (ф^-З)-структуры на 
Мп+1 римановой связности Г, возникает частный класс метри­
ческих почти контактных многообразий — многообразие Са-
саки. 

О п р е д е л е н и е 1 ([19] — [20], [28]—[30]). Интегральные 
подмногообразия контактного распределения в многообразии 
Сасаки называются С-вполне вещественными подмногообра­
зиями. 

В многообразии Сасаки справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а [28]. C-вполне вещественное подмногообразие 

Мт в многообразии Сасаки Мп+1 является антиинвариантным 
подмногообразием Мт типа 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения 2 следует, что 
в каждой точке хвМт касательная плоскость Тх(Мт) принад­
лежит плоскости г|А.. Следовательно, поверхность Мт—-типа 3-
Из теоремы 1 следует, что и < - - . Докажем теперь, что 
qTx-(Mm)czTx(M ,„)+-, т. е . любой вектор ХвТх(Мт) под дейст-

—> 
вием аффинора ф преобразуется в вектор ц>Х, ортогональный 
плоскости Тх(Мт) в метрике G. 

Пусть каждая плоскость Tx(Mm)-L натянута на систему 
—> 

линейно независимых векторов Na. Из ортогональности ха-
—> 

рактеристического вектора £л. и элемента г\х контактного рас-
—> 

пределения ц (см. [12]) следует, что вектор \х принадлежит 
плоскости Тх(Мт)1. В связи с этим формулы (1.14) примут вид: 

S - Р ? я + 2 , ^ . (5-2) 
При дифференцировании этих равенств, с учетом формул 
Вейнгартена (3.17), получим: 

\7к1 А а = Vap"n+2)-V0 + P(n+2)LcaAu, (5.3) 

где V — символ ковариантного дифференцирования в римано­
вой связности Г. 

Пусть X — произвольный вектор, принадлежащий касатель­
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ной ПЛОСКОСТИ Т х (Mm). В силу известных свойств аффи­
нора Ф (см, [12], § 2), векторы X и ср! ортогональны в мет­
рике G: 

0(ф.*, .АГ) = 0. (5.4) 

Предположим, что вектор X имеет координаты X" в ло­
кальном репере {Ла} в Тх(Мт): 

Х = Ха~Аа. 
Тогда равенства (5.4) можно записать в виде: 

G!lcq>'Lkl
aXakfXb = 0. (5.5) 

Так как в многообразии Сасаки V/ri; —ФА- (см. (3.18)), то 
из (5.З) следует: 

Ф*Л* = Vepfe+2)^ + 9
e
la+%)Lb

eaA.i. (5.6) 
Из равенств (5.5), с учетом (1.22) и (5.6), получим: 

р<"+2>я*й — 0. (5.7) 
Перепишем теперь условия (5.6), с учетом (1.12) и (5.7): 

/ a -A i + «^—V«P°H-2)-V£. 
Из последних равенств следует, что компоненты / „* равны 
нулю, а следовательно, формулы (1.12) примут вид: 

фАв==и2-#о-
8 силу того, что система векторов {N0} образует линейно не­
зависимую систему векторов в ортогональном оснащении 
Тх(Мт)1, следует, что плоскость срТх(Мт) принадлежит плос­
кости Тх (Жот)х. Отсюда и следует справедливость теоремы 

В силу того, что всякое С-вполне вещественное подмного­
образие является антиинвариантным подмногообразием в мно­
гообразии Сасаки Л-1„+1(ф|т)С), мы в дальнейшем приведем об­
зор работ и антиинвариантных многообразий типа 3 и С-впол­
не вещественных подмногообразий в многообразии Сасаки, не 
различая их. 

2. Пусть Мт — антиинвариантное подмногообразие типа 3 
в многообразии Сасаки Afn+^!j;r|G). В этом случае в каждой 
точке хШт касательная плоскость Тх(Мт) поверхности Мт 
принадлежит плоскости цх. Очевидно, в многообразии 
М..+1(ф^т)0) существуют антиинвариантные подмногообразия 
третьего типа, если распределение т] допускает существование 
интегральных подмногообразий, размерность которых не 
превышает - . 
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Будем считать, что поверхность Мт оснащена полем орто­
гональных плоскостей Tx(Mm)J- и распределение плоскостей Я, 
элементы которого дополняют плоскость ц>Тх(Мт) до ортого­
нально оснащающей плоскости Тх(Мт)±, инвариантно относи­
тельно ф. При таких предположениях вектор Ь,х принадлежит 
плоскости Ях и тождественно обращаются в нуль компоненты 
следующих систем величин: 

«<»+->=о, П . + 2 ) = о , р^—о, 
1/*2 = 0, иа

а' = 0, р£+2)-=0, (5.8) 

Р(и+2) u ' На, и ' На, u -
При таком оснащении антиинвариантных подмногообразий 

типа 3 в многообразии Сасаки М,ч1 конечные соотноше-
ния (1.17) принимают следующий вид: 

W-=ep°V. < * £ - е л 
pp,,p?:+P(«,+2)P^s,----a?:. Pp;pfe-2)—o, (s.9> 

D a. D (n+2) = = Q 0 a , D (n+2)— — 1 
Hp,Ha , ' Н(л+2)На, -• 

а дифференциальные уравнения структурных объектов (Дт]р)-
структуры, индуцированной в ортогонально оснащающем рас­
слоении (см. § 2, п. 4), имеют вид: 

V«2 — VeaS,ee=-0, 
»S,»S: — (-p<.,,+8)ffee + Pp,,HS.?)ee; 

(5.10) 

V ^ = V , n , 6 c = a - ^ i ^ ; - = ( - p ^ + - ) e e - + pP.Z»ie)e-; (5.П) 

- P ^ % = - ^ a H ^ c . Vp^=V cpP'e c = 0; (5.12) 
р ? п ' + А е = ° ; (5.13) 

p ^ A : = - " ? ' 6 c ' vp^+ 2 )—vcp^+ 2 )0c ; (5-14) 
Pa,H£—0; (6.15) 

P ^ S S l - ' - f f ^ ^ e - , V p ^ > - - V < + 2 > 8 C = 0 ; (5.16) 

а также 
nW' + u^L^O. (5.17) 

Из дифференциальных уравнений (5.11) следует, что яг-мер-
ная плоскость, натянутая на векторы Vai = V^iA.i, переносится 
параллельно в связности у. 

Из дифференциальных уравнений (5.12) следует, что если 
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/-структура, индуцированная в нормальном расслоении, парал­
лельна в связности у (см. § 4, п. 1 (4.33)), то 

H £ ' = 0 . (5.18) 
В случае параллельности второй фундаментальной формы 

(см. § 4, п. 1) из формул Гаусса (3.16), соотношений (5-9) и 
уравнений (5.10) — (5.16) следует равенство нулю следующих 
компонент второго фундаментального тензора [12]: 

ЯР. = 0 . (5.19) 
Из (5.18) и (5.20) следует, что в многообразии Сасаки 

Мп+1 антиинвариантная поверхность третьего типа является 
вполне геодезической, если вторая фундаментальная форма 
поверхности и f-структура в нормальном расслоении парал­
лельны в связности 7. В случае, когда m=— , то Мт — впол-
не геодезическая, если вторая фундаментальная форма поверх­
ности параллельна [29] или если Мт—вполне омбилическое 
подмногообразие [25]. 

Антиинвариантная поверхность типа 3 в многообразии 
Сасаки минимальна, если/-структура в нормальном расслоении 
и вектор средней кривизны Н = Нге/ (см. (4.13)) параллельны 
в связностях Г, у [34]. В случае т = \ , подмногообразие Мт 

~> 
минимально, если параллелен вектор средней кривизны Н [20]. 

Из формул (З.11) — (3.13), а также из (5.8) —(5.12) следует, 
что в многообразии Сасаки Mn+l(q>h,r\G) компоненты тензора 
кривизны г°аЬ нормального расслоения N (Мт) антиинвариант-
ной поверхности Мт типа 3 удовлетворяют соотношениям 

Если /-структура, индуцированная в нормальном расслое­
нии, параллельна и внешняя связность у плоская (г°аЬ = 0), то 
поверхность Мт — постоянной кривизны г, равной 1. В случае 
т = -к-, внешняя связность плоская тогда и только тогда, когда 
Мт постоянной кривизны г, равной 1 [25], [29]. 

3. В работах [26], [33]—[34] проведены исследования ан-
тиинвариантных подмногообразий Мт (т>4) типа 3 в много­
образии Сасаки с исчезающим контактным бохнеровым тензо­
ром кривизны (см. § 4, п. 2). В частности, найдены условия, 
при выполнении которых аитиинвариантная поверхность Мт 
типа 3 конформно плоская, т. е. компоненты' тензора вейлевой 
конформной кривизны СаЪсй обращаются в нуль (см. (4.38)). 
Для установления связи между компонентами контактного 
бохнерова тензора кривизны с компонентами вейлевой кои-
фррмной кривизны введем следующие обозначения: 

Babpd = B/KLM&aA-b A-cA-d >, 
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Dabcd = gax \HacHbd — HadHcb), 

Dac = gbdDabcd, £ > - = ^ D a c , 
bac=^gbdBabcd, b^g«°bac. 

В работе [34] получена связь между Babcd и Cabcd\ 

В abed — С abed •—^>abcdJT m — 1 (Safibd + gbd^ao — gad^bc — gbc^ad + 

+ gacDbdJrgbdDac-gadDbc — gbcDad) + 

+ (m_ 1H m-2) ^aegbd ~ gadgbc) Ф + D). (5{cdot}20) 

При помощи (4.35) — (4.36) и (5.21), а также (5.8) — (5.17) 
были получены следующие результаты [26], [31], [33]—[34]: 

Пусть Мт (т.з-4) — антиинвариантная поверхность треть­
его типа в многообразии Сасаки Мп+\ с исчезающим контакт­
ным бохнеровым тензором кривизны. Если выполняется одно 
яз следующих условий: 

1) Компоненты Dabcd удовлетворяют условиям: 

Dabcd = a (gaegbd—gbdgbc) > 

где a — некоторая скалярная функция [34]. 
2) f-структура, индуцированная в нормальном расслоении 

Nt/Wm)-1-, параллельна и второй фундаментальный тензор по­
верхности коммутативен [31]. 

3) Мт — вполне омбилическая поверхность [33], то .антиин­
вариантная поверхность Мт конформно плоская. 

В случае т= --, аитиинвариантная поверхность Мт в много­
образии Сасаки с исчезающим контактным бохнеровым тензо­
ром кривизны — конформно шлоская, если второй фундамен­
тальный тензор коммутативен [33]. 

4. Антиинвариантные подмногообразия третьего типа в са-
сакиевой пространственной форме Мп+Х (с) (см. § 4, п. 3) изуче­
ны в работах [34], [19], [23], [30], [37]. 

Компоненты тензора кривизны многообразия M„+1 (с) вычис­
ляются по формулам (4.40). Свернув (4.40) с AfKgA-fAf, с уче­
том уравнений Гаусса (3.11) и соотношений (5.8), получим 
формулы для вычисления компонент тензора кривизны Rtcd 
антиинвариантного подмногообразия Мт типа 3, вложенного 
в многообразие Мп+Х(с): 

Rabcd = ̂ {c^){bc
agbd-bd

agbc) + 

-\-gcT\HeaCHld — HarfHSc), (5.21) 

Формулы, определяющие компоненты тензора Риччи Rab: 
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Rab = j (tn - 1) (c — 1) gau + g - ^ ( Я М * - Я М - ) , (5.22) 
и скалярную кривизну г поверхности Мт: 

Г = I (да_ 1) (с + 3) + g^g^gar {Ha
aeHli - H°adHl0\ (5.23) 

В [34] выведены также формулы для определения компо­
нент тензора кривизны, тензора Риччи и скалярной кривизны 
антиинвариантной поверхности Мт а случаях, когда /-структура 
в нормальном расслоении N{Mm)± параллельна и когда поверх­
ность Мт минимальна ('см. [34] гл. 5, § Г стр. 125—126). 

При помощи формул (5.21) — (5.23), а также аналогичных 
формул для случая, когда /-структура в нормальном расслоении 
N(-Wm)x параллельна и когда поверхность Мт минимальна, с 
учетом соотношений (5.8) — (5.9) и уравнений (3.11) — (3.13), 
(5.10) — (5.17), получены следующие результаты: 

Пусть Мт—антиинвариантное подмногообразие типа 3 в 
сасакиевой пространственной форме. 

1. Если Мпг — вполне геодезическое, то оно постоянной 
кривизны r = j ( т — 1)(с + 3) [34]. 

2. Если Ж, —минимальное, то г <-— т(т— 1) (с + 3) [19]; 
3. Если Мт — минимальное, то оно вполне геодезическое 

тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих 
условий [19]: 

а) Mw —постоянной кривизны ----- (с + 3), 
б) #aft-= — (m~1)(C + 3)gflu, 
в) г = 1-/?г(™—1)(с + 3). 
4) Если /-структура в нормальном расслоении N (М-.)1 

и вектор средней кривизны параллельны и второй фундамен­
тальный тензор коммутативен, то Мт — постоянной кривизны 
г = 4-(с + 3) [34]. 

5) Если /-структура в нормальном расслоении /V(/Wm)--
параллельна и Мт вполне омбилическое, то Мт—-постоянной 
кривизны г = -т- (с + 3) [34]. 

6) Если /-структура в нормальном расслоении iV(.Mm)--
параллельна, то Мт — постоянной кривизны ----(с + 3) тогда 
и только тогда, когда вторая фундаментальная форма парал­
лельна [34]. 

В работе [34] введены понятия -п-цараллельности вектора 
. - > • средней кривизны Я и ^-параллельности второй фуидаменталь" 
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ной формы поверхности Мт в Мп+1 (ф^т^О). -Если поверхность 
Mm-—типа 3, то поле ортогональных плоскостей Тх(Мт)± 
в каждой точке хвМт содержит вектор %х и пересекает гипер­
плоскость г^ no (а — .--0-мерной плоскости. Пусть эта ПЛОСКОСТЬ 

—• - > 
натянута на векторы {Л/а,» Nuj, a ортогонально осна!цающая 
плоскость на векторы {Na„ £, NJ. В этом случае вторая фун­
даментальная форма примет вид: 

л«й0ае% = {Ha
aiNai+/C+1f+ mbNu) е-е*. 

Если в формулах (4.35) обращаются в нуль компоненты 
Heftc, ffabc, то говорят, что вторая фундаментальная форма 
•ц-параллельна [34]. 

Если обращаются в нуль компоненты H%bcgab, Habcgab, 
то говорят, что вектор средней кривизны / / ц-параллелен [34]. 

7) Если вектор средней кривизны т|-параллелен (см. § 4, п. 3), 
то /-структура в нормальном расслоении ./V(Mm)-i- параллельна, 
и Мт~плоское, то вторая фундаментальная форма т)-парал-
лельна [34]. 

8) Если вектор средней кривизны п-параллелеи, /-структура 
в нормальном расслоении N (Mm)L т)-параллельна, Мт — по­
стоянной кривизны г и выполняется условие ----(с-|-3)>г, 

то либо г < 0 , либо M, — вполне геодезическое и г = --- (с+3) [34]. 

9) Если /-структура в нормальном расслоении /V(M„,)X 

т]-параллельна и Мт — постоянной кривизны г и выполняется 
условие — ( с+3) > г, то либо Мт — вполне геодезическое,. 
либо плоское [34]. 

10) Если сектор средней кривизны ••.--параллелен, /"-структу­
ра в нормальном расслоении т]нпараллельна и второй фунда­
ментальный тензор коммутативен, то Мт—либо вполне геоде­
зическое, либо с<' —3 [34]. 

11) Если вторая фундаментальная форма •.--.параллельна, 
/-структура в нормальном расслоении N{Mm)-L параллельна и 
второй фундаментальный тензор (поверхности коммутативен, то 
Мт либо вполне геодезическое, либо плоское [23]. 

В работе [23] изучены антиинвариантные подмногообразия 
типа 3 в сасакиевой пространственной форме Мп+1(с), когда 
компоненты тензора кривизны удовлетворяют условиям, 

—•> —> —> —> 
которые в ортонормированном репере {e- , . . . ,em , em+1 = £, 

С + з » •. • Лп _. . Щ, • • •. Ф ^ Ф-С+а, • • .•. Ф*5_, Д и м е 1 0 Т в и д : 

J - + 1 2 "• J 
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R5$ = 0, ./&*+»«*-= О- ^ = 0, (5.24) 
где индексы {т-\-а), (т + Ь) принимают значения m + 1, 
m + 2, . . , , 2т. 

12)_Если сф —3, т>Ъ и тензор кривизны внешней связ" 
иости у удовлетворяют условию (5.24), то Мт .постоянной кри­
визны [23]. 

13) Если сф—3, поверхность Мт — минимальная и тензор 
кривизны 'внешней связности удовлетворяет условию (5.24), то 
Мт — плоское [23]. 

14) Если т < 3 , сф —3 вектор средней кривизны Мт ^-па­
раллелен и тензор кривизны нормальной связности удовлетво­
ряет условию (5.24), то в Mn+i(c) существует вполне геодези­
ческое инвариантное подмногообразие М2т+\(с) такое, что под­
многообразие, вложенное в М2т+\{с), является плоской антиин-
вариантной минимальной поверхностью [23]. 

Минимальные антиинвариантные подмногообразия в .пяти-
мерной сасакиевой пространственной форме изучены в работах 
[30], [28]. 

В работах [22], [34], [37] изучены компактные, компактные 
минимальные адаиинвариантные подмногообразия типа 3 в са-
.•жие-вой пространственной форме. 
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