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В р я д е работ [1—4, 7] рассматривались системы р е г у л и р о в а н и я х пе­
ременной структурой. Особенностью таких систем я в л я е т с я то, что, из­
меняя некоторые п а р а м е т р ы системы автоматического регулирования , 
добиваются выхода системы в скользящий р е ж и м . К а к п р а в и л о , при этом 
часть поверхности переключения я в л я л а с ь поверхностью скольжения. . 
Так , н а п р и м е р ([2], стр. 1290), для системы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравне­
ний третьего п о р ядка вида 

х=у, у = z, z= —сх— by — az— аКх, (1) 

где а, Ьу с — постоянные; | а | 1; К — положительный параметр , изме­
няющийся в широких п р е д е л а х , закон переключения выбирается по пра­
вилу 

а = sign х (Ах + By + z). 

Здесь поверхностью переключения является поверхность, состоящая: 
из двух плоскостей х = 0, Ax{-i-By-rz = 0, одна из которых Ax + By-\-z = 0 
является поверхностью скольжения , другая х = 0 прошивается траекто­
риями системы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений (1 ) . 

В настоящей работе рассмотрен случай, когда в о з м о ж н а о р г а н и з а ц и я 
скольжения на обеих плоскостях переключения. П р и этом найдены не­
обходимые и достаточные условия существования скольжения на по­
верхности переключения , которая представляет собой пару пересекаю­
щихся плоскостей; д о к а з а н о попадание и з о б р а ж а ю щ е й точки фазового 
пространства на поверхность скольжения . Устойчивость невозмущенного 
д в и ж е н и я динамической системы характеризуется попаданием изобра­
ж а ю щ е й точки фазового пространства на поверхность переключения и 
устойчивым д в и ж е н и е м по ней. 

§ 1. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СКОЛЬЖЕНИЯ 

Р а с с м о т р и м систему дифференциальных уравнений третьего порядка 
вида 

Х\ = йцХх -f- й12Х2 + CL\3X3, 

%2 ~ ^21-^1 ~Ь ^22-^2 "Т~ ^23-^3' О ' О 

х3 — и31х± ~Ь ^32^2 ~Ь #33X3 + а Ьх3, 

где aik (i = 1, 2, 3; k = 1, 2, 3) — постоянные величины; Ь—положи­
тельный параметр, изменяющийся в широких пределах; а удовлетворяет 
условию | а К 1. 
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Выберем закон переключения а по правилу 
а = sign (Ахг + Вх2 + Сх3) (Ахг + Вх2 — Сх3)у 

где А, В, С — п о л о ж и т е л ь н ы е постоянные. 
Поставим задачу : найти необходимые и достаточные условия суще­

ствования скольжения на всей поверхности переключения, к о т о р а я пред­
ставляет собой пару пересекающихся плоскостей 

Ахг + Вх2 + Сх3 = 0, 

Ахг + Вх2 — Сх3 = 0 

фазового пространства переменных хь хъ х 3 . 
Н а й д е м производную функции 

со = (Ахг + Вх2 + Сх3) (Ахг + Вх2 — Сх3) 

по времени t в силу системы дифференциальных уравнений (1.1). Значение 
производной функции со по времени t на плоскости Ахг -\- Вх2 + Сх3 — 0 

обозначим через , а на плоскости Ахх + Вх2 — Сх3 = 0 — через 
dt 

dco 2 

dt 
-, получим 

dco-L 

dt 
2{Ax1 + Bx2) 

- а Ч ОЛ — а ЪА 

Ч 3 

АВ 
апА + а21В — а23 — \- Са31 

С/ 

Л 2 

%з 
С 

а12А + а22В + а32С — а 23 
Б 2 

"с 

С а 3 3 В — а ЪВ I 

dt 
= 2(Ахг + Вх2) 

АВ 

[ апА + а21В — а31С + а13 — + 

+ а 2 3 а33А —аЬА)х1 + \ а12А + а22В — а32С + 

Б 2 Л £ 
— а 3 3 В — а ЪВ I х 9 

Д л я того чтобы существовало скольжение в к а ж д о й точке поверхности 
о) = 0, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия ([5], 
с т р . 4 2 1 ) 

dсо ^ ^ dсо 
lim < 0, lim 

оз-+о dt СО--о 
0, (1.2) 

что в нашем случае запишется так: 

dco x 

dt 

dco 2 

d сох 

< 0 при а = ' + 1, 

-< 0 при а = + 1, 

> 0 при а = — 1, 
( 1 - 3 ) 
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dco 2 

dt 
> 0 при а = — 1. 

Причем условия (1.3) должны выполняться при любых xv х2. 
Введем обозначения: 

АВ А2 

D = апА + а21В — а23 — \- а31С — а13~- а33А — а ЬА, 

Е = а 1 2 Л + aJB + a,JC — а. 
В2 

*23 -ЧЗ" 
АВ 

С 

АВ 
D1 = апА + а21В — а31С + а13 — + й 2 3 — -

С» с» 

— а 3 3 В — а ЪВ, 

— а33А — а ЪАУ 

АВ В2 

Ег = а12А + а22В — а32С + а13 — \-а23— а33В — а ЪВ, 
С» С/ 

тогда при А > 0 получим 

di&x 

dt 

dco 2 

dt 

= 2AD 

= 2AD1 

x± + 
AE + BD 

2AD 

АЕг 4 - BD1 

~ d(x)x Так как знак — и 

%1 H A * ~ Х2 

( Л Е — Д Р ) 2 

4Л 2£> 2 

(AE.-BD.y 
(1.4) 

2ADX J \A2D\ 

2 в силу условия (1.3) зависит только от а 
dt dt 

и не зависит от х1у х2, то имеем 

AE — BD = 0, AE1 — BD1 = 0) 

откуда следуют условия 

АВа22 +А2а12 + АСа32 — апАВ — а21В2 — ВСа31 = 0, 

АВа22 + Л 2 а 1 2 + ВСа31 — АСа32 — апАВ — а21В2 == 0. 

Учитывая, что неравенства (1.3) выполняются одновременно при а = 
из тождеств (1.6) получим 

АВа22 + А2а12 — апАВ —а21В2 = 0, 

Аа32— Ва31 =0, 

При выполнении условий (1.7) имеем 

d®! 

(1.5) 

(1-6) 

± 1, 

(1.7) 

dt 

dco, 

• = 2D (Аь + Ax2f, 

2 = 2D1(Ax1 + Bx2f. 
dt 

Отсюда следует, используя (1.3), что 

£ > < 0 и £ > ! < ( ) при о = + 1, 

D > 0 и D, > 0 при а = — 1. 
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Возвращаясь к старым обозначениям и объединяя последние неравенства, 
получим 

А2 АВ 
апА + а21В ± а31С + а13 - й= а23 а33А < (1.8) 

С С 

Очевидно, условия (1.7) и (1.8) являются и достаточными. 
Т е о р е м а 1. Для существования скольжения на поверхности пере­

ключения 
(Ахх + Вх2 + Сх3) (Ахь + Вх2 — Сх3) = 0 

фазового пространства переменных xlt х2, х3, необходимо и достаточно 
выполнения условий (1.7) и (1.8). 

§ 2. УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ, ОПИСЫВАЮЩИХ ПРОЦЕСС СКОЛЬЖЕНИЯ 
п о ПОВЕРХНОСТИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ 

Процесс скольжения на плоскости Ахх + Вх2 — Сх3 = 0 фазового про­
странства переменных xv х2, х3 описывается системой дифференциальных 
уравнений ([6] , 'стр. 680) 

*1 = | а11 + aiS Ч + ^ 1 2 + <h3 J * 2 > 

А В ( 2 Л ) 

• Х2 = | ^ 2 1 + а23 ~~^Г j Х1 ~Ь I #22 ~Ь а23 ^ 

корни характеристического уравнения которой равны 

7 _ В 

л х — а22 — » 

, В t А В 
Л2 — &23 ~ Г #11 "T- ^ 1 3 — #21 • 

Следовательно, для асимптотической устойчивости невозмущенного 
движения на плоскости Ах± + Вх2 — Сх3 == 0 фазового пространства пере­
менных xv х2, х3 необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 

В 
а22— а21— < 0, 

А 

а23 — + ап + а13 —- — а 2 1 . — < 0. 

Аналогично процесс скольжения на плоскости Ахх + 5 х 2 + Сх 3 = 0 фазо­
вого пространства переменных xv х2, х3 описывается системой дифферен­
циальных уравнений вида 

• / А \ / В 

Xl ~ I аП а13 ~~~~ I Х1 4 " | #12 #13 

4 ' (2-2) 
А'-> I Uoi #.>о I Хл ~\ I U90 UoQ I ^2* 

4. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я Л'Ь 12 
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Корни характеристического уравнения этой системы имеют вид 

_ В 
У 1 — #22 #21 ~~Г > 

В А А 
У 2 — #21 + #11 #23 — " #13 ~ ~ ' 

Таким образом, чтобы невозмущенйое движение на обеих плоскостях было 
асимптотически устойчиво, нужно, чтобы выполнялись условия 

В 
# 2 2 — # 2 1 — < 0 , 

/г 

( В ] 

| Aal3 + Ва231 < — С [ап — а21 — 

V Л 

Итак доказана 
Т е о р е м а 2. Для того чтобы на поверхности переключения невоз-

лущенное движение было асимптотически устойчивым, необходимо и до­
статочно, чтобы выполнялись условия 

# 2 2 — # 2 1 — У < 0 , 

| Аа13 + Ва231 < — С ^ап — а21 - ~ - j . (2.3) 

З а м е ч а н и е . Прямая 

Ахг + Вх» = 0, 
(2.4) 

*а - 0, 

является интегральной прямой систем дифференциальных уравнений (1.1), 
(2.1), (2.2), в чем легко убедиться. В самом деле, подставляя (2.4) в (1.1), 
(2.1) и (2.2), получим 

В _ апВ — а12 А 

А а21В—а22А 

что эквивалентно условию АВап—а12А2 + а21В2 — АВа22 = 0, которое яв­
ляется условием скольжения. 

§ 3. ПОПАДАНИЕ ИЗОБРАЖАЮЩЕЙ ТОЧКИ 
ФАЗОВОГО ПРОСТРАНСТВА 

НА ПОВЕРХНОСТЬ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ 

Систему дифференциальных уравнений (1.1) заменой переменных вида 

Azx = Ахг + Вх2, 

z2 = x2, (3.1) 

z3 = Ахх + Вх2 + Сх3, 

используя условия существования скольжения (1.7), приведем к виду 

Z\ = &ц^1 + bl3Z3, 
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• / А \ I В \ #23 

Z2 — I ап а 2 з 1 + I #22 #21 I Z2 + Z 3» 

2 8 = (6 8i — а 6 Л ) г 1 + (&88 + а 6 ) 2 8 > ^ 

где введены обозначения 

/ В А В 
"11 ~~ I А П й21 ~ #13 ~ #23 

И #13 4 # 2 3 Д h - A n + B n - L n 
°1з ~ ' т д£ > #ЗЗ — #13 ~Г #23 "Г #33» 

Л 2 АВ 
Ь31 = Л а и + Ва21 + Са31 — а13 — — а23 — а33А. 

о с * 
Преобразованием (3.1) область 

Ахг f Вх2 + Сх3 > 0, 

Ах± + Вх2 — Сх3 > 0 

фазового пространства переменных хг, х2> х3 переводится в область 
zs > 0 , 

z3— 2 Л 2 г < 0 . (3.3) 

Следовательно, в области (3.3) действует система дифференциальных урав­
нений (3.2) с а = + 1. 

Характеристическое уравнение системы дифференциальных уравнений 
(3.2) распадается на два уравнения вида 

А #22 #21 л 9 

V - ФП + Ь33 + Ь) X + b13 (Ь31 - ЬА) = 0 . (3.4) 

Обозначим корни уравнения (3.4) через к2 и Х3 и пусть выполняется усло­
вие Х3 —Х2 > 0. 

Допустим, что в начальный момент / = 0 точка M0(z°v z\, z°) фазового 
пространства переменных zv z2, z3 находится в области (3.3), т. е. ее ко­
ординаты удовлетворяют условию 

z ° > 0 , z° — 2 A z ° < 0 . (3.5) 

Предположим, что точка М0 при своем движении по траектории си­
стемы дифференциальных уравнений (3.2) при а = + 1 попадает на пло­
скость z3 0 в момент / 3 (/ х > 0), Тогда будем иметь 

1 , zl^3-b33-b)~z\{b31-Ab) 
tx = IN 

h - K zl{K-bZ3-b)-z*{b31-Ab) ' 

При сделанных выше предположениях ^ > 0 , если выполнено условие 

z°3(X3 — K2) 
• > 0, 

4(^-bss-b)-z^b31~Ab) 
эквивалентное условию 

4 (К — 6 З З — Ь) — z° ( 6 3 1 — АЬ) у 0. (3.6) 



2Q64 н. г. ЯРОВОЙ 

Аналогично, если точка МЦгх> z'v Zg), координаты которой удовлетворяют 
условию 

Z g > 0 , z'3— 2 Л г ; < 0 , 

при своем движении вдоль траектории системы дифференциальных уравне­
ний (3.2) при а = + 1 попадает на плоскость z3 — 2 Л z 1 = 0 при t= t2, то 

t2 = ~——— X 

х / [2А(К2— Ь33 — Ь) — b31 + bA][z's(X3 — b ^ b ) - z[(b3l-bA)] 
Л n[2A(X3-b33-b)-b31 + bA][z;(l2-b33-b)-z[(b31- ' 

На плоскости z 3 — 2 Л z 1 = 0 фазового пространства переменных zl9 z 2 , z3 

в случае попадания на нее точки Мг t2 > 0. Следовательно, должно вы­
полняться условие 

(b31 — ЬА) (Х2— Х3) (г'3 — 2Az[) 

[2А (к3 - Ь 3 3 - Ь ) - b 3 1 + ЬА] [г'ъ (\ - b33 -b)-z[ (b31 - ЬА)) > °' ( 3 * 7 ) 

Числитель неравенства (3.7) в силу сделанных предположений и условий 
(1.8) отрицателен. Таким образом, условие (3.7) эквивалентно условию 

z'3(Х2— b33 — Ь) — г\(Ь31 — ЬА)< 0 
при 

2A(X3-b33)-bA-b31>0. (3.8) 

Рассмотрим функцию 

v(zv z3) = z3 (Х2 — b33 — b) — z1 {b31 — ЬА), (3.9) 
определенную и непрерывную в области (3.3). Очевидно, при выполнении 
условий (1.8) будем иметь 

v (zv 0) = . — Zj (b31 — ЬА) > 0. 

С другой стороны, подставляя z3 = 2Azx в (3.9), получим 

v(zv 2Лz 1) < 0, 

если выполняется условие 

2А(Х2 — Ь33)— Ь31— ЬА < 0 . (3.10) 

Таким образом, при выполнении условий (3.10) функция v(zv z2) на гра­
нице области (3.3) принимает значения разных знаков и, следовательно, 
она обращается в нуль внутри области (3.3), т. е. плоскость 

z3(X2 — b33—b) — z1(b31—bA)=0 

делит область (3.3) на две части: 

Z3O2 — 633 — b)~Zi(&3i— ЬА) < 0 , z3— 2 Л г х < 0 , (3.11) 

z3{X2—b33—b)—z1(b3l—bA)>0, z 3 > 0 . (3.12) 

Итак, каждая начальная точка, расположенная в области (3.11) при ^ = 0 , 
при своем движении по траекториям системы дифференциальных уравнений 
(3.2) попадет на плоскость z3—2Azx = 0 и каждая точка, расположенная 
в области (3.12) при t = Q, при своем движении попадет на плоскость 
z3 = 0, если выполнены условия (3.8), (ЗЛО). 
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Рассмотрим теперь область 

Ахх + Вх2 + Сх3 < 0, 

Ахх Вх2 — Сх3 >- 0 

фазового пространства переменных хг, ,.х2, х3, которая преобразованием (3.1) 
переходит в область 

* 8 < 0 , г 3 — 2 M < 0 (ЗЛЗ) 

фазового пространства переменных zv z2, z3. Следовательно, в области 
(3.13) действует система дифференциальных уравнений (3.2) при а = — 1. 

Характеристическое уравнение системы дифференциальных уравнений 
(3.2) распадается на два уравнения вида 

В 
Р #22 #21 д 9 

P2-(bn + b33-b)p + b13(b3r+bA) = Q. (3.14) 

Корни уравнения (3.14) обозначим через р 2 и р 3 и пусть, кроме того, 
Рз — Р 2 > ° -

Проводя точно такие ж е рассуждения для области (3.13), как при 
рассмотрении области (3.3), получим условия 

2 Л ( р 3 — Ь33) — Ь31 + ЬА>0, 

2 Л ( р 2 — & з з ) — / 7 3 1 + 6 Л < 0 . (ЗЛ5) 

Таким образом, если выполнены условия (3.15), то все точки, расположен­
ные в момент ^ — 0 в области 

z 3 (р 2 — Ьвз + Ь) — zx (b31 + ЬА) < 0, 

2 3 < 0 

фазового пространства переменных zx, z2, z3, при своем движении по траек­
ториям системы дифференциальных уравнений (3.2) попадут на плоскость 
z3 = 0, а все начальные точки, расположенные в области 

^з (р 2 — Ь33 + b) — z1 (b31 + ЬА) > 0, 

z3 — 2Azx ^ 0, 

при своем движении попадут на плоскость 

z3 — 2Az1 = 0. 

Рассмотрение остальных областей, где а принимает значения + 1 и — 1, 
приводит к точно таким ж е результатам, как (3.8), (3.10) и (3.15). 

Очевидно, условия (3.8), (3.10) и (3.15) являются не только необхо­
димыми, но и достаточными. 

Следует заметить, что эти условия при достаточно больших Ь выпол­
няются всегда. 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 для системы диф­
ференциальных уравнений (1.1). Тогда для попадания изображающей точки 
(разового пространства переменных xv х2, х3 на поверхность переключения 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (3.8), (ЗАО) и (3.15). 
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В качестве примера рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
вида 

хх — -f- х2 ~\~ х31 

Х2 — 6^Cj \х2

 х

3у 

х3 = 2хх + х2 + 8х3 + а Ьх3\ 
где 

а = sign (2хг + х2 + х3) (2хх + х2— х3). 

При b — 20 все условия теорем. 1, 2, 3 выполняются. 

Автор благодарит Е. А. Барбашина за ценные советы, которые были 
крайне необходимы для написания статьи. 
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