
Для доказательства пункта г) достаточно применить лемму 6 к 
ряду 

оо 2
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Теорема полностью доказана. 
З а м е ч а н и е 3. В дополнение к пункту б) теоремы отметим, что 

существуют полиномы (с монотонными коэффициентами) второго и 
третьего порядка, которые обращаются в нуль на множествах, мера 
которых равна 1/2 (см. замечание 2). 

З а м е ч а н и е 4. А. Вероятно, от величины меры множества £ , 
на котором ряд (1) сходится к нулю, зависит тот минимальный но­
мер N, начиная с которого заведомо все коэффициенты ат равны нулю. 
Из доказанной теоремы следует, что если | £ | = 1/2, то N = 4, а если 
| £ | > 1 / 2 , то N=1. Мы не знаем этой зависимости в общем случае. 

Б. Нам неизвестно, имеются ли аналоги доказанной теоремы для 
тригонометрической системы или для других классических полных си­
стем. Некоторый сдвиг в этом направлении осуществлен в работах 
[5] и [6] . 

В. Доказанная теорема допускает некоторое обобщение в сторону 
ослабления условия {ат}^А. Однако мы не знаем оптимальных усло­
вий, при наложении которых на последовательность коэффициентов 
{ат} остается верным, например, утверждение пункта а) теоремы. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Л у з и н Н, Н. Интеграл и тригонометрический ряд. М.—Л., 1951. 
2. А л е к с и я Г. Проблемы сходимости ортогональных рядов. М , 1963. 
3. У л ь я н о в П. Л. О рядах по системе Хаара. — Матем. сб., 1964, 63, № 3, 

356—391. 
4. У л ь я н о в П. Л. Некоторые результаты о рядах по системе Хаара. — Докл. 

АН СССР, 1982, 262, № 3, 542—545. 
5. Г а п о ш к и н В. Ф. О нулях тригонометрических рядов с монотонными коэффи­

циентами. — Изв. высш. учебн. заведений. Математика, 1981, № 9, 13—15. 
6. Д ь я ч е н к о М. И. О рядах Фурье с монотонно убывающими коэффициентами 

и некоторые вопросы гладкости сопряженных функций. — Сообщ. АН 
ГрузССР, 1981, 104, № 3, 533—536. 

7. Р а 1 е у R. A remarkable series orthogonal functions. — Proc. London. Math. Soc , 
1932, 34, 241—279. 

8. M a r c i n k i e w i c z J. Quelgues theoremes sur les orthogonales. — Ann. Soc. po-
lon. math., 1937, 16, 84—96. 

9. У л ь я н о в П. Л. О рядах по системе Хаара с монотонными коэффициентами. — 
Изв. АН СССР. Сер. матем., 1964, 28, 925—950. 

10. B e y e r W. A. Hausdorff dimension of level sets of some Rademacher series. — 
Pacif. J. Math., 1962, 12, N 1, 35—46. 

Поступила в редакцию 
23.06.83 

ВЕСТИ. МОСК. УН-ТА. СЕР. 1. МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА, 1983, № 6 

УДК 510.225 

В. А. Успенский, В. Г. Кановей 

ПРОБЛЕМЫ ЛУЗИНА О КОНСТИТУАНТАХ И ИХ СУДЬБА 

§ 1. Предпосылки проблем. С момента возникновения теории мно­
жеств в центре ее внимания была проблема континуума. В строгом 
смысле проблема континуума состоит в требовании доказать или опро­
вергнуть континуум-гипотезу (в том или ином ее варианте; см. ни-
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же). При более широком понимании проблема континуума состоит в 
том, чтобы выяснить, как соотносятся между собой следующие две 
мощности: 

1) мощность континуума действительных чисел, равная 2 N o и 
обозначаемая через с, и 

2) мощность множества всех не более чем счетных порядковых 
чисел (другими словами, наименьшая из мощностей несчетных вполне 
упорядоченных множеств), обозначаемая через И\. 

Равенство с = N i выражает один из распространенных вариантов 
континуум-гипотезы. При принятии аксиомы выбора это равенство рав­
носильно основному варианту этой гипотезы, состоящему в предполо­
жении, что всякая мощность ш,для которой К о < ш < с , совпадает либо 
с No, либо с с; мы называем этот вариант основным, поскольку именно 
так понимали континуум-гипотезу Кантор в 1878 г. ( [9] , с. 132) и 
Гильберт в 1900 г. [10]. В то же время многие авторы, например 
Н. Н. Лузин [5, 6] (в ,[8] с. 564, 679), П. С. Александров [13, с. 92] , 
называют континуум-гипотезой именно равенство c = JRi. (О так на­
зываемой «второй гипотезе континуума», ныне называемой также гипо­
тезой Лузина, см. в [5, п. 9].) 

Гипотетическое равенство c = Ni (как и его отрицание c=^=Ki) 
отражает лишь один из аспектов вопроса о соотношении между с и 
Хь Другие аспекты, возможно, более глубокие, хотя нередко и ус­
кользающие от внимания математиков, проанализированы Н. Н. Лузи­
ным (как с математической, так и с философской точек зрения) в ра­
ботах [3,5,6] (в [8] с. 626—629, 553—556, 564—566, 679—680). 

Альтернативой к континуум-гипотезе по традиции выступает нера­
венство О Hi, поскольку соотношение с > N i обычно принимается как 
не вызывающее сомнений. Однако это соотношение отнюдь не бесспор­
но. Поясним, в чем тут дело. 

Неравенство o N i означает, строго говоря, что существует то-
чечное множество (множество, состоящее из точек действительной пря­
мой R), имеющее мощность ровно Хь Другими словами, существует 
coi-последовательность попарно-различных точек континуума R. (Через 
(oi обозначается наименьшее несчетное порядковое число. Под coi-no-
следовательностью понимается трансфинитная последовательность ин­
дексированных множеств, индексами которых служат все порядковые 
числа, меньшие, чем о)ь) Вот обычное рассуждение, обосновывающее 
существование требуемой последовательности (другое доказательство 
см. в [13], гл. 3, § 4, теорема 20). 

«Итак, нужно построить последовательность ( # v : v < c o i ) попарно-
различных точек R. Положим х0=0 (например). Если v<m и все 
точки хй, где p < v , уже построены, то счетное множество 
{лг^рО} не может исчерпать всех точек континуума в силу того, что 
с > 8 0 по теореме Кантора. Следовательно, мы можем взять точку 
* V ^ R , не совпадающую ни с одной из точек х» где p<v» . 

Приведенное рассуждение, кажущееся простым и очевидным, при 
более глубоком анализе перестает быть таковым. В самом деле, по 
ходу построения точек x v нам приходится на каждом шагу выбирать 
точку xv из бесконечного, и даже несчетного, дополнения к множеству 
{^:jx<v}, не имея никакого правила или закона, по которому следует 
производить такой выбор. В связи с этим, даже если признать аксио­
му выбора АС, обеспечивающую законность такого рода^ построений, 
результирующее множество {xy:v<<u\} будет лишено какой-либо инди­
видуальности. Если представить себе, что двое математиков отдельно 
осуществили наше построение, то они в принципе не смогут установить, 
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*гго в результате получили одно и то же множество (ср. [13], гл. 3, 
§ 4, замечание 3). 

На эту трудность в доказательстве неравенства c > S i указывал 
еще Лебег в письме к Борелю. Цитируя это письмо, Лузин [2, гл. III] 
(в [8] с. 173) формулирует (и приписывает Лебегу) следующую проб­
лему: 

Можно ли назвать (то есть существует ли «индивидуальный» при­
мер) (^^последовательность попарно-различных точек континуума? 
Другими словами, можно ли указать конкретную совокупность точек 
континуума, имеющую мощность Hi? 

Эту проблему естественно называть проблемой Лебега. В работе 
[3] (в [8] с. 628) Лузин трактует ее как ослабленную форму пробле­
мы континуума. 

Пытаясь найти подходы к решению этой проблемы, имеющей не 
только математическое, но и философско-математическое значение, Лу­
зин использовал методы, разработанные дескриптивной теорией мно­
жеств. К 30-м годам не было известно способов построения «индиви­
дуальных» совокупностей из Ki точек. Был, однако, известен способ 
построения индивидуальной совокупности мощности Х ь но состоящей 
не из точек, а из точечных множеств. 

Это построение восходит к Лебегу: оно представляет собой побоч­
ный результат, извлекаемый из предложенного Лебегом в [11] приме­
ра функции, не входящей в классификацию Бэра. Конструкция Лебега 
излагается Лузиным в [1] , п. 1 (в [8] с. 380—381), и, более подроб­
но, в [2] , гл. III (в [8] с. 166—169); усовершенствованное изложение 
см. в [13], с. 75—76. Анализ конструкции Лебега и ее геометрическая 
интерпретация привели Лузина к понятию решета, сыгравшему ключе­
вую роль в доказательстве многих классических теорем дескриптивной 
теории множеств. 

В подстрочном примечании в [2, с. 178] (перевод этого при­
мечания в. [7, с. 178] и [8, с. 150] неполон) Лузин указывает, что в 
[1] он «ввел в явном виде общее понятие решета..., но в действитель­
ности первый частный пример решета имеется у Лебега: это бинарное 
решето». (Бинарное решето Лебега анализируется Лузиным в [1, пп. 
1—3], [2, гл. III], [5, п. 17]; см 
ко Лебег в своем предисловии к 

8, с. 380—383, 165—170, 580].) Одна-
2] отказывается признать себя авто­

ром процедуры решет и отмечает, что «г-н Лузин не вполне счастлив, 
пока ему не удалось приписать другому своих собственных открытий». 

Определение решета в наиболее общем виде дано в гл. III лузин-
ских «Лекций» i[2] (в [8] с. 151), где решетом (для построения линей­
ных множеств) названо плоское множество любой природы. Однако 
для большинства приложений оказывается достаточным рассматри­
вать плоские решета, которые можно накрыть счетным числом гори­
зонтальных прямых. Именно такие решета (счетные прямолинейные 
решета в терминологии [2, гл. V ] ; в [8] с. 241) рассматриваются (и 
называются. — как правило, при наложении на них некоторых допол­
нительных ограничений — просто решетами) в [1, 5, 6] и в других ра­
ботах Лузина и его последователей. 

С этим ограничением мы имеем следующее определение решета. 
Решетом называется всякая система С, состоящая из множеств C ^ R , 
занумерованных действительными числами q, составляющими некото­
рое (свое для каждого решета) не более чем счетное множество Qg= 
^R. Множества Сq (элементы решета С) удобно представлять рас­
положенными в плоскости на горизонтальных прямых с соответствую­
щими ординатами q. 
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Часто рассматриваются открытые решета (это означает, что каж­
дое множество Сд должно быть открытым в топологии R), но можно 
рассматривать и решета другой природы, например замкнутые или 
борелевские, у которых все элементы Сд суть замкнутые или соответ­
ственно борелевские множества. В работе [4] , п. 5 , Лузин рассматри­
вает решета, составленные из отрезков с рациональными концами, рас­
положенных на горизонтальных прямых с попарно-различными рацио­
нальными ординатами; такие решета мы будем называть простыми. 
В мемуаре [ 1 ] рассматриваются решета, все элементы которых суть 
счетные объединения отрезков. Отметим, что в этом мемуаре дано пер­
вое систематическое изложение теории решет, и вообще впервые появ­
ляется слово «решето» (франц. cribie, англ. sieve). 

Всякое решето С определяет разбиение действительной прямой на 
множества [С] и [С]* следующим образом. Пусть х^К. Тогда верти­
кальное сечение C/x={q:x^Cq} может либо быть вполне упорядочен­
ным в смысле естественного порядка действительных чисел, либо не 
быть таковым. В первом случае отнесем х к внешнему множеству [С], 
а во втором — к внутреннему множеству [С]* (внутреннее множество 
называется также просеянным посредством решета С). В свою очередь, 
каждое из этих множеств разбивается на более простые множества, 
даваемые следующим определением для каждого порядкового числа 
V < G ) b 

[ C ] v = { x e [ C ] : С/х имеет порядковый тип v}; 
[Cj* v = { x e [ 6 ] * : наибольший вполне упорядоченный, начальный 

сегмент множества CJx имеет порядковый тип v}. 
Множества [ C ] v называются внешними конституантами; они по­

парно не имеют общих точек и дают [С] в объединении. Множества 
[Cj* v — внутренние конституанты — также попарно не пересекаются 
и дают в объединении соответственно множество [С]*. 

Если решето С открытое или хотя бы борелевское, то конституан­
ты i[C] v и [C]* v будут борелевскими множествами, множество [С]* 
принадлежит классу А-множеств (является проекцией плоского боре-
левского множества), а множество [С] — классу СА-множеств (т. е. 
дополнений к Л-множествам). Верно и обратное: каждое Л-множество 
просеивается некоторым открытым решетом, то есть каждое Л-множе­
ство (соответственно СЛ-множество) имеет вид [С]* (соответственно 
[С]) для подходящего открытого решета С. Эти и другие утвержде­
ния, связанные с решетами и конституантами, доказаны в |[2]. Вооб­
ще, представление Л-множеств и С А-множеств с помощью решет поз­
волило придать теории этих множеств чрезвычайно изящный и закон­
ченный вид, что и было осуществлено Лузиным в его «Лекциях» [2] . 

Итак, каждое открытое решето С вполне недвусмысленным спосо­
бом определяет две «индивидуальные» wi-последовательности, состав­
ленные каждая из Ki непересекающихся (возможно, пустых) борелев-
ских множеств — wi-последовательность внешних конституант и 
{^-последовательность внутренних конституант (в объединении члены 
обеих последовательностей вместе дают всё пространство R, так что 
все они не могут быть пустыми). 

Особый интерес в этом плане привлекли внешние конституанты в 
связи с тем, что был найден [2, гл. III] (в ([8] с. 164) критерий не­
счетности числа непустых (следовательно, и попарно-различных, так 
как конституанты не пересекаются) внешних конституант — небореле-
вость множества [С]. (Для внутренних конституант аналогичный кри­
терий не имеет места: можно указать открытое решето С, такое, что 
все [C]* v непусты, а [С]* совпадает с R.) Таким образом, если взять 

76 



неборелевское Л-множество, то совокупность непустых внешних кон­
ституант просеивающего его открытого решета образует индивидуаль­
ный пример системы борелевских точечных множеств, имеющей мощ­
ность Кь 

§ 2. Постановка проблем. Если бы удалось построить открытое ре­
шето С, такое, что каждая конституанта [С]у содержала бы одну и 
только одну точку, то множество [С1 дало бы положительное решение 
проблемы Лебега. В связи с этим Лузин ставит в работах [5,6] (в 
[8] с. 553, 672) следующую проблему: 

П р о б л е м а I. Существует ли открытое решето С, такое, что каж­
дая конституанта [ C ] v содержит роено &Эну точку? 

Констатировав серьезные трудности на пути к решению этой проб­
лемы (то есть к построению требуемого решета или к доказательству 
отсутствия таких решет), Лузин в цитированных работах (в [8] 
с. 554, 672) ставит следующую более слабую (то есть накладывающую 
менее жесткое требование на решето С) проблему: 

П р о б л е м а П. Существует ли неограниченное открытое решето 
С, такое, что каон?Эая конституанта [C]v не более чем счета? 

Решето называется неограниченным, если число определяемых 
им непустых внешних конституант несчетно. 

Положительное решение проблемы II также привело бы к реше­
нию проблемы Лебега, так как объединение в числе Si непустых не 
более чем счетных множеств имеет мощность Кь (Лузин указал [5] , 
в [8] с. 555, на одну тонкость в этом рассуждении. Дело в том, что 
для доказательства утверждения о мощности X гобъединения непустых 
не более чем счетных множеств нужна, вообще говоря, аксиома выбо­
ра. Так что здесь аксиома выбора используется не для построения ка­
кого-нибудь специального множества, а для доказательства определен­
ного свойства уже имеющегося множества. Впрочем, современные 
исследования показали, что в случае, когда объединяемые множества 
суть конституанты открытого оешета, можно обойтись без аксиомы 
выбора. Об этом см. ниже в п. 3.2.) 

Положительное решение проблемы II привело бы к решению еще 
одной фундаментальной проблемы дескриптивной теории множеств — 
проблемы существования несчетного С А-множества без совершенного 
ядра (то есть не имеющего непустых совершенных подмножеств). 
Известно, что в случае, если решето С открытое (или даже, вообще, 
борелевское), его внешнее множество [С] (являющееся в этом случае 
СЛ-множеством) имеет совершенное ядро тогда и только тогда, когда 
хотя бы одна из внешних конституант несчетна (см. [2, гл. III]; в 
[8] с. 171). Поэтому для построения несчетного СЛ-множества без 
совершенного ядра было бы достаточно построить решето, удовлетво­
ряющее требованиям проблемы II. 

Отметим важное различие в постановке проблем I и II: требования 
проблемы I включают непустоту каонЗой конституанты TC]V в то вре­
мя, как проблема II требует лишь, чтобы число непустых конституант 
было несчетным. Как будет показано ниже, это различие определяю­
щим образом влияет на то, как решаются проблемы I и II. Мы сфор­
мулируем сейчас проблему, находящуюся как бы между проблемами I 
и II. ^ 

П р о б л е м а 1а. Существует ли неограниченное открытое решето 
С, такое, что каждая конституанта [ C ] v содержит не более дЭной 
точки? 

Заметив ( [5 ] , п. 1; в [8] с. 555), что «при современном состоянии 
науки мы не имеем ни малейших указаний на вероятность решения 
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проблемы II в том или ином направлении», Лузин еще более ослабляет 
требования к решету С, надеясь на этом пути нащупать природу труд­
ностей, связанных с исследованием конституант. Особое значение имеет 
следующая проблема, поставленная в [2,5,6] и в ряде других работ 
Лузина 30-х годов (в [8] с. 173, 555, 672 и др.): 

П р о б л е м а III. Существует ли неограниченное открытое решето 
С, такое, что конституанты [ C ] v образуют ограниченную по рангу со­
вокупность} 

Ранг борелевского множества X определяется как наименьшая 
возможная (конечная или счетная трансфинитная) длина построения X 
из интервалов с помощью борелевских операций. Точнее говоря, ран­
гом множества X называется наименьшее число а < о ) ь такое, что X 
принадлежит классу Ка борелевской иерархии Валле-Пуссена (см. 
[2] , гл. II; в [8] с. 52). Совокупность, состоящая из борелевских мно­
жеств, ограничена по рангу, когда для некоторого p<wi все принад­
лежащие рассматриваемой совокупности множества имеют ранг, мень­
ший, чем р. (Отметим, что Лузин употреблял слово «класс» вместо 
«ранг».) 

Положительное решение проблемы III было бы интересно, с одной 
стороны, самим механизмом доказательства, который мог бы дать 
ключ к положительному решению проблем I и II. С другой стороны, 
положительное решение проблемы III привело бы к решению постав­
ленной Лузиным в [2, гл. III] и носящей более общий и фундамен­
тальный характер ограниченной (restreint) проблемы Лебега (см. [8] , 
с. 624; в русском переводе [2] в [8] на с. 172—173 эта проблема на­
звана «узкой проблемой Лебега»): 

Существует ли «индивидуальный» пример ограниченной по рангу 
совокупности, состоящей из X i борелевских множеств? 

В работе [3] (в [8] с. 629) эта проблема названа еще более сла­
бой (по сравнению с проблемой Лебега, см. выше § 1) формой проб­
лемы континуума. 

Однако как не было известно способов построить «индивидуаль­
ный» пример совокупности из S i точек, так и не существовало путей 
для выполнения более слабой задачи построения «индивидуального» 
примера ограниченной по рангу совокупности из S i борелевских мно­
жеств. Ничего не дали в этом плане и последовательности консти­
туант. Проведенное Лузиным [5, 6] (в [8] с. 559 и 675) исследование 
одного класса открытых решет (имеются в виду решета, получаемые 
пеановской сверткой так называемых пространственных универсальных 
решет), неограниченность (то есть несчетность числа непустых внеш­
них конституант) которых была установлена в 30-е годы, показало, 
что последовательность внешних конституант таких решет не является 
ограниченной по рангу. 

Наконец, Лузин [5,6] (в [8] с. 556, 673) ставит следующую проб­
лему с еще более слабым требованием к решету: 

П р о б л е м а IV. Существует ли неограниченное открытое решето 
С, такое, что конституанты [С]у можно заключить в попарно-непересе­
кающиеся борелевские множества, образующие ограниченную по рангу 
совокупность? 

(Здесь, отметим, не требуется, чтобы последовательность мно­
жеств-отделителей . была задана каким-либо «эффективным» построе­
нием. Требуется лишь, чтобы для каждой конституанты существовало 
отделяющее множество.) 

Однако и такое ослабление не привело к положительному резуль­
тату. Как показано в [5,6], всякое решето С, принадлежащее классу 
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решет, упомянутому только что в связи с ограниченной проблемой Ле­
бега, обладает тем свойством, что его конституанты нельзя заключить 
в попарно-непересекающиеся борелевские множества, образующие ог­
раниченную по рангу совокупность. 

Руководствуясь той же идеей перехода от последовательности то­
чек к последовательности борелевских множеств ограниченного ранга, 
но в связи с равенством с = Х ь а не с неравенством с > К ь Лузин 
[2,4] (в [8] с. 173, где «restreint» переведено словом «узкая», и с. 654) 
пришел к постановке следующей ограниченной (restreint) проблемы 
континуума: 

Можно ли разбить (то есть предъявить «индивидуальное» разбие­
ние) действительную прямую R на Ki непустых борелевских множеств 
ограниченного ранга? 

(Авторы взяли на себя смелость ввести в формулировку этой проб­
лемы требование «индивидуальности» разбиения, отсутствующее в 
явном виде в текстах [2] и [4] , но несомненно, подразумевавшееся 
Лузиным. Вообще, Лузин понимал слова «построить», «найти» как 
«предъявить индивидуальный пример»: см. [4] , п. 2, в [8] с. 643—644; 
ср. также { 5 ] , п. 9, в [8] с. 564—566.) 

Применительно к решетам ограниченная проблема континуума 
трансформируется в' следующую «основную проблему теории аналити­
ческих совокупностей» Лузина ( [4 ] ; в i[8] с. 658): 

П р о б л е м а V. Существует ли простое (то есть составленное из 
отрезков с рациональными концами, которые помещены на рациональ­
ных расстояниях от оси абсцисс; см. § 1) решето С, такое, что среди 
конституант [CJV и [C]* v имеется несчетное число непустых и все эти 
конституанты образуют ограниченную по рангу совокупность? 

Конституанты [ C ] v и [C]*vy даваемые таким решетом, как раз и 
составили бы искомое разбиение континуума на Xi непустых борелев­
ских множеств ограниченного ранга, которое имеет вполне «индивиду­
альный» характер. 

Чистое доказательство существования разбиения R на Xi непус­
тых борелевских множеств ограниченного ранга было дано Хаусдор-
фом i[12] с помощью аксиомы выбора. Однако из выкладок [12] не­
возможно извлечь «индивидуальный» пример такого разбиения подоб­
но тому, как из простого рассуждения, проведенного в начале § 1, 
невозможно извлечь «индивидуальное» точечное множество мощности 
« ь 

Прежде чем перейти к изложению результатов, связанных с по­
ставленными проблемами, несколько слов об их формулировках и ну­
мерации. 

Нумерация лузинских проблем I, II, III, IV взята нами из работ 
[5,6] и соответствует убывающей силе требований, предъявляемых к 
решету этими проблемами. Проблема, занумерованная римской циф­
рой V, поставлена в работе [4] и не снабжена taM никаким номером. 
Мы сочли возможным присвоить этой проблеме номер V. 

Проблемы I—IV поставлены Лузиным в [5,6] для открытых ре­
шет, а проблема V поставлена им в [4] для простых решет. В неко­
торых других работах Лузина проблема III упоминается в связи с ре­
шетами, составленными из счетных объединений отрезков (см., напри­
мер, [8}< с. 624). Однако можно показать, что все упомянутые типы 
решет равноправны по отношению к проблемам II, III, IV, V, а также 
по отношению к проблеме 1а. Точнее говоря, если существует реше­
то С, удовлетворяющее требованиям одной из названных проблем, за 
исключением требования открытости или простоты, и составленное из 

79 



счетных объединений отрезков (возможно, имеющих общие точки; к 
этому типу решет, заметим, относятся как открытые, так и простые 
решета), то, во-первых, существует простое решето С", удовлетворяю­
щее требованиям той же проблемы, и, во-вторых, существует решето 
С", составленное из удаленных на рациональные расстояния от оси 
абсцисс интервалов с рациональными концами и удовлетворяющее тем 
же требованиям. Эти решета С и С" получаются посредством не очень 
сложной перестройки исходного решета С. 

Все проблемы, о которых шла речь, естественно рассматривать как 
разные аспекты общей проблемы соотношения мощностей Si и с, или, 
лучше сказать, проблемы представления кардинала Si в континууме. 
В сущности, две простейшие несчетные мощности Si и с получаются 
из счетной мощности S 0 с помощью конструкций, между которыми 
столь мало общего, что вряд ли можно было бы ожидать не только 
построения «индивидуального» взаимно-однозначного соответствия меж­
ду счетными порядковыми числами и точками R (это ясно осознавал 
Лузин; см. [5] , п. 9; в [8] с. 565), но и построения «индивидуального» 
точечного множества мощности Si . С другой стороны, как мы видели 
выше, при обсуждении ограниченной проблемы Лебега, операция реше­
та дает возможность строить неограниченные по рангу последователь­
ности из Si попарно-различных борелевских множеств. 

Где лежит грань между этими явлениями? Как вообще соотносят­
ся между собой поставленные проблемы, и в частности проблемы I, 
II, III, IV, V, имеющие точную математическую постановку? И нако­
нец, а скорее, в первую очередь, каково решение этих проблем? Более 
или менее исчерпывающий ответ на эти вопросы удалось получить 
только в последние годы с помощью методов аксиоматической теории 
множеств. 

§ 3. Судьба проблем. Первый (если не считать теоремы Лузина об 
эквивалентности проблемы II и проблемы существования несчетных 
СЛ-множеств без совершенного ядра) результат, касающийся постав­
ленных проблем, получен П. С. Новиковым ([15]; в [17] с. 72—73): 
если существует решето, удовлетворяющее требованиям проблемы II, 
то существует и решето, удовлетворяющее требованиям проблемы 1а. 
Таким образом, проблемы 1а и II оказались эквивалентными. Этот ре­
зультат, однако, никак не давал решение самим названным пробле­
мам. 

3.1. Н е в о з м о ж н о с т ь о т р и ц а т е л ь н о г о р е ш е н и я п р о б ­
л е м ы к о н т и н у у м а , п р о б л е м ы Л е б е г а , о г р а н и ч е н н о й 
п р о б л е м ы к о н т и н у у м а , о г р а н и ч е н н о й п р о б л е м ы 
Л е б е г а и п р о б л е м la, II, III, IV. Дальнейший прогресс в исследо­
вании этих проблем был связан с аппаратом конструктивных множеств 
Гёделя [14]. Грубо говоря, конструктивными называются множества^, 
которые можно получить в ходе прямых трансфинитных построений 
(xy:v — порядковое число), где закон, предписывающий построение 
каждого xv по уже построенным множествам х», предусматривает лишь 
просмотр самих этих х» для \х<у (но, скажем, не множеств, являю­
щихся подмножествами каких-либо xj). Класс L всех конструктивных 
множеств является моделью аксиоматической теории множеств Церме-
л о _ Френкеля с аксиомой выбора [14]; эта теория обозначается аб­
бревиатурой ZFC. Утверждение о том, что каждое множество кон­
структивно, называется аксиомой конструктивности и записывается че­
рез V=L (поскольку через V принято обозначать класс всех множеств). 
Аксиома конструктивности не противоречит [14] аксиомам ZFC, и 
поэтому всякое ее следствие также не противоречит ZFC. В частности, 
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континуум-гипотеза c = N i , являющаяся [14] следствием аксиомы 
V=L, не противоречит аксиомам ZFC. 

Принято считать, что система ZFC непротиворечива и адекватно 
формализует все известные приемы математических рассуждений. По­
этому из указанного только что результата Гёделя следует вывод, что 
с помощью стандартных математических средств мы никогда не смо­
жем опровергнуть континуум-гипотезу. (Это, однако, вовсе не значит, 
что континуум-гипотеза доказана. Невозможность опровержения не 
приводит автоматически к доказанности.) 

Глубокое исследование конструктивного универсума L с точки 
зрения проблем дескриптивной теории множеств провел П. С. Нови­
ков [16]. Оказалось, что из аксиомы конструктивности следует сущест­
вование «индивидуального» взаимно-однозначного соответствия между 
счетными порядковыми числами и точками R. Точнее говоря, без вся­
ких дополнительных аксиом, обычными теоретико-множественными 
средствами строится «индивидуальное» взаимно-однозначное соответ­
ствие между счетными порядковыми числами и конструктивными точ­
ками R. (Каждая точка из R отождествляется с соответствующим се­
чением в множестве рациональных чисел и тем самым рассматрива­
ется как множество. Поэтому мы можем говорить о конструктивности 
точек R.) Аксиома конструктивности нужна только для того, чтобы 
доказать, что это соответствие вовлекает все вообще точки R. Итак, 
аксиома конструктивности влечет положительное решение не только 
проблемы континуума, но и сформулированных выше проблемы Лебе­
га, ограниченной проблемы Лебега и ограниченной проблемы континуу­
ма, и ни для одной из этих проблем нельзя получить отрицательное 
решение традиционными математическими средствами. 

В той же работе [16] показано, что из аксиомы V=L вытекает 
существование несчетного СЛ-множества без совершенного ядра. По­
строенный в [16] пример такого множества без труда трансформиру­
ется во вполне определенное открытое решето, удовлетворяющее тре­
бованиям проблемы II. (Фактически построение такого решета и дока­
зательство не более чем счетности каждой внешней конституанты не 
требуют предположения V = L. Аксиома конструктивности использу­
ется лишь для доказательства неограниченности этого решета, то есть 
несчетности числа определяемых им непустых внешних конституант.) 
Таким образом, аксиома конструктивности влечет положительное ре­
шение проблемы II, а тем самым и проблем la, III, IV. В соответствии 
со сказанным выше отсюда следует вывод, что ни одну из этих проб­
лем нельзя решить в отрицательном плане: нельзя доказать отсутствие 
решет требуемого вида, использовав лишь аксиомы ZFC, то есть обыч­
ные математические способы рассуждений. 

3.2. Н е в о з м о ж н о с т ь п о л о ж и т е л ь н о г о р е ш е н и я 
п р о б л е м ы к о н т и н у у м а , п р о б л е м ы Л е б е г а и п р о б л е м 1а 
и II. С разработкой в начале 60-х годов метода вынуждения [18] ста­
ло возможным получать противоположные по направлению результа­
ты. В статье [18] (см. также книги [19,25]) построена модель теории 
ZFC, в которой c > S i . (Это построение сводится, в сущности, к тому, 
что мы присоединяем к некоторой исходной счетной модели теории 
ZFC набор новых действительных чисел так, что этих добавленных чи­
сел оказывается в полученном расширении больше, чем счетных поряд­
ковых чисел. Однако возникающие при этом трудности оказались столь 
серьезными, что их не удавалось преодолеть более двадцати лет после 
выхода работы [14].) Таким образом, было установлено, что конти­
нуум-гипотезу нельзя не только опровергнуть [14], но и доказать. 
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Метод вынуждения стал основным аппаратом многих замечатель­
ных исследований, образовавших новое заметное направление в мате­
матике, в том числе и связанных с рассматриваемыми проблемами. 
В частности, Леви [23] и Соловей [22] построили (в предположении 
существования недостижимого кардинала) и исследовали две очень 
интересные модели теоретико-множественных аксиом. В первой из 
этих моделей истинны все аксиомы ZFC (включая аксиому выбора!) и 
верна континуум-гипотеза с = К ь но вместе с тем: 

1) нет ни одного «индивидуального» взаимно-однозначного соот­
ветствия между счетными порядковыми числами и точками R и 

2) нет ни одной «индивидуальной» последовательности из S i по­
парно-различных точек R, а также 

3) нет «индивидуальных» несчетных множеств действительных чи­
сел без совершенного ядра. 

В этих результатах «индивидуальность» понимается в строгом и 
весьма широком смысле — как возможность определить данный объ­
ект теоретико-множественной формулой, содержащей в качестве пара­
метров порядковые числа, причем не обязательно счетные, и точки R. 
В частности, всякое СЛ-множество является «индивидуальным» в этом 
смысле (причем даже может быть определено формулой, содержащей 
в качестве параметров лишь точки R, но не порядковые числа); по­
этому в первой модели Леви—Соловея: 

4) нет несчетных СЛ-множеств без совершенного ядра. 
Эти результаты показали, что проблему Лебега, проблему сущест­

вования несчетного СЛ-множества без совершенного ядра и эквива­
лентные ей проблемы II и 1а нельзя решить не только в отрицательном 
плане (как это следует из результатов Новикова), но и в положитель­
ном. Таким образом, названные проблемы оказались неразрешимыми 
в ZFC, то есть с помощью стандартных математических рассуждений. 

Вместе с тем в работах [20, 21, 24] установлено, что утверждение 
о существовании несчетного СЛ-множества без совершенного ядра и 
утверждение о существовании решета, удовлетворяющего требованиям 
проблемы И, эквивалентны следующему утверждению, имеющему бо­
лее прозрачную теоретико-множественную природу: 

( * ) существует точка z^R, такая, что множество LMf]R несчетно 
(и все эти утверждения согласно сказанному ранее неразрешимы 
в ZFC). Через Цг] обозначается класс всех множеств, конструктивных 
относительно г, то есть получающихся в ходе трансфинитных построе­
ний, где на каждом шагу можно апеллировать к г. 

В сущности, в [21, 24] доказано следующее утверждение: если от­
крытое решето С в некотором естественном смысле эффективно кодиру­
ется точкой 2 ^ R и если СЛ-множество [С] не содержит совершенного 
ядра, то [С]^Цг], то есть каждая точка множества [С] (понимаемая 
как множество; см. выше п. 3.1) принадлежит Цг]. Стало быть, в этом 
случае множество [С] можно вполне упорядочить (каждый класс .Цг], 
где z^R, допускает «каноническое» полное упорядочение; см. [25, с. 44, 
доказательство леммы 39]). Отсюда следует, что при вычислении мощ­
ности такого множества (равной Кь если число непустых конституант 
[C]v несчетно; см. рассуждения после формулировки проблемы II в § 2) 
нет нужды прибегать к аксиоме выбора. 

Вторая из моделей, построенных в работах Леви [23] и Соловея 
[22], позволяет взглянуть на рассматриваемые вопросы с несколько 
иной точки зрения. В этой модели выполняются все аксиомы ZF (тео­
рия Цермело — Френкеля без аксиомы выбора АС), но аксиома АС 
в полном объеме не выполняется. Вместо нее выполняется аксиома 
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зависимого выбора DC — специальная форма аксиомы выбора, доста­
точная для доказательства так называемой счетной аксиомы выбора 
(то есть аксиомы, утверждающей существование функции выбора для 
счетных семейств непустых множеств), а также таких важных следст­
вий аксиомы АС, как теорема о мощности счетного объединения счет­
ных множеств, теорема о существовании счетного подмножества в каж­
дом бесконечном (то есть не равномощном никакому собственному 
начальному сегменту натурального ряда) множестве, счетная аддитив­
ность меры Лебега и др. Эта модель интересна тем, что в ней неравен­
ство c > X j не имеет места, то есть континуум R не содержит подмно­
жеств мощности ровно Ki. Таким образом, неравенство c > X i нельзя 
доказать, не прибегая к несчетным формам аксиомы выбора. 

Вообще, в ходе исследования обеих моделей Леви—Соловея уда­
лось установить следующее. Для определенного списка свойств точеч­
ных множеств, реализующихся на множествах, даваемых трансфинит­
ными построениями с помощью аксиомы выбора, в первой модели нет 
«индивидуальных» точечных множеств, обладающих каким-либо свой­
ством из этого списка, а во второй модели нет вообще никаких точеч­
ных множеств с указанными свойствами. В этот список входят, в ча­
стности, такие «отрицательные» свойства точечных множеств, как неиз­
меримость по Лебегу и свойство быть несчетным множеством, не со­
держащим совершенных подмножеств. 

3.3. Н е в о з м о ж н о с т ь п о л о ж и т е л ь н о г о р е ш е н и я ог­
р а н и ч е н н о й п р о б л е м ы к о н т и н у у м а , о г р а н и ч е н н о й 
п р о б л е м ы Л е б е г а и п р о б л е м III и IV. Изучение ^-последо­
вательностей борелевских множеств ограниченного ранга начато недав­
но небольшой заметкой Стерна [26]. Оказалось ([26]; см. также [27], 
теоремы 23.3(6) и 25.1(6)), что в первой модели Леви—Соловея нет 
«индивидуальных» ограниченных по рангу соi-последовательностей по­
парно-различных борелевских множеств, а во второй модели (где вер­
на DC, но не АС) нет вообще никаких ограниченных по рангу coi-по-
следовательиостей попарно-различных борелевских множеств. Таким 
образом, ограниченная проблема континуума и ограниченная проблема 
Лебега не могут иметь и положительного решения. 

Относительно связанных с решетами проблем III и IV удалось вы­
яснить [28, теорема 1.3], что они эквивалентны проблеме II (в том 
смысле, что из существования решета, удовлетворяющего требованиям 
проблемы IV, вытекает существование решета, удовлетворяющего бо­
лее сильным требованиям проблемы II) и, следовательно, не могут 
иметь положительного решения. 

Таким образом, мы видим, что ограниченная проблема континуума, 
ограниченная проблема Лебега, а также связанные с решетами проб­
лемы III й IV неразрешимы в классическом смысле. В этой связи 
нельзя не удивиться силе математической интуиции Н. Н. Лузина, 
который задолго до появления современных теоретико-множественных 
методов фактически предсказал этот результат. «Возьмем в качестве 
образца проблему II... — пишет Лузин в [5, п. 6] (в [8] с. 560). — Наша 
точки зрения состоит в том, что проблемы такого рода заставляют от­
казаться от традиционного взгляда на смысл слов: решение проб­
лемы». 

3.4. Н е о б х о д и м о с т ь и с п о л ь з о в а н и я а к с и о м ы с у щ е * 
с т в о в а н и я н е д о с т и ж и м о г о к а р д и н а л а п р и у с т а н о в ­
л е н и и н е в о з м о ж н о с т и п о л о ж и т е л ь н о г о р е ш е н н а я 
п р о б л е м ы Л е б е г а , о г р а н и ч е н н о й п р о б л е м ы Л е б е г а , 
о г р а н и ч е н н о й п р о б л е м ы к о н т и н у у м а и п р о б л е м 1а, 
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II, III, IV. В связи с построением моделей Леви—Соловея и основан­
ными на этом доказательствами невозможности положительного реше­
ния названных проблем (см. пп. 3.2 и 3.3) необходимо указать на одно 
принципиальное обстоятельство. Во всех рассмотрениях в рамках 
аксиоматической теории множеств, которые касаются невозможности 
доказательства или опровержения тех или иных теоретико-множествен­
ных утверждений, молчаливо предполагается непротиворечивость тео­
рии ZFC (или, что в силу результатов Гёделя [14] эквивалентно, не­
противоречивость теории ZF). При построении же моделей Леви—Со­
ловея используется более сильная гипотеза о непротиворечивости тео­
рии ZFC +«существует недостижимый кардинал». 

Аксиома существования недостижимого кардинала не входит 
в список аксиом ZFC; ее относят к так называемым «высшим аксио­
мам теории множеств», или к аксиомам больших кардиналов. «Общая 
тенденция, — пишет в книге [19, гл. II, § 7] П. Коэн, один из крупней­
ших специалистов по аксиоматической теории множеств, — состоит 
в принятии этой аксиомы в качестве истинной, или по крайней мере 
совместимой с ZF» (с. 155—156 русского перевода [19]; можно пока­
зать, что из совместимости обсуждаемой аксиомы с ZF следует ее 
совместимость и с теорией ZFC). 

Аксиома существования недостижимого кардинала — обозначим 
ее аббревиатурой 1С (от иноязычного inaccessible cardinal) — недока­
зуема в ZFC (см. [19], гл. II, § 7). Более того (и это как раз сущест­
венно при обсуждении доказательств непротиворечивости, основанных 
на моделях Леви—Соловея), утверждение о непротиворечивости тео­
рии ZFC + IC невозможно вывести (в ZFC) из гипотезы о непротиво­
речивости самой теории ZFC. Доказательство этого важного положе­
ния основано на одной фундаментальной логической теореме и на од­
ном теоретико-множественном факте. 

Фундаментальная логическая теорема, которую мы имеем в ви­
ду, — это обобщенная теорема Гёделя о неполноте (см. [19], гл. I, 
§ 10), утверждающая, для весьма широкого класса аксиоматических 
теорий (к нему принадлежат, в частности, все теории, полученные пу­
тем добавления к ZFC произвольного конечного списка теоретико-мно­
жественных аксиом), что если теория Т из этого класса непротиворе­
чива, то в Г невозможно доказать утверждение Consis Г, некоторым 
формальным образом выражающее непротиворечивость теории Т. 

А упомянутый нами теоретико-множественный факт состоит в том, 
что из существования недостижимого кардинала вытекает существо­
вание модели для теории ZFC (см. [25], гл. 13, теорема 21). Другими 
словами, в теории ZFC + IC выводится Consis ZFC. 

Если теперь допустим, что существует доказательство непротиво­
речивости теории ZFC+IC, проведенное в ZFC + Consis ZFC, то со­
гласно упомянутому теоретико-множественному факту мы получили бы 
доказательство утверждения 

Consis (ZFC + Consis ZFC) 

в теории ZFC + Consis ZFC. Но это невозможно в силу обобщенной 
теоремы Гёделя о неполноте. 

В свете всего сказанного определенный интерес представляет воп­
рос о том, можно ли установить невозможность положительного реше­
ния проблем, вынесенных в заголовок настоящего пункта, не прибе­
гая к гипотезе о непротиворечивости теории ZFC + IC. И ответ на этот 
вопрос — отрицательный. 

Дело в том, что если у нас имеется модель М аксиом ZFC, в ко-
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торой хотя бы одна из этих проблем имеет отрицательное решение, 
то в такой модели обязательно имеет отрицательное решение 
проблема 1а. (Это утверждение очевидно для всех проблем, названных 
в заголовке настоящего пункта, — если «индивидуальность» понимать 
так, как указано в п. 3.2, — кроме ограниченной проблемы контину­
ума, для которой оно проверено одним из авторов настоящей статьи 
с помощью анализа конструкции, предложенной Хаусдорфом в [12].) 
Следовательно, согласно сказанному в начале § 3 и после формули­
ровки проблемы II в § 2, в модели М истинно, что всякое несчетное 
СЛ-множество содержит совершенное ядро. Но тогда конструктивный 
универсум Ьм модели М выполняет все аксиомы ZFC и аксиому суще­
ствования недостижимого кардинала (см. [27], теорема 15.11 (импли­
кация 15.1->15.4) и замечание на с. 319—320). 

Проведенное рассуждение показывает, что если хотя бы для одной 
из обсуждаемых здесь проблем мы могли бы доказать средствами 
теории ZFC + Consis ZFC невозможность положительного решения этой 
проблемы в ZFC, то тем самым было бы получено доказательство 
утверждения Consis (ZFC+IC) в теории ZFC+Coinsis ZFC. Но это, как 
уже показано, невозможно. 

3.5. О т р и ц а т е л ь н о е р е ш е н и е п р о б л е м I и V. Проблема 
I оказывается разрешимой, причем в отрицательном направлении. 
Именно: нет открытых решет С, таких, что каждая конституанта [C]v 

содержит ровно одну точку. Более того, если все внешние конститу­
анты открытого или даже борелевского решета непусты, то они состав­
ляют неограниченную по рангу совокупность и их даже нельзя заклю­
чить в попарно-непересекающиеся борелевские множества, образую­
щие ограниченную по рангу совокупность [28, теорема 1.4]. Таким об­
разом, мы видим, что замена требования неограниченности решета 
(то есть непустоты несчетного числа внешних конституант) более силь­
ным требованием непустоты всех внешних конституант совершенно 
меняет статус проблем И, III, IV: они становятся разрешимыми в от­
рицательном плане. 

Проблема V также оказывается разрешимой, но по другой при­
чине. Дело в том, что свойства внутренних конституант по отношению 
к рассматриваемым вопросам во многом отличны от свойств внешних 
конституант. Если мы сформулируем аналоги проблем la, II, III, IV 
для внутренних конституант, то уже сможем дать определенный ответ 
на поставленные вопросы: решет требуемого вида не существует. В ча­
стности, если открытое или даже борелевское решето С таково, что 
число непустых внутренних конституант [C]*v несчетно, то конституан­
ты [C]* v образуют неограниченную по рангу последовательность и эти 
конституанты нельзя заключить в попарно-непересекающиеся борелев­
ские множества, составляющие ограниченную по рангу последователь­
ность ([28], теорема 1.1). 

Чтобы вывести отсюда отрицательное решение проблемы V, доста­
точно для произвольного открытого решета С показать, что из несчет­
ности числа непустых внешних конституант [C]v следует несчетность 
числа непустых внутренних конституант [C]*v. Но если число непустых 
[C]v несчетно, то по указанному в конце § 1 критерию множество [С] 
не будет борелевским. Следовательно, и его дополнение [С]* — также 
неборелевское множество. Значит, ввиду борелевости конституант и 
согласно равенству [C]* = U [C]* v число непустых внутренних кон-

V<G)i 
ституант [C]*v также несчетно. 

Как видно, проблемы I и V попадает в очень короткий список 
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проблем дескриптивной теории, оставленных нерешенными в рамках 
«классической» дескриптивной теории множеств, но оказавшихся тем 
не менее разрешимыми. Впрочем, их решение, то есть доказательство 
отсутствия решет требуемого вида, далеко выходит за рамки тех мето­
дов, которыми пользовались специалисты по дескриптивной теории 
во времена Лузина, и включает аппарат конструктивности, метод 
вынуждения и некоторые другие современные теоретико-множествен­
ные достижения. Отмеченную выше эквивалентность проблем II, III, 
IV также удалось доказать пока только с привлечением аппарата кон­
структивности и метода вынуждения. 
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А. Т. Фоменко 

ОБ АБСОЛЮТНЫХ МИНИМУМАХ ФУНКЦИОНАЛА ОБЪЕМА И 
ФУНКЦИОНАЛА ДИРИХЛЕ НА РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 

1. В главах «О последовательностях измеримых функций» и «О 
строении измеримых функций» работы [1] Н. Н. Лузин предложил 
методы изучения множеств, представимых в виде { # : ю ( я ) = 1 } , где 
(о(лс) =\\mtyn{x)y a ty\{x), ^{Х), ... — последовательность характерис­
тических функций, или функций плотности, измеримых множеств Е\, 
Е2, ... на вещественной оси. Он рассмотрел, в частности, вопрос о связи 
l i m m e s ^ с mesl imi^. Идеи, сформулированные в [1 ] , трансформиро-
(л) (п) 
вались сегодня в один из конструктивных методов построения глобаль­
но минимальных поверхностей. Этот метод заключается в том, что 
последовательность поверхностей, объемы которых сходятся к мини­
муму, заменяется последовательностью их функций плотности, после 
чего доказывается существование предельной функции плотности, об­
ласть положительности которой и является искомой минимальной по­
верхностью [2, 3]. 

Во многих задачах геометрии, многомерного комплексного анализа 
возникает вопрос о вычислении абсолютного минимума функционала 
объема или функционала Дирихле на классах отображений одного 
риманова многообразия в другое. Мы сформулируем два варианта 
этой задачи — компактный и некомпактный, а также приведем ее ре­
шение для некоторых важных случаев. Напомним определения упомя­
нутых функционалов. В качестве объектов X, для которых они опреде­
лены, мы будем рассматривать многомерные «поверхности», вложен­
ные в объемлющее ориентируемое гладкое риманово многообразие М 
(компактное или некомпактное). Поверхностями будем называть либо 
^-мерные подмногобразия в М, либо ^-мерные измеримые (по Хаусдор-
фу) компактные подмножества в М . В качестве значения мо\кХ функ­
ционала объема voU на поверхности X будем рассматривать соответ­
ственно либо обычный риманов объем, подмногообразия X, либо 
6-мерную хаусдорфову меру X (см. [4]). Экстремалями функционала 
объема являются минимальные поверхности. 

Функционал Дирихле D[f] определен на бесконечномерном прост­
ранстве гладких (кусочно-гладких) отображений f гладкого компакт-

8? 


