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НОВАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ЧИСЛА ПОМЕЧЕННЫХ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО-ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 2-СВЯЗНЫХ ГРАФОВ

c© 2020 г. В. А. ВОБЛЫЙ

Аннотация. Последовательно-параллельный граф — это граф, не содержащий в качестве мино-

ра полный граф с 4 вершинами. Получена явная более простая формула для числа помеченных

последовательно-параллельных 2-связных графов с заданным числом вершин.

Ключевые слова: перечисление, помеченный граф, последовательно-параллельный граф, 2-

связный граф, явная формула.

A NEW FORMULA FOR THE NUMBER

OF LABELED SERIES-PARALLEL GRAPHS

c© 2020 V. A. VOBLYI

Abstract. A series-parallel graph is a graph that does not contain a complete graph with 4 vertices

as a minor. A new explicit simpler formula for the number of labeled series-parallel 2-connected graphs

with a given number of vertices is obtained.

Keywords and phrases: enumeration, labeled graph, series-parallel graph, 2-connected graph,

explicit formula.
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Определение 1. Граф называется последовательно-параллельным, если он не содержит под-
разбиения полного графа K4 (см. [6]).

Последовательно-параллельные графы используются при построении надежных коммуника-
ционных сетей (см. [7]).

В [6] была найдена асимптотика для чисел помеченных связных и 2-связных последовательно-
параллельных графов с большим количеством вершин. В [1] перечислены помеченные
последовательно-параллельные связные и 2-связные графы по числу вершин. Числа помеченных
последовательно-параллельных трициклических и тетрациклических блоков с заданным числом
вершин найдены в [4] и [2], соответственно. В [3] доказана явная формула для числа помеченных
последовательно-параллельных k-циклических блоков с заданным числом вершин.

Пусть Bn — число помеченных 2-связных последовательно-параллельных графов с n вершина-
ми. В [1] получена формула

Bn = (n− 1)!
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В заметке получена явная более простая формула для числа помеченных последовательно-па-
раллельных 2-связных графов с заданным числом вершин.

Теорема 1. Число Bn помеченных последовательно-параллельных 2-связных графов с n вер-

шинами при n > 3 равно

Bn = (n− 1)!
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здесь полагается
(

n

m

)

= 0 при 0 6 n < m и 00 = 1.

Доказательство. Пусть bn,m — число помеченных последовательно-параллельных 2-связных гра-
фов с n вершинами и m ребрами,
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— соответствующие производящие функции. Известны следующие соотношения (см. [6]):
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Пусть t = ln((1 +D)/(1 + y)); тогда получим

D = (1 + y)et − 1, x =
t
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В [1] найдено соотношение
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.

Очевидно, имеем
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f(t), f(t) = 4et − 2tet − t− 2, f ′(t) = 2et − 1− 2tet.

Известна формула для коэффициентов разложения аналитической функции f(t) в ряд по сте-
пеням другой аналитической функции w(t) (ряд Бурмана—Лагранжа; (см. [5, с. 418-419]):
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В нашем случае имеем

f(t) = 4et − 2tet − t− 2, x =
t

(2et − 1)(2et − t− 1)
= w(t),

dn =
1

n
[t−1](2et − 1− 2tet)(2et − 1)n(2et − t− 1)nt−n, B′(x) = x+

x

2

∞
∑

p=1

dpx
p,

Bn = (n− 1)![x−1]B′(x)x−n =
(n− 1)!

2
[x−1]

∞
∑

p=1

dpx
p+1−n =

(n− 1)!

2
dn−2, n > 3,

Bn =
(n− 1)!

2(n − 2)
[t−1](2et − 1− 2tet)(2et − 1)n−2(2et − t− 1)n−2t2−n.



12 В. А. ВОБЛЫЙ

Введем обозначение N =
(n− 1)!

2(n − 2)
. С помощью формулы бинома Ньютона и разложения в ряд

для экспоненты получим
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Так как во втором слагаемом при i = 1 факториал в знаменателе обращает слагаемое в нуль, а
при j = n+ i− 1 обращается в нуль второй биномиальный коэффициент, имеем
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Учитывая тождество для биномиальных коэффициентов
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После замены переменной i′ = i− 1 и переобозначения i′ → i получим утверждение теоремы. �

Таблица 1

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Bn 1 9 152 3810 126402 5210576 256469544 14666168250 955097348870

В таблице 1 представлены числа Bn, вычисленные с помощью теоремы 1 и пакета программ
Maple. Они совпадают с числами, вычисленными по формуле (1) работы [1].
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