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Privedenny� modul� otkrytogo mno�estva harakterizuet
asimptotiqeskoe povedenie emkoste� kondensatorov ili modu�
le� seme�stv krivyh pri vyro�denii sootvetstvu�wih ob�ek�
tov� V ide�nom plane 	to pon
tie voshodit k rabotam G� Gr�txa
i O� Te�hm�llera naqala �
�go veka� a ego sistematiqeskoe is�
pol�zovanie v teorii funkci� v soqetanii s simmetrizacionno�
tehniko� beret naqalo v rabotah U� K� He�mana �sm� ����� Vpo�
sledstvii rassmatrivalis� mnogoqislennye raznovidnosti pri�
vedennyh module� ��� ��� V� N� Dubinin ����� rassmotrel prive�
denny� modul�� voznika�wi� pri st
givanii plastin obobwen�
nogo kondensatora v toqki po stepennomu zakonu� �ta konstruk�
ci
 naxla dal�ne�xee razvitie i prilo�eni
 v stat�
h ����
��

Dostoinstvom 	togo podhoda 
vl
ets
 xirota klassa rexae�
myh zadaq� teoremy iska�eni
� zadaqi ob 	kstremal�nom razbi�
enii� neravenstva dl
 polinomov i drugie� Vmeste s tem sleduet
otmetit�� qto opisani
 	kstremal�nyh ob�ektov v rabotah ���
�
� nepolny libo otsutstvu�t� Dl
 ustraneni
 	togo nedostatka
neobhodimo rexit� dve zadaqi� na�ti neobhodimye i dostatoq�
nye uslovi
 sohraneni
 privedennogo modul
 pri rasxirenii
otkrytogo mno�estva i pri ego simmetrizacionnyh preobrazo�
vani
h� V nasto
we� stat�e rexena perva
 iz 	tih zadaq�

V pervom paragrafe vvod
ts
 oboznaqeni
 i dokazyva�ts

lemmy vspomogatel�nogo haraktera� V x� na�deno neobhodimoe i
dostatoqnoe uslovie ravenstva privedennyh module� otkrytyh
mno�estv � i B� gde � � B i RnnB nepol
rno� S pomow�� 	togo
kriteri
 v x� rexena analogiqna
 zadaqa pri uslovii pol
rno�
sti mno�estvaRnnB� V qetvertom paragrafe v kaqestve primera
prilo�eni
 rezul�tatov x� na�deny 	kstremal�nye funkcii dl

teoremy iska�eni
 v klasse odnolistnyh funkci�� otobra�a��
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wih ediniqny� krug na oblast� s ograniqennym transfinitnym
diametrom� dokazanno� ranee V�N� Dubininym ����

x�� Opredeleni�� Vspomogatel�nye rezul�taty

���� Vs�du ni�e N oboznaqaet mno�estvo natural�nyh qisel�
Nm � f�� � � � �mg� Rn � n�mernoe evklidovo prostranstvo toqek

x � �x�� � � � � xn�� n � �� s normo� jxj �
p
x�� � � � �� x�n i nulevym

	lementom � � ��� � � � � ��� Qerez Rn � Rn�f�g oboznaqaets
 odno�
toqeqna
 kompaktifikaci
 Rn� V dal�ne�xem� esli ne ogovoreno
protivnoe� topologiqeskie terminy �naprimer� granica mno�e�
stva E� oboznaqaema
 �E� otnos
ts
 k topologii Rn� Vvedem tak�
�e sledu�wie oboznaqeni
�

R
n
� �

�
Rn� n � 	�

Rn� n � �

Kn�x� �

�
�x��n� n � 	�

logx� n � �


U�r� � fx � Rn � jxj � rg� U� U���


E�a� r� � fx � Rn � jx� aj � rg� a � Rn
 E��� r� � Rn nU���r�


�n �

�
��n�����n����n� 
���� n � 	�

������� n � ��

Borelevskoe mno�estvo E � Rn
� nazyvaets
 pol
rnym� esli

dl
 l�bo� koneqno� nenulevo� borelevsko� mery � na Rn s kom�
paktnym nositelem� le�awim v E� vypoln
ets
 ravenstvoZZ

Kn�jx� yj� d��x�d��y� � ���

Soglasno 	tomu opredeleni�� pri n � 	 podmno�estvo Rn� so�
der�awee �� ne 
vl
ets
 pol
rnym� O pol
rnyh mno�estvah
sm� �������� V dal�ne�xem fraza �priblizitel�no vs�du� ozna�
qaet �vs�du� za iskl�qeniem pol
rnogo mno�estva��

Pust� B � otkrytoe podmno�estvoRn
�� R

nnB nepol
rno� Funk�
cie� Grina gB�x�y� mno�estva B s pol�som v toqke y � B nazy�
vaem naimen�xu� iz neotricatel�nyh garmoniqeskih v B n fyg
funkci�� ime�wih pri x� y asimptotiqeskoe razlo�enie

gB�x�y� �

�

�
log jxj� log r�B�y� � o���� esli n � � i y ���

�Kn�jx� yj� �Kn�r�B�y�� � o��� v protivnom sluqae�
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Vhod
wa
 v 	to razlo�enie veliqina r�B�y� nazyvaets
 gar�
moniqeskim radiusom mno�estva B otnositel�no toqki y ����
���� Suwestvovanie� edinstvennost� i osnovnye svo�stva funk�
cii Grina dokazany v ���� s� ��������� ��� s� ���������

Pust� B � Rn
� � otkrytoe mno�estvo� X � �x�� � � � �xm� � upor
�

doqenny� nabor razliqnyh toqek B� W � �w�� � � � � wm� � Rmnf�g�
Oboznaqim

S�B�X�W �
def
�

mX
k��

w�
kKn�r�B�xk�� �

mX
k��

X
l ��k

wkwlgB�xk�xl��

esli mno�estvo Rn nB nepol
rno� i

S�B�X�W �
def
� �

X
k�I

X
l�Infkg

wkwlKn�jxk � xlj��

I � fk � Nm � xk 	��g�

v protivnom sluqae�
Pod kondensatorom ponimaets
 para �P j��� gde P � �E�� � � � �

Em� � koneqna
 posledovatel�nost� nepereseka�wihs
 nepustyh
zamknutyh podmno�estv Rn� nazyvaemyh plastinami kondensa�
tora� � � �	�� � � � � 	m� � Rm� Pri n � 	 dopolnitel�no trebuem

� �
mS
k��

Ek� Emkost� kondensatora C � �P j�� ravna

capC
def
� inf

Z
Rn

jrvj� dx�

gde ni�n

 gran� berets
 po vsem nepreryvnym funkci
m
v � Rn � R� lipxicevym v Rn i ravnym 	k na mno�estve Ek�

k � Nm� Modul� kondensatora C raven jCj
def
� �capC����

Pust� B � Rn
� � otkrytoe mno�estvo� x�� � � � �xm � razliqnye

toqki B� � � �	�� � � � � 	m� � Rm n f�g� � � �
�� � � � � 
m�� gde 
k�r� �
�kr

�k � �k� �k � �� Oboznaqim

��n����� �

� mX
k��

	�k�
n��
k ���k

���
�

C�r
B�X����� �

�
�
�Rn nB� E�x� � 
��r��� � � � � E�xm � 
m�r��� j ��� 	�� � � � � 	m�

�
�
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Esli imeet mesto asimptotiqeskoe razlo�enie

jC�r
B�X�����j �

� ��n��n�����Kn�r� �M�B�X����� � o���� r� ��

to vhod
wa
 v nego veliqina M�B�X����� nazyvaets
 prive�
dennym modulem mno�estva B otnositel�no sovokupnoste� X� �
i ��

Pri m � 	� � �� � �� � � i nepol
rnom mno�estve Rn n B
opisanna
 vyxe konstrukci
 horoxo izvestna ��� ��� ��� i naxla
mnogoqislennye prilo�eni
 v teorii funkci�� V 	tom sluqae
imeet mesto ravenstvo

M�B� �x�� ���� �r�� � �nKn�r�B�x���


vl
�wees
 qastnym sluqaem formuly

M�B�X����� � 
S�B�X� �	��
n��
� ���� � � � � � 	m�

n��
m ���m ��� 
�� ���

gde 
 � �n��n������
 � � � pri n � 	�

� �
mX
k��

	�k�
��
k log�k pri n � ��

Dl
 m � � k nasto
wemu vremeni ravenstvo ��� dokazano v
sledu�wih sluqa
h�
�� n � �� � � ��� � � � � ��� R� n B nepol
rno� predvaritel�noe

soobwenie v ����� podrobnoe izlo�enie � ����
�� n � �� R� n B nepol
rno� predvaritel�noe soobwenie �

���� podrobnoe izlo�enie � ���� dopolnenie dl
 sluqa
 � �
f	�� � � � � 	mg � ����

�� n � �� R� nB pol
rno�
mP
k��

	k�
��
k � �� predvaritel�noe soob�

wenie � ���� podrobnoe izlo�enie � ����
�� n � 	� 	k 	� �� �k � �� k � Nm� R

n n B nepol
rno i pri
y � �B� k � Nm vypoln
ets
 lim

x�y

gB�x�xk� � � � ��� �otmetim�

qto v nasto
we� stat�e normirovka funkcii Grina otliqna
ot �����

Zameqanie �� Uslovie
mP
k��

	k�
��
k � � v sluqae �� neobhodimo

dl
 suwestvovani
 privedennogo modul
� De�stvitel�no� pust�
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mP
k��

	k�
��
k 	� �� Oboznaqim

� �
mX
k��

	k�
��
k

� mX
k��

���k

���

 �	k � 	k � �� k � Nm
 e� � ��	�� � � � � �	m��

Netrudno videt�� qto

�

���� e����
�

mX
k��

	�k
�k
� ��

mX
k��

	k
�k

� ��
mX
k��

�

�k
�

�
�

��������
� ��

mX
k��

�

�k
�

�

��������
�

Iz opredeleni
 emkosti kondensatora vytekaet ravenstvo

capC�r
B�X� e���� � capC�r
B�X������

Tak kak posledovatel�nosti X� e� i � udovletvor
�t uslovi
m
punkta ��� to imeem

jC�r
B�X�����j� jC�r
B�X� e����j �

� �
���� e����

��
log r � o���� r� ��

S uqetom ��� poluqaem

lim
r��

�
jC�r
B�X�����j�

��������

��
log r

�
� ���

Zameqanie �� Uslovie 	k 	� �� k � Nm� v punkte � nesuwestven�
no dl
 spravedlivosti formuly ���� V 	tom legko ubedit�s
�
povtor

 rassu�deni
 iz ��� s� ��� dl
 sluqa
 n � 	�

���� Neposredstvenno iz opredeleni
 privedennogo modul
 sle�
duet ego monotonnost��

M��� X����� �M�B�X������ ���

esli � � B i privedennye moduli suwestvu�t� �to svo�stvo v
soqetanii s ��� i simmetrizacionnymi preobrazovani
mi ����
privodit k r
du klassiqeskih i novyh rezul�tatov v teorii
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funkci� ����
�� V sv
zi s 	tim 
vl
ets
 aktual�no� zadaqa na�
ho�deni
 neobhodimyh i dostatoqnyh uslovi� ravenstva v ����
Vvidu sootnoxeni
 ���� v nasto
we� stat�e vmesto ��� rassma�
trivaets
 neravenstvo

S��� X�W � � S�B�X�W �� ���

spravedlivoe pri � � B � Rn
� za iskl�qeniem sluqa
� kogda

n � �� R�nB pol
rno� R�n� nepol
rno i
mP
k��

wk 	� � odnovremenno�

De�stvitel�no� pri pol
rnom mno�estveRnn� dokazyvat� ne�
qego� Esli n � � i ne imeet mesta ukazanny� iskl�qitel�ny�
sluqa�� to neravenstvo ��� sleduet iz rezul�tata ��� raboty
Nehari ����� Pri n � 	 polo�im � � W � � � �
�� � � � � 
m�� gde

k�r� � r� k � �� � � � �m� Oboznaqim qerez f�k � k � Ng taku� po�
sledovatel�nost� otkrytyh mno�estv� qto xl � �� pri l � Nm�

�k � �k���
�S
k��

�k � � i dl
 ka�dogo �k spravedlivo raven�

stvo ���� Esli RnnB nepol
rno� to qerez fBk � k � Ng oboznaqim
analogiqnu� posledovatel�nost� dl
 B� v protivnom sluqae po�
lo�im Bk � U�k�� Netrudno videt�� qto dl
 l�bogo natural��
nogo k suwestvuet takoe qislo p�k� � k� qto �k � Bp�k�� Vvidu
��� i ��� imeem S��k� X�W � � S�Bp�k�� X�W �� Ustreml

 k�� i
uqityva
 ravenstvo ��� s� �
��

S�U���� X�W � � �
mX
k��

w�
k��� jxkj

������n�

�
mX
k��

X
l��k

wkwl

�
jxk � xlj

��n �

���� jxkj� xl �
�

jxkj
xk

����
��n�

� ���

poluqim ����
Dl
 opisani
 sluqaev ravenstva v ��� nam potrebu�ts
 dopol�

nitel�nye oboznaqeni
 i vspomogatel�nye rezul�taty� Obozna�
qim qerez hEi mno�estvo sv
znyh komponent mno�estva E � Rn�
hE�xi � 	lement hEi� soder�awi� toqku x � E� hE�F i � 	lement
hEi� soder�awi� sv
znoe mno�estvo F � E�

Lemma �� Esli D � G � Rn
� � oblasti i mno�estvo �D 
 G

pol�rno� to G nD � �D 
G� V qastnosti� G nD pol�rno�
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Dokazatel�stvo� Uslovie sv
znosti D i vkl�qenie D � G pri�
vod
t k ravenstvu D � hG n �D�Di� Tak kak hausdorfova raz�
mernost� pol
rnogo mno�estva �D 
G ne prevoshodit n� � ����
s� ����� ono ne razdel
et n�mernu� oblast� G� Sledovatel�no�
mno�estvo G n �D sv
zno� qto vleqet D � G n �D� Poslednee ra�
venstvo ravnosil�no G nD � �D 
G� Lemma dokazana�

Pust� D � Rn
� � oblast�� Rn n D nepol
rno� Garmoniqeska


mera ���� s� ���� ���� borelevskogo mno�estva E � �D� obozna�
qaema
 �D�x� E�� ravna verhne� ogiba�we� funkci� h� garmoni�
qeskih v D i udovletvor
�wih uslovi
m

lim
x�y

h�x� �

�
�� y � E�

�� y � �D nE�

Pri x � D �D�x� �� � borelevska
 mera na �D� Tak kak ravenstva
�D�x� E� � � ravnosil�ny pri vseh x � D� zapis� �D�E� � �

vl
ets
 korrektno�� Nositel� mer �D�x� �� oboznaqaem qerez
supp�D�

Poka�em� qto regul
rnye graniqnye toqki oblasti D �t�e��
toqki y � �D� dl
 kotoryh pri x� � D vypoln
ets
 lim

x�y

gD�x�x��

� �� prinadle�at supp�D� De�stvitel�no� esli y � regul
rna

graniqna
 toqka� to dl
 l�bogo r � � vypoln
ets
 �D�x� �D 

E�y� r�� � � pri x � y ���� s� ����� Sledovatel�no� �D��D 

E�y� r�� � �� qto vleqet y � supp�D�

Zametim� qto soglasno opredeleni� regul
rno� graniqno�
toqki dl
 vs
ko� neograniqenno� oblasti D � Rn� n � 	� gra�
niqna
 toqka � 
vl
ets
 regul
rno�� i potomu prinadle�it
supp�D�

Napomnim dva osnovnyh rezul�tata teorii potenciala� is�
pol�zuemye v dal�ne�xem� Lemma Kelloga ���� s� ��
�� mno�e�
stvo neregul
rnyh graniqnyh toqek oblasti pol
rno� Obobwen�
ny� princip maksimuma ���� s� ��
�� ograniqenna
 subgarmoni�
qeska
 v oblasti D � Rn

� funkci
� graniqnye znaqeni
 kotoro�
nepolo�itel�ny �priblizitel�no vs�du� na �D� ne prevoshodit
nul
 v D�

Lemma �� Pust� D � R
n
� � oblast�� Rn nD nepol�rno� E � bore�

levskoe podmno�estvo �D� Togda	

a� Esli E pol�rno� to �D�E� � � ���� s� �����
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b� Esli E otkryto otnositel�no �D i �D�E� � �� to E pol�r�
no�

Dokazatel�stvo� Esli E otkryto v �D i �D�E� � �� to E 

supp�D � �� Po dokazannomu vyxe� mno�estvo E ne soder�it
regul
rnyh graniqnyh toqek oblasti D� Soglasno lemme Kel�
loga� ono pol
rno� Utver�denie b� dokazano�

x�� Mno�estva s nepol�rnym dopolneniem

Teorema �� Pust� � � B � R
n
� � otkrytye mno�estva� Rn n

B nepol�rno� x�� � � � �xm � razliqnye toqki �� Oboznaqim W �
�w�� � � � � wm� � Rm n f�g�

E �

�
x � B �

mX
k��

wkgB�x�xk� � �

�
�

Togda v neravenstve ��� ravenstvo imeet mesto togda i tol�ko
togda� kogda mno�estvo B n �� �E� pol�rno�

Dokazatel�stvo� Predpolo�im� qto mno�estvo B n �� � E� po�
l
rno� i poka�em� qto v ��� imeet mesto ravenstvo� Iz svo�stv
funkcii Grina� lemmy Kelloga i obobwennogo principa maksi�
muma sleduet ravenstvo

mX
k��

wkg��x�xk� �
mX
k��

wkgB�x�xk�� x � �� ���

Pribavl

 k obeim qast
m ��� wlKn�jx � xlj� �ili wl log���jxj��
esli xl � ��� perehod
 k predelu pri x � xl� umno�a
 na wl i
summiru
 po l � Nm� prihodim k trebuemomu ravenstvu�

Predpolo�im� qto mno�estvo B n �� � E� ne 
vl
ets
 pol
r�
nym� i poka�em� qto v 	tom sluqae v ��� imeet mesto strogoe
neravenstvo� Oboznaqim Gk � hB n E�xki� Dk � h��xki� k � Nm�

Iz opredeleni
 mno�estva E sleduet B nE �
mS
k��

Gk� Ots�da

B n �� �E� �
m	
k��

�Gk n �� �
m	
k��

�Gk nDk��

Sledovatel�no� dl
 nekotorogo p � Nm mno�estvo Gp nDp nepo�
l
rno� Oboznaqim D � Dp� G � Gp� S uqetom lemmy � poluqaem�
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qto �D 
 G nepol
rno� V silu lemmy �� �D��D 
 G� � �� Pust�
y� � supp�D 
G� togda

mX
k��

wkgB�xk�y�� 	� �� ���

Pust� Er � E�y� � r�� gde r � � nastol�ko malo� qto vypoln
�ts

uslovi
 Er � B i D n Er 	� �� Oboznaqim �r � �D 
 Er � B�r� �
hB n �r � Di� Doka�em ravenstvo

�B�r� � �r � �hB�y�i ���

De�stvitel�no� iz uslovi� �r � �D� D � B�r� i �r 
 B�r� � �

sleduet� qto �r � �B�r�� Tak kak �B�r� � ��B n �r�� imeem

�B�r� 
Er � �r � � �

Oblast� hB�y�inEr soder�its
 v Bn�r � peresekaets
 sD i potomu
soder�its
 v B�r�� S drugo� storony� iz uslovi
 B�r� � hB�Di �
hB�y�i sleduet B�r�nEr � hB�y�inEr� Itak� B�r�nEr � hB�y�inEr�
otkuda �B�r� nEr � �hB�y�i� qto vmeste s � � daet ����

Uqityva
� qto �r � �B�r� 
 �D i D � B�r�� soglasno principu
Karlemana imeem

�B�r��x� �r� � �D�x� �r� � �� x � D�

Pust� I � fk � Nm � xk � hB�y�ig� ck � gB�y��xk�� k � I� gr �
gB�gB�r�� Zametim� qto gr�x�x� � Kn�r�B�x���Kn�r�B�r��x��� x �
B�r�� V silu nepreryvnosti funkcii Grina gB�y�xk� � ck � o����
y � �r � r � �� k � I �zdes� i ni�e� ocenka ostatoqnogo qlena o���
ravnomerna po x�y�� Sledovatel�no� pri k � I ravenstvo

lim
x�y

gr�x�xk� � �ck � o���� lim
x�y

�B�r��x� �r�� r � �� ��
�

vypoln
ets
 �priblizitel�no vs�du� na �r � Krome togo� po lem�
me Kelloga obe qasti ��
� obrawa�ts
 v nul� �priblizitel�no
vs�du� na �hB�y�i� Vvidu ���� po obobwennomu principu maksi�
muma imeem

gr�x�xk� � �ck � o�����B�r��x� �r�� r � �� x � B�r��

Oboznaqa
 �k�r� � �B�r��xk� �r�� k � I� nahodim

gr�xl �xk� � �ck � o�����l�r�� r � �� k� l � I� ����
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Vvidu simmetriqnosti funkcii Grina�

gr�xl�xk� � gr�xk�xl� � �cl � o�����k�r�� r � �� k� l � I� ����

Vyberem j � I i polo�im 
�r� � �j�r��cj� Togda iz ���� i ����
poluqaem �l�r� � �cl � o����
�r�� r � �� l � I� Sledovatel�no�

gr�xl�xk� � ckcl
�r��� � o����� r � �� k� l � I�

Itak�

S�B�X�W � � S�B n �r� X�W � �
X
l�I

X
k�I

wlwkgr�xl�xk� �

� 
�r��� � o����
X
l�I

X
k�I

wlwkclck � 
�r��� � o����

�X
k�I

wkck

��
� r � ��

V silu ��� pri dostatoqno malyh r � � poslednee vyra�enie
polo�itel�no� Sledovatel�no�

S�B�X�W � � S�B n �r� X�W � � S��� X�W ��

Teorema dokazana�

x�� Mno�estva s pol�rnym dopolneniem

Esli oba mno�estva RnnB i Rnn� pol
rny� to ��� obrawaet�
s
 v ravenstvo po opredeleni�� Ostaets
 rassmotret� sluqa��
kogda pol
rno rovno odno iz 	tih mno�estv� a imenno RnnB� Na�
pomnim� qto pri 	tom predpolo�enii i n � � dl
 suwestvovani

privedennogo modul
 oblasti B neobhodimo i dostatoqno dopol�
nitel�noe uslovie na ego parametry� V stat�e ��� byla vyska�
zana gipoteza� qto pri n � 	 neobhodimosti v podobnom uslovii
net� Tem ne menee� v nasto
wee vrem
 	tot vopros ostaets
 ot�
krytym� qto otra�aet suwestvennoe razliqie svo�stv ploskih
i prostranstvennyh oblaste� s pol
rnym dopolneniem do Rn� V
nasto
wem paragrafe sluqai n � � i n � 	 rassmatriva�ts

otdel�no�

Teorema �� Pust� � � B � R� � otkrytye mno�estva� R� n �
nepol�rno� R� nB pol�rno� x�� � � � �xm � razliqnye toqki �� Pust�

W � �w�� � � � � wm� � R
m n f�g� gde

mP
k��

wk � �� Oboznaqim

I � fk � Nm � xk 	��g� E��� �

�
x � B �

X
k�I

wk log jx� xkj � �

�
�
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Togda v neravenstve ��� ravenstvo imeet mesto togda i tol��
ko togda� kogda pri nekotorom � � R mno�estvo B n �� � E����
pol�rno�

Dokazatel�stvo� Povtor

 dokazatel�stvo teoremy � stat�i
���� poluqaem� qto pri uslovii pol
rnosti mno�estva B n �� �
E���� v ��� imeet mesto ravenstvo�

Predpolo�im� qto v ��� imeet mesto ravenstvo i poka�em�
qto v 	tom sluqae suwestvuet � � R� dl
 kotorogo mno�estvo B n
���E���� pol
rno� Vvidu opredeleni
 S�B�X�W � mo�no sqitat��

qto B � R�� Pust� D � h�i� y� � supp �D n f�g�

� �
X
k�I

wk log jy� � xkj�

Pri � � r � sup
x�D

jx � y�j polo�im �r � �D 
 E�y� � r� i B�r� �

hR� n �r � Di� Sledu
 dokazatel�stvu sootnoxeni
 � �� poluqaem
�B�r� � �r �

Tak kak � � B�r� � R�� predpolo�enie o ravenstve v ��� vle�
qet S��� X�W � � S�B�r�� X�W �� Po postroeni� imeem �D��r� � ��
Uqityva
 lemmu � i vkl�qenie �r � R

� n B�r�� prihodim k vy�
vodu� qto R�nB�r� ne 
vl
ets
 pol
rnym mno�estvom� Primen


teoremu � k mno�estvam� i B�r�� poluqaem analog ravenstva ����

mX
k��

wkg��x�xk� �
mX
k��

wkgB�r��x�xk�� x � �� ����

Pust� � � �� togda pri dostatoqno malyh r � �����X
k�I

wk log jy� xkj � �

���� � �� y � �r � ����

V dal�ne�xem sqitaem uslovie ���� vypolnennym� Rassmotrim
garmoniqesku� v B�r� funkci�

h�x� �
mX
k��

wkgB�r��x�xk��

�
� �

X
k�I

wk log jx� xkj

�
�

Vvidu ����� �priblizitel�no vs�du� na �r imeem
��� lim
x�y

h�x�
��� � ��

Po obobwennomu principu maksimuma� jh�x�j � � pri x � B�r��
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Ispol�zu
 ���� i proizvol�nost� vybora �� prihodim k raven�
stvu

mX
k��

wkg��x�xk� � ��
X
k�I

wk log jx� xkj� x � ��

S uqetom lemmy Kelloga poluqaem� qto mno�estvo �� n E���
pol
rno� Primen

 lemmu � k sv
znym komponentam mno�estv
� nE��� i R�nE���� prihodim k vyvodu� qto R�n ���E���� tak�e
pol
rno�

Teorema dokazana�

Teorema �� Pust� n � 	� � � B � Rn � otkrytye mno�estva�
Rn n� nepol�rno� Rn nB pol�rno� x�� � � � �xm � razliqnye toqki ��
Oboznaqim W � �w�� � � � � wm� � Rm n f�g�

E �

�
x � B �

mX
k��

wkjx� xkj
��n � �

�
�

Togda v neravenstve ��� ravenstvo imeet mesto togda i tol�ko
togda� kogda mno�estvo B n �� �E� pol�rno�

Dokazatel�stvo� Bez ograniqeni
 obwnosti mo�em sqitat��
qto B � Rn� Vidoizmen

 dokazatel�stvo teoremy � stat�i ����
poluqaem� qto pri uslovii pol
rnosti mno�estva Rn n ���E� v
��� imeet mesto ravenstvo�

Predpolo�im� qto v ��� imeet mesto ravenstvo� i poka�em�
qto v 	tom sluqae Rn n �� � E� pol
rno� Vnaqale zametim� qto
mno�estvo � neograniqeno� De�stvitel�no� v protivnom sluqae
pri dostatoqno bol�xom � vypoln
los� by � � U���� Vvidu ���
i ��� poslednee vkl�qenie vleqet

S��� X�W � � S�U���� X�W �� S�Rn� X�W ��

qto protivoreqit naxemu predpolo�eni�� Itak� suwestvuet po
kra�ne� mere odna neograniqenna
 sv
zna
 komponenta mno�e�
stva �� kotoru� my oboznaqim qerez D� Pri � � r � sup

x�D
jxj��

polo�im �r � �DnU���r� i B�r� � hRnn�r � Di� Sledu
 dokazatel��
stvu � �� poluqaem �B�r� � �r � Tak kak � � B�r� � Rn� to naxe
predpolo�enie daet S��� X�W � � S�B�r�� X�W �� V silu lemmy
�� mno�estvo Rn n B�r� � �r nepol
rno� Primen

 teoremu � k
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mno�estvam � i B�r�� poluqaem ����� Pust� � � �� togda pri
dostatoqno malyh r � �����

mX
k��

wkjy � xkj
��n

���� � �� y � �r � ����

V dal�ne�xem sqitaem uslovie ���� vypolnennym� Rassmotrim
garmoniqesku� v B�r� funkci�

h�x� �
mX
k��

wk

�
gB�r��x�xk�� jx� xkj

��n
�
�

Vvidu ����� �priblizitel�no vs�du� na �r imeem
��� lim
x�y

h�x�
��� � ��

Po obobwennomu principu maksimuma jh�x�j � � pri x � B�r��
Ispol�zu
 ���� i proizvol�nost� vybora �� poluqaem

mX
k��

wkg��x�xk� �
mX
k��

wkjx� xkj
��n� x � ��

Po lemme Kelloga mno�estvo �� n E pol
rno� Primen

 lemmu
� k sv
znym komponentam mno�estv � n E i Rn n E� prihodim k
vyvodu� qto Rn n �� �E� tak�e pol
rno�

Teorema dokazana�

x�� Prilo�eni�

Rezul�taty xx��� 
vl
�ts
 osnovo� dl
 poluqeni
 polnyh
opisani� 	kstremal�nyh konfiguraci� vo mnogih zadaqah� re�
xaemyh s privleqeniem obobwennyh privedennyh module�� V
kaqestve primera uka�em 	kstremal�nye funkcii dl
 teoremy �

stat�i ���� Kak obyqno� C i C oto�destvl
�ts
 s R� i R� pri
pomowi biekcii z 
 �Re z� Imz�� Nam potrebuets
 sledu�wi�
rezul�tat� neskol�ko usiliva�wi� teoremu � iz ����

Teorema 	� Pust� B � C � otkrytoe mno�estvo� soder�awee
toqki � i z�� � � � � zn� gde arg zk � ��k�n� k � Nn� Oboznaqim Z �
��� z�� � � � � zn�� W � ��n� �� � � � � ��� Togda

exp�S�B�Z�W �� � n�n
nY

k��

jzkj
n��� ����
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Ravenstvo v ���� imeet mesto togda i tol�ko togda� kogda suwe�
stvu
t takie qisla R� � � �� qto jz�j � � � � � jznj � R i mno�e�
stvo C n �B � fz � C � j�� �R�z�nj � �g� pol�rno�

Dokazatel�stvo� Pre�de vsego otmetim� qto v neravenstve ����
stat�i ���

nY
k��

Y
l��k

jzk � zlj � nn
nY

k��

jzkj
n��� arg zk � ��k�n� k � Nn� ����

ravenstvo imeet mesto tol�ko pri jz�j � � � � � jznj� De�stvitel��
no� kak pokazano v ��� s� ���� leva
 qast� ���� ne men�xe


n
�

�n nY
k��

jzkj
n����



jzkj

n�� � jzk��j
n��
�
� gde zn�� � z��

Tak kak jzkjn�� � jzk��jn�� � �jzkzk��jn�	� poslednee vyra�enie ne
men�xe pravo� qasti ���� i ravno e� tol�ko pri jz�j � � � � � jznj�

Pri � � � oboznaqim E��� �
n
z � C �

nQ
k��

���� � zk
z

��� � �
o
� Po

teoreme � v neravenstve

exp�S�B�Z�W �� �
nY

k��

jzkj
�n

nY
k��

Y
l��k

jzk � zlj
��� ����


vl
�wems
 sledstviem ���� ravenstvo imeet mesto togda i tol��
ko togda� kogda pri nekotorom � � � mno�estvo C n �B �E���� po�
l
rno� Soglasno ����� prava
 qast� ���� ne prevoshodit pravo�
qasti �����

Itak� dl
 dosti�eni
 ravenstva v ���� neobhodimo i do�
statoqno� qtoby vypoln
los� jz�j � � � � � jznj i mno�estvo
C n �B �E���� bylo pol
rnym� Ostaets
 zametit�� qto pri jz�j �
� � � � jznj � R imeem E��� � fz � C � j� � �R�z�nj � �g� Teorema
dokazana�

Sledu�wee utver�denie rasprostran
et teoremu � stat�i ���
na neodnolistnye funkcii s polnym opisaniem sluqaev raven�
stva� Qerez d�E� oboznaqaets
 transfinitny� diametr mno�e�
stva E �� � s� �����
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Teorema 
� Pust� regul�rna� v kruge Ufunkci� f otobra�aet U

v ograniqennu
 oblast� D� priqem d�D� � �� Predpolo�im� qto
toqki w� i z�� � � � � zn udovletvor�
t uslovi�m f�zk� 	� w� i

arg ��f�zk� �w����f�z�� �w��� � ���k � ���n� k � �� � � � � n�

Togda

nn
nY

k��

jf ��zk�jjf�zk� �w�j
n�� �

�

nY
k��

�Y
l��k

jzk � zlj
nY
l��

j�� zk�zlj
��

�
� �� �

gde ravenstvo dostigaets� togda i tol�ko togda� kogda

D � fw � C � j�w �w��
n � �nj � �g ��
�

i

f�z� � w� � ��� j�j�n���n
�
ei�

z � z�
�� �z�z

�
�

�

�
�� ��n

�
ei�

z � z�
�� �z�z

�n����n
� ����

gde �� z� � Ui 
 � Rtakovy� qto ei�
zk � z�
�� �z�zk

� � expf��i�k � ���ng

pri k � Nn�

Dokazatel�stvo� Oboznaqim pravu� qast� �� � qerez M i vve�
dem sledu�wie oboznaqeni
�

F �z� � ���f�z� � w��� B� � F �U�� B� � C nB��

� � ��� F �z��� � � � � F �zn��� W � ��n� �� � � � � ���

Netrudno videt�� qto r�B�� �� � ��d�D� � �� Ispol�zu
 princip
Lindelefa �� � s� ����� poluqaem

exp�S�B� �B����W �� �

� r�B�� ��
n�

nY
k��

r�B�� F �zk��
nY

k��

Y
l��k

expfgB��F �zk�� F �zl��g �
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�

nY
k��

jF ��zk�j��� jzkj
��

nY
k��

Y
l��k

������ zk�zl
zk � zl

���� �

� M��
nY

k��

jf ��zk�j

jf�zk�� w�j�
� ����

Po teoreme �

exp�S�B� �B����W �� � n�n
nY

k��

jf�zk�� w�j
�n��� ����

Iz ���� i ���� nemedlenno sleduet �� �� Pust� v �� � imeet mesto
ravenstvo� Togda d�D� � � i sootnoxeni
 ����� ���� obrawa�ts

v ravenstva� Soglasno principu Lindelefa� 	to vozmo�no lix�
dl
 odnolistno� funkcii f � Vvidu teoremy �� suwestvu�t takie
qisla R� � � � i � � R� qto

F �zk� � R expfi�� � ���k � ���n�g� k � Nn� ����

i mno�estvo

C n
�
B� �B� � f� � C � j�� �Rei����nj � �g

�
pol
rno� Uqityva
� qto B� � odnosv
zna
 oblast�� soder�awa

toqki F �zk�� poluqaem

B� � f�g� f� � C � j�� �Rei����nj � �g�

D � fw � C � j�� �Rei��w �w���
nj � �g�

gde � � �� Iz ravenstva d�D� � � sleduet � � Rn� Netrudno
videt�� qto pri � � e�i��R imeet mesto ��
��

Zametim� qto w� � D i oboznaqim z� � f���w��� Po dokazanno�
mu� funkci
 z �� �f�z��w��

n��n 
vl
ets
 proizvedeniem Bl
xke
stepeni n s nul
mi v toqkah z�� � � � � zn i edinstvenno� kritiqe�
sko� toqko� z�� Sledovatel�no�

�f�z� � w��
n � �n �

�

��
ei�

z � z�
�� �z�z

�n
� �n

��
�� ��n

�
ei�

z � z�
�� �z�z

�n���
�
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gde 
 � R udovletvor
et uslovi� ei�
z� � z�
�� �z�z�

� �� Ots�da neme�

dlenno sleduet ����� S uqetom ���� i ���� poluqaem

ei�
zk � z�
�� �z�zk

� � expf��i�k � ���ng pri vseh k � Nn�

Teorema dokazana�

Analogiqnym obrazom mogut byt� opisany 	kstremal�nye
konfiguracii teoremy �� stat�i ���� teoremy � iz ���� teorem
� i � ���� teorem � i � ���� teorem � i � � ��
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