
ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ ФОРМЫ ДЛЯ КОНЕЧНЫХ ГРУПП«)

С прингер  Т. А.

§ 1. Введение
В этом разделе* 2 *) „философия параболических форм" прилагается 

к случаю редуктивной группы определенной над конечным полем k . 
Как заметил Хариш-Чандра, эта концепция, применявшаяся сначала 
в связи с дискретными подгруппами групп Ли, может быть исполь­
зована также и в других обстоятельствах. В своей работе [3] Хариш- 
Чандра рассматривал случай конечных полей. В этой работе, однако, 
доказательства только намечены; полные доказательства можно 
извлечь из [2J. Те из утверждений работы [3], которые приводятся 
в настоящем разделе, принадлежат Д ж . Г. М. Марсу (который докла­
дывал работу [3J на семинаре в Утрехтском университете осенью 1968 г.).

В настоящих заметках особое внимание уделяется приложениям 
к теории представлений конечной группы G, которая состоит из рацио­
нальных над k  точек групппы § .  В частности, мы не рассматриваем 
здесь функциональные уравнения для рядов Эйзенштейна.

В настоящее время ясно, что философия параболических форм 
является правильным подходом к теории представлений группы Q. 
Она, в частности, показывает, какие проблемы являются существен­
ными в этой теории, именно: а) проблема дискретных серий (см. 6 .6), 
б) проблема разложения индуцированных представлений (рассмотрен­
ная в 4.14). В каждой из этих проблем полное решение представ­
ляется пока весьма отдаленным.

В следующем разделе будут рассмотрены некоторые специальные 
случаи (именно, случай W — &%п), которые явятся иллюстрациями 
общей теории, рассмотренной здесь.

§  2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫ Е РЕЗУЛЬТА ТЫ

k  — конечное поле, k — его алгебраическое замыкание. Под ^-груп­
пой понимается линейная алгебраическая группа, определенная над к.

Стандартной ссылкой на используемые ниже результаты о редук- 
тивных алгебраических группах является [ 1 ].

2.1. Пусть I? — связная редуктивная ^-группа. Пусть ^  — пара­
болическая ^-подгруппа в § .  Унипотентный радикал (Ц группы 3> 
также является ^-подгруппой в $ .  Существует подгруппа Леви <М 
группы У>, т. е. такая связная редуктивная ^-подгруппа <М группы З5, 
что отображение (от, и) —>■ mu определяет ^-изоморфизм алгебраи­

ческих многообразий <ЖХЧ1~ Р- Пусть ^-единственный максимальный 
разложимый подтор в центре о/И. Тогда <Ж — централизатор ^  в I .  
Тор & называется разложимой, компонентой  группы 5а.

J) S p r i n g e r  Т. A., Cusp forms for fin ite groups. Lecture Notes in Math 
№ 131, Springer-Verlag, 1970, pp. C l—C24.

2) Переводится третий раздел трудов семинара по алгебраическим группам
и связанным с ними конечным группам. Всего сборник содержит шесть разделов.
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Мы обозначаем через О, Р, U конечные группы ^-рациональных 
точек групп § ,  <U соответственно. Пара (Р , А) называется к а т -  
парой. в G, Р  называется касп-подгруппой  в G. Мы называем ( J  
унипотентным р а д и к а л о м  в Р.  Известно, что конечная группа Р  
(или U) полностью определяет 3>. Разложение 5> =  е# -<2/ влечет 
за собой разложение Р  — М -U группы Р  в полупрямое произведение; 
мы называем это разложение р а з л о ж е н и е м  Л еви  группы Р . 
Известно, что для любых двух разложимых компонент А  и А ( 
группы !Р найдется такой u £ U ,  что А' =  аА 1). В частности, dim.#' 
зависит только от $>; это число называется параболическим  ран гом  
группы и обозначается ргкД3.

2 .2 . Пусть (Я г, A t)(i  =  1,2) — две касп-пары в О. Мы пишем
(Р х, А х) >- (Р2, А 2), если Я р Р 2, А хс А 2. Касп-пары, которые мини­
мальны относительно этого порядка суть пары (В, S ) ,  где В  — группа 
^-рациональных точек ^-подгруппы Бореля М в & и -Т — максималь­
ный ^-разложимый тор группы § ,  лежащий в <%?. Здесь используется 
тот факт, что над конечным  полем k  каждая ^-группа квазиразло- 
жима, т. е. содержит А-подгуппу Бореля. Положим W — N{3T)jS'', 
это конечная группа, порожденная отражениями и называемая относи­
тельной группой Вейля группы S.  Известно, что W не зависит (с точ­
ностью до изоморфизма) от выбора Л~. Для мы можем выбрать
представитель nw из G. Если зафиксировать выбор этих представи­
телей, то лемма Брюа утверждает, что G есть непересекающееся 
объединение G =  ( J  B n wU (U обозначает унипотентный радикал в В).

ŵ W
Пусть (P h A t) (i =  1,2) — две касп-пары. Пусть W (АХ,А 2) обозначает 
множество тех биекций s: АХ—* А 2, для которых s - a  =  gag~'  с под­
ходящим g£G- Группы Р j и Р 2 называются ассоциированными , 
если W (Ах, А 2) Ф о. Если А х— А 2 =  А, мы пишем W (Ах, A 2)—W (А). 
Множество W (А) образует группу; если <# — максимальный ^-разло­
жимый тор, то‘ W (А) сводится к W .

Легко видеть, что Р х и Р 2 ассоциированы тогда и только тогда, 
когда найдется такой g £ 0 ,  что и ед>2 имеют общую подгруп­
пу Леви в#. За примером мы отсылаем читателя к разделу Д , 1.2.7, 
где обсуждается случай & =  %>Хп.

2.3. Л е м м а .  П уст ь ( P ^ A J  ( / =  1,2) — две касп-пары. П р е д ­
полож им , что дл я  x£G, P 2f\xU 1c  U2. Тогда  найдут ся  
т аки е u ^ U t, что ха'Ах£ и*А2.

Мы можем после замены группы Р х на О — сопряженную пред­
положить, что (в обозначениях 2 .2 ) существует такая минимальная 
касп-пара (В, Л ),  что (P t, A t) >- (В, S'). Обозначая через U унипо­
тентный радикал группы В , мы можем, ввиду леммы Брюа, написать 
х  =  Ьпи, где Ь£В, и$У, nk.Q,n  представляет элемент w $W . Так как 
В с Р 2, предположение Р 2П*U \ с  U2 означает, что Р 2Г\ nuU xc: U2 или 
Р 2 П nU x a  U2 (ибо и$У  нормализует £/,).

Пусть Б — относительная система корней группы §  относительно 
тора Л .  Группа Ш определяет упорядочение на Б. Для г01  пусть Ur 
обозначает соответствующую унипотентную подгруппу группы §  
(обозначавшуюся через <U(T) ([1], 5.2)). Для г£Б обозначим через г\Ах 
ограничение корня г  (который является рациональным характером 
тора &)  на подгруппы А х ( i — 1,2). В этих обозначениях стандартные 
результаты о параболических подгруппах утверждают: 3>2 содержит

*) Если S — подмножество в G и g£G, то gS =  g S g ~ l.
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те <?/,., для которых г >  О, г |<#2 =^=0 или г| Л 2 =  0 ; %2 порождается 
теми <UT, для которых г |#2 =^0 , 0 ; порождается теми
для которых ^ 0 ,  w~1r^> 0 . Вспоминая, что U ( (P t) вполне
определяет 9*h мы выводим из включения P 2f)nU xa U 2 следующее 
утверждение: если r £ L , w  1 r\tfx Ф 0, то г\&2Ф 0. Но тогда из г  | &2 =  0 
следует, что w~1r |$-j =  0. Так как совпадает с компонентой 
единицы пересечения ядер тех корней /-££, для которых г | =  0 ,
мы получаем П& х а  &2, что доказывает наше утверждение.

2.4. С л е д с т в и е .  Следующие условия эквивалентны;
(а) P 2f ]xU xczU 2 и Р х П х~'и 2czU х;
(б) существуют т акие ufcU х, что xa>frx a  Ui&2.
Допустим, а) выполнено. Согласно 2.3 найдутся такие u ^ U h что 

хиФ х а  и*&2. Меняя Р х и Р 2 ролями, получим аналогичное включение, 
из которого следует, что d i m d i m  &2. Отсюда хи'&х =  и,‘&2. Это 
доказывает б). То, что а) следует из б), проверяется непосредственно.

2.5. Л е м м а .  П уст ь (P h ,#,)(/ — 1,2) — две касп-пары . Д л я  
s£W  (&х, &2) вы берем  предст авит ель g s(zO. Т огда о т о б р а ж е н и е  
w —̂ P.^gyPi м н ож ест ва  W (&х,&2) в Р 2\ 0 / Р х инъективно.

Как и fe доказательстве 2.3, мы можем считать, что (Я,., £Г),
более того, W (&х, &2) Ф в. Пусть oMt — Z {frt) (i =  1,2), и пусть 
W x — группа Вейля группы ©#г. Согласно ([1], 5.20), существует биек­
тивное отображение <р множества Р 2\ 0 / Р х на W X\ W / W 2. Мы мо­
жем теперь отождествить W {&х, &2) с подмножеством в W X\ W / W 2; 
тогда отображение нашей леммы есть ограничение на W (&х,& 2). 
Это доказывает инъективность.

2 .6 . Зафиксируем касп-подгруппу Я  в О, и положим, как и в 2 . 1 , 
Я  =  Ai • U. Мы хотим описать связь касп-подгрупп группы М  и касп- 
подгрупп группы О. Пусть *Я  — касп-подгруппа в М, *Р  =  *М •*[/. 
Положим М' =  *М, U' =  *U-U\ тогда Я ' =  М '-U' — касп-подгруппа 
в Я . Наоборот, пусть Р' а  Я , Р' — касп-подгруппа. Тогда *Р=Р'Г\М  
касп-подгруппа в М с унипотентным радикалом *U =  U'{\M. Ото­
бражение Р ' —>*Р определяет биекцию множества касп-подгрупп в О, 
лежащих в Я , на множество касп-подгрупп группы М.

Доказательство этих утверждений оставляется читателю. Его 
легко получить, используя описание и свойства стандартных парабо­
лических подгрупп ([1], 5.12).

§ 3. Параболические формы

Е ели 5  — конечное множество, то |5| обозначает количество 
элементов в S, С (S ) обозначает пространство всех комплекснознач­
ных функций на S. Если S  — конечная группа, то С (S ) с операцией 
свертки превращается в групповую алгебру группы 5  над С 7 Под 
стандартной мерой на S  мы понимаем меру, при которой каждая точка 
из 5  имеет меру 1. Под норм ализованной  м ерой  на 5  мы пони­
маем меру, при которой каждая точка имеет меру |5|- 1 . Если
<р, ty€C(S),  мы пишем (ср, ф)5 =  ^ср(^)ф(Д^х (стандартная мера).

3.1. Пусть О та же, что и в § 2, Я  =  М ■ U — касп-подгруппа 
Группы О. Для / £С  (О) положим

/ р  ( * ) =  jj f ( x u ) d u ,
и

где д а  — мера Хаара на U. Функция /  называется п арабол и ч еск ой  
фррмрй, если f p =̂ 0 для всех Р ф О .  Пусть 0С(О ) обозначает про—
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странство параболических форм. Легко видеть, что °С (О) инвариантно 
относительно левых и правых сдвигов в С (G), так что °С (О) — дву­
сторонний идеал в групповой алгебре С (О).

П р и м е р .  Если §  — тор, то °С (О) =  С (О). Более нетривиальные 
примеры приведены в разделе Д 1).

При тех же обозначениях мы пишем: / р ~  0, если

\ / р (хт) w (т) dm  =  О 
м

для всех <р£ °С (М) и всех x£G.  Это определение не зависит от вы­
бора М в Р  (dm  обозначает меру Хаара).

3.2. П р е д л о ж е н и е .  П уст ь функция f £ C ( G )  т акова ,  кто 
f p — 0 дл я  всех  касп-подгрупп Р группы G, вкл ю ч ая  Р  =  0 .  
Тогда  /  =  0.

Мы докажем это утверждение индукцией по полупростому ^-ран­
гу группы G (т. е. по размерности максимальных ^-разложимых торов 
производной группы группы Q). Пусть 5 — этот ранг.

(а) х — 0 . Тогда группа §  анизотропна. Она содержит только 
одну касп-подгруппу Р,  именно Я = = 0 .  Тогда M =  G, °C(M) =  C(G). 
Утверждение очевидно.

(б) s > 0 .  Пусть Р  =  М  • U — собственная касп-подгруппа в G. 
Тогда U Ф {е}.

Рассмотрим g(m ) =  f p (xm) как функцию от т £ М .  Полупро- 
стой ранг группы <М строго меньше Пусть *P  =  *M -*U  — касп-под­
группа в М. Полагая U' =  *U-U, Р' =  мы получаем, соглас­
но 2.6, касп-подгруппу в G, лежащую в Р.

Так как g*P(m) — f Pi(xm), то из условий нашего предположения, 
примененных к Р', следует, что

\^ff,t(xm-*m)-(f>(*m)d*m =  0
*м

для всех <р £ °С (*М). Отсюда

 ̂g*P (m-*m) ■<o(*m)d*m =  0 .
*м

Согласно предположениям индукции, £ =  0 . Это означает, что / — па­
раболическая форма. Согласно условию / с ~  0, мы должны иметь 
(/ , сР)о =  0 Для всех параболических форм <р 6 °С (G). Поэтому /  =  0.

§ 4. Индуцированные представления

4.1. Пусть Н  — конечная группа. Если pt и р2 — два комплексных 
(конечномерных) представления группы Н,  мы обозначаем их числа 
зацеплений через / (р1? р2; Н ); если шг — класс эквивалентности пред­
ставления рг(г' =  1 , 2 ), то это число мы записываем также в виде 
I  (o>j, ш2; И). Пусть Q.(i =  1 , 2) — подгруппы в N .  Пусть — правое 
представление группы Qt в комплексном векторном пространстве V 
Мы обозначаем через р, представления группы G, индуцированные 
представлениями ог(/ =  1 , 2). Напомним определение (индуцированных) 
представлений рР Пусть D (Q,-, с (.) — пространство таких функций 
/ : Я - >  V h что /  (*?,)=== /  (x)-oi (q i) ( x ^ H ,  q t £ Qt).- Представление

*) Имеется в bhjiу статья: S p r i n g e r  Т. A., Caracters of special Groups, 
помещенная в том же сборнике, что и настоящая работа.
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Pi группы Н  в Q(Q0 at) задается формулой рt ( x ) f  (у) =  / {x~ly ) (х £ Н, 
f € D ( Q iy о;)). Для х £ Н  определим представление Ла1 группы XQX 
формулой xai{q) =  °\{x~'q), q € XQV Рассмотрим ограничения Ха1 и о2 
на ■rQ1 П Q2 и обозначим их теми же буквами. Их числа зацеплений 
/  (хаи с2; ■•'Qi П Q2) зависят только от двойных классов Q2xQ u В этих 
обозначениях мы имеем следующий результат:

4.2. Л е м м а  / (рх, р2; Н ) =  2  Н х°и °2> ^QiflQi)- Этот ре-
x e Q ,\ H /Q t

зультат принадлежит Макки и хорошо известен (см., например, [4] 
стр. 245, этот результат приведен там при некоторых ограничитель­
ных условиях)1).

4.3. Пусть G та же, что и раньше. Мы обозначим через Е  (G) 
множество классов эквивалентности неприводимых представлений 
группы О. Неприводимое представление р (или его класс эквивалент­
ности) называется представлением дискрет ной серии,  если р встре­
чается среди представлений G в °С (О) правыми сдвигами. Иначе 
гоиоря, р лежит в дискретной серии, если все матричные элементы 
представления р являются параболическими формами на Q. Легко про­
верить, что р из дискретной серии тогда и только тогда, когда 
характер этого представления есть параболическая форма. Мы обо­
значаем через °E(G) подмножество множества Е  (G), состоящее из 
классов представлений дискретной серии.

Предположим теперь, что ( Р г, (г =  1, 2) — две касп-пары в G. 
Пусть Р { ~  M t 'U i — соответствующие разложения Леви. Пусть 
«Р, — функция из С (/>,/£/,); ее можно также рассматривать как функ­
цию из С (M t) ( i — 1 , 2).

4.4. Л е м м а .  П р ед п о л о ж и м , кто <р1£°С (М^. Тогда, если  
{? !, ?2)р ,пр, т0 найдут ся т акие u ^ U г ( / = 1 , 2), что

с  u’<#v
Имеем

<<Pi> Ф2> Р ,П Р . —  ^ <Pi(x)f2 ( x ) d x  =
Я,ПР»№Ли»

=   ̂ <p2( x ) d x  jj (fx(xu)du
Ptf}PilPif)Ui Pif}U>IU,r\U,

(du — мера Xaapa, d x  — подходящая мера). Пусть Р х —► P i/U l ~

-4 М г — каноническая проекция. Так как Р х П Р 2 — касп-подгруппа в G 2),

*) См. также [6], 44.5.
2) Автор неточен; можзт быть Р-дуктивной подгруппой в §  (напри­

мер, если и ^>2 — противоположные группы Бореля в &). Покажем, что * Р  — 
=  П ^ 2) касп-подгруппа в Мх (именно этой нужно для доказательства). Имеем: 

с°ДеРжит максимальный тор JT  группы §  (см. [1]). Пусть £ — система
корней §  относительно JT , 2 lf 12, — подсистемы, соответствующие д*ъ  ^ 2, оМv
Нам надо показать, что подсистема корней в содержащая некоторую

подсистему положительных корней в (т. е. с°ДеРжиг подгруппу
Бореля в q$ v что и означает параболичность этой подгруппы). Поэтому достаточно 
считать, что >̂9 — группа Бореля. Тогда S 2 содержит хоть один корень из любой 
пары +  а корней из 2, и притом только один. Но тогда тоже обладает этим

свойством, что и означает наше утверждение. Аналогично доказывается используе­
мое позже свойство: n1(P1C[U2) содержит унипогентный радикал некоторой касп- 
подгруппы в Mv
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из 2.6 следует, что * P  =  ic1 ( P 1 П Р 2) — касп-подгруппа в М х с унипо- 
тентным радикалом *U  =  Р хГ\П2/ и i[ )U 2. Если х £ Р х()Р 2, положим 
x = ' m lul (ml £ М и ul £ U l). Тогда <pt (хи) =  ?! (тхихи) =  <рх (тхихиих ‘) 
(ибо <е1 инвариантно справа относительно U j). Отсюда

С (хи) du  =   ̂ <рх (хи) du =  ^yx (тхи ■ U~'ux) du  =   ̂ <?х (/^и) с/й .
/ЧП(Л/<ЛГ№ *у  *и *У

Так как срх — параболическая форма на ЛГ1( этот интеграл равен О, 
если только *U  1 }, т. е. если только P XC\U2 ^=Uxf\U2 с  Со­
гласно 2.3, наше утверждение отсюда следует.

4.5. С л е д с т в и е .  у Х̂ °С (Mt) ( i — 1, 2), то (<рх, ? 2)plnp, =  0,
P j и Р 2 не ассоциированы.

Это ясно.
4.6. Пусть а1 — неприводимые представления ./ИД/=  1 , 2 )  из ди­

скретной серии. Пусть wi ^ ° E (М {) — класс ах. Распространим at до 
неприводимого представления группы Р х =  М х- и г, полагая оДи) =  1 
(u£U i).  Это представление мы также обозначаем через Пусть 
Pi — представление группы О, индуцированное представлением at груп­
пы P t. Обозначим через 2 (Я/, ш;) класс рг (он зависит только от 
класса ах).

Пусть s £ W ( & х, Л2) и s - a  — g a g - 1 ( a £ & x, g(zG). Определим 
тогда *ах €  Е  (М2) как класс представления sax группы М 2, заданного 
формулой «ох(т) =  ох(g~:) (т € М 2). Класс еах зависит только от s 
и шх; поэтому имеет смысл обозначение 5(0j. Имеем *и>х€ 0Е (М 2).

Мы можем теперь сформулировать основной результат этого па­
раграфа.

4.7. Т е о р е м а .  П уст ь шх^ 0Е ( М х) (г — 1, 2) .  П уст ь W0 — м но­
ж ест в о  всех  т ех s (& х, &2), д л я  кот орых  •5<о1 =  ш2. Тогда

I (Q (P U 2 ( Р 2) ®2); Q) =  | ^ oI-

Используя 4.2, видим, что можно свести определение этого числа 
зацеплений к вычислению числа зацеплений I  (Хах> с2; ХР Х п Р 2). Теперь
4.5 (где ХР Х заменяет Р х и <р15 ср2 — характеры представлений Хсх и с2 
соответственно) показывает, что I  (Хах, а2; ХР Х п Р 2) — 0, если Р х и Р 2 
не ассоциированы. Тогда из 4.4 следует более точное свойство: 
/ (хс,, с2; ХР Х п Р 2) =  0, кроме случая, когда существуют такие 
«г € U t (/ =  1, 2 ), что Ха‘& х =  а’&2. Заменяя на и M t на
“Ш г (/ =  1, 2 ), мы можем предположить, что хР х =  M -XU х, Р 2 =  M -U 2 
с одним и тем же М. Представления Хах и с2 группы ХР 1С\Р2 возни­
кают из неприводимых представлений о', о' группы М; теперь ясно, 
что I  (хох, о2; ХР 1Г\Р2) = 1 ,  если а' и а' эквивалентны и равны О 
в противном случае. Другими словами, I  (Х<зх, a2; ХР Х п Р 2) =  1, если 
Р 2х Р х содержит представителей элементов из W0 и равно 0 в про­
тивном случае. Имея в виду 2.5, получаем наше утверждение.

4.8. С л е д с т в и е .  / (Q(/ ĵ, toj), 2 (Р 2, ш2); О) =  0, если  Р х и Р 2 
не ассоциированы.

4.9. С л е д с т в и е .  2 ( P j ,  a>1) = - 2 ( P 2, а>2), если  Wo ^ 0 . !
Положим 2 г =  2 ( Р (., адг) (/ =  1 , 2). Если Wo =p0 , мы получаем

из 4.7, что / (2 j, 2 j; <?) =  / (2 2, Q2; О) =  / (2 lf 2 2; G) =  |U70 |; это 
означает, что 2 ! =  2 2.

4.10. Из 4.7 следует также критерий неприводимости индуциро­
ванных представлений. Пусть (Р , Я) — касп-пара в О, P  =  M -U  — со-
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ответствующее разложение Леви группы Я . Пусть Обозна-
чим через ИХ (со) подгруппу группы W ( # ) ( =  W (&, &)) (см. 2 .2 ), 
состоящую из тех s € W (.54), для которых su> =  ш (в обозначениях 4 .6). 
Мы называем W (со) группой, вет вления  со в О и ее порядок г(ш) 
индексом ветвления ев в О. Назовем <о не развет вленны м  в О, если 
r ( w ) = l .  Если 2  (Я , со) имеет смысл, определенный в 4.6, мы полу­
чаем следующий результат, который является прямым следствием 4 .7 .

4.11. С л е д с т в и е .  2 (Р , со) неприводимо, если  со неразвет -  
влено в О.

Пусть опять (P h (i =  1 , 2) — две касп-пары в О. Предполо­
жим, что (Я г, ,#,) -< (Я 2, &2). Пусть (Oj С °Е (Mi), Oj — неприводимое 
представление М х из класса cô  Распространим, как и в 4 .6 , Oj до 
неприводимого представления Р х =  M x-Uv Обозначим через о2 пред­
ставление группы Я 2, индуцированное представлением пусть 
ш2 — класс этого представления.

4.12. Пр е д л о ж е н и е .  П  р едп ол ож и м , кто все элемент ы  
группы W ((oj могут быть п редст авлены  элем ен т ам и из  Я 2. 
Тогда неприводимые компоненты  <о2 ост аю т ся неприводимыми  
при индуцировании на О (с Я 2).

Это следует из доказательства 4.7 и из следующего вспомога­
тельного результата:

4.13. Л е м м а .  П уст ь Н  — к он еч н ая  группа,  Q„ Q2 — dee е е  
подгруппы, Qxc .Q 2. П уст ь  о1 — неприводимое п р едст ав л ен и е  Q, 
и с2, а — п редст авлен ия  Q2 и Н  соответственно, индуцирован­
ные с Oj. Если I  (о2, о2; Q2) =  / (а, о; Н), то неприводимые ком по­
ненты  а2 ост ают ся неприводимыми при индуцировании с Q2ua Н .

Д о к а з а т е л ь с т в о  4.13. Пусть Х2 и X — характеры а2 и о соот­
ветственно. Пусть <р и ф пробегают неприводимые характеры группы 
Н  и Q2 соответственно. Положим Х2 =  2  Яфф. Пусть ф =  2  яг^ср — ха-

Ф 9
рактер группы П ,  индуцированный неприводимым характером ф груп­
пы Q2. Числа я ф и т^  — положительные целые числа. Тогда

I  (®2> °2> Qg) ~  2
Ф

/(о, о; ^ )  =  2 ( S w4m9+) •
9 Ф

Из условий следует, что

2  ЯфЯф' ( 2  ^ Ф ^ т Ф '  —  8Ф. Ф')  =  0  •

Это возможно только в том случае, если

ЯГ̂ ф/Я̂ ф/ ф̂, ф',
9

при ЯфЯф/ Ф 0. Отсюда утверждение следует.
4.14. Обозначения 4.10 сохраняются. Пусть Р ( Р ,  со) обозначает 

коммутаторную алгебру представления 2  (Я , со). Ее размерность равна 
/ (2  (Я , ш), 2  (Я , со); G). Проблема определения структуры алгебры 
Я  (Я , ш) имеет, по-видимому, значительный интерес. Эта проблема 
была решена в ряде специальных случаев:

(а) Если Я  — минимальная касп-подгруппа в G (т. е. группа k ра­
циональных точек 7:-подгруппы Бореля в G) и со — тривиальный класс,
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Ивахори и Тите доказали (см. [4], теорема 48, стр. 246), что R {P ,  ш) 
изоморфно групповой алгебре С (IF] группы Вейля IF .

(б) В той же ситуации, если ш произвольно, Штейнберг и Йока- 
нума доказали, что Р (Р ,  u>) изоморфно С [IF (со)] ([4], стр. 252, упраж­
нение). Отметим, что степень <о в этом случае равна 1.

(в) Если §  =  § £ п, результаты Грина, обсуждающиеся в разде­
ле Д , показывают, что Я  (Я , со) изоморфно С [IF (со)] во всех случаях 
(см. разд. Д , 1.8.2) *).

Эти примеры приводят к предположению, что Р  (Р, со) всегда 
изоморфно С [ IF (со)].

Однако, возможно, что будет необходимо модифицировать эту 
гипотезу следующим образом. Пусть о — представление из класса со 
группы М  в комплексном векторном пространстве V. Для s € IF (ш), 
а  £  А положим s a  =  g sa g j \  (g s €  О). По определению группы IF (со) 
существует такое линейное преобразование ts пространства V, что 
gso(m) =  ^ а ( т ) ^ 1 (s £ W  (со)). Легко видеть, что ts -ts> =  cs,s'-tss' 
(s, s' £  IF (о)), где (Cf,j') — 2-коцикл из IF (со) в С*, класс когомоло­
гий f  (со) =  Н 2 (IF  (со), С*) которого зависит только от со. Пусть 
С [IF (со), т (и)] — групповая алгебра группы IF (со), скрученная при по­
мощи 7  (<о), т. е. алгебра над С с базисом e s, занумерованном эле­
ментами s € I F (со), и таблицей умножения, заданной формулами e s -es< =  
=  cs,s'eSs'- Модифицированная форма гипотезы состоит в том, что 
Р  (Р, со) изоморфно С [1F (со), 7  (со)]. Следует также отметить, что 
в рассмотренных выше примерах, 7  (со) оказывается тривиальным ко­
циклом. Это ясно в случаях а) и б), когда степень со равна 1.

Наконец, другой случай, когда Р  (Р, ш) может быть описана, — 
это случай, когда Р  — максимальная касп-подгруппа в О. Так как &  
одномерно, [lF(co)|-<2. Поэтому Р (Р ,  со) изоморфно С или С @ С .  
Детали предоставляются читателю.

§ 5. Ряды Эйзенштейна
5.1. Зафиксируем подгруппу Г  группы О. Пусть (Я , # )  — касп-па- 

ра в О, P - M - U .  Обозначим через D {P )  пространство таких функ­
ций /  С С (G), что

(а) f ( x y ) = * f ( x )  для х £ 0 ,  у € ( Г п Я ) - Г / .
Обозначим через °D (Я) пространство функций /  £ Z) (Я), которые 

удовлетворяют, кроме того, условию
(б) для всех х £ 0  функция яг —> /  (хт) (яг € М) лежит в °С (М ).
Пространство °D (Я) не зависит от выбора Для /  £ D (Я)

положим

©/(•*)= 2  / ( * Т ) ( * € 0 ).
.гег/гпр

Для / С °Я )(Я ) мы пишем E f  вместо 0^. Функция E f  называется 
р я д ом  Эйзенштейна.  Для g(zC(G/T)  мы напишем теперь

g P (x) =  § g (x u )d u ,
щтт

где d a  — нормализованная мера на UjUf\Y.
5.2. Л е м м а .  П уст ь  (Я г, <#г) (г =  1 , 2) — две касп -пары  в О. 

Заф иксируем  / ^ ^ ( Я , ) .

*) См. скоску к стр. 149.
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(1) (Ey)pt — 0, если  p r k P ^ p r k P g  или если  Р х и Р 2 не а с с о ­
циированы.

(2) Е сли  Р х, Р 2 ассоциированы , то

{ E f ) p * =  2  C p i f p l ( s ) '  f ,

где cp,ipt(s) — линейное от обр аж ен и е  0Z )(P ,) в °P )(P 2), оп р ед е ­
л ен н ое  следующим обр азом :

П о л о ж и м  Г (s) =  Г П Р ъ ёР ъ  где g € G  п редст авляет  s. Тогда

Имеем

* р ./ р .  С О / ( ■ * )  =  )  2  f { x u i ) d u .
v,iu,n г  те г(^ )/гп р

(E f )P, ( x ) =  E f (xu) du  =  2  f(xw \ )du  =
i M & n r  у./и9п г т е г / г п р ,

=  1 n Г 12  5 f ( x u p d u ,
кег u,

где du  — нормализованная мера на U. Имеем далее

j*/ (хщ) du =  j ' /  (x^u)du =  J
U, T-.V, h -

du
f W T 't/,nPi

I f  (x^uv)dv,

t/iflPj
где d v  — нормализованная мера на

Пусть P t =  • Ui — разложение Леви группы Р х, определенное
тором $ 7 , пусть ici: Р г —* Л4Х — каноническая проекция. Тогда (2.6) 
* 1 (Т_1̂ 2 П Л ) — унипотентный радикал некоторой касп-подгруппы в M v 
Так как f^ .° D ( P 1), мы устанавливаем, что

(5.3) j  f { x ^ u v )d v

Т- 1 £ /,П Р.

равно нулю, если 'U2c . U v Согласно 2.3, это означает, что &2
сопряжено в О под тору тора & х. Отсюда следует, что в предположе­
ниях, сделанных в (1), 5.3 всегда равно нулю, т. е. в этом случае 
(Е^)р, =  0. Это доказывает (1). Утверждение (2) следует из того, что 
если Р х и Р 2 ассоциированы, то 5.3 равно нулю при всех 7 , кроме 
Т € Г  (s).

5.4. Л е м м а .  П уст ь (P t, & {) (i =  1, 2) — две касп -п ар ы  в G, 
пусть Р l — M i - U i ~  соответствующие р а з л о ж е н и я  Леви. П уст ь  
/ 6 ^>(Pi), g  €°С (М2). Тогда  < (0,)*,, £>л*, =  0, если  р г к Р 2 < р г к Р х.

Распространим g  на Р 2, полагая g ( m u ) = g ( m )  ( т £ М 2, u £ U 2). 
Имеем

< ( в > „  g )Mt =  J  ®f (p) g (p )  d p  = 1 л  n  г  | - 1 2  j  /  (Pi) U p ) d pPj Т6Г P ,
(1d p  обозначает стандартную меру). Далее,

(5.5) l f ( P i ) g T p ) d p = -  j " g (m) ( J /  (mup d u j  dm.
P9 Mi Ui

Положим

F^ (x)=  j  f ( x u i ) d u .
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Так как Р 2 нормализует U2 и так как /  инвариантно справа относи­
тельно U u получаем

F^xv) =  F^(x) ( v £ P 2C\tU
Пусть т:2: Р 2 —> М2 — каноническая проекция. Тогда *U2 =  к2(Р2 Л ТЕ/',) — 
унипотентный радикал некоторой касп-подгруппы группы М 2.

Отсюда следует, что

J  g (m u )du  =  О,
PitVUi

если P 2[\4Ji^zU2. Согласно 2.3, это последнее условие выполнено, 
если prk P 2< p r k  P v Е!виду 5.5,

\ f { P l ) g ( P ) d p =  § F ,(m )g (m )  dtn =
P i  M i

=  J F ^ j n ) ^  g (m u )du ^ dm  =  0 ,
*u,

если p r k P 2 < p r k / >1, откуда g)Mt =  0 , т. e. наше утверждение.
5 .6 . Л е м м а .  П уст ь P t {i =  1 , 2 ) — две касп-подгруппы в О, 

/ C °£ )(P i) . Тогда (Ef )Pt~  0, если Р 1 и Р 2 не ассоциированы.
Это утверждение получается из сопоставления 5.2 и 5.4.
5.7. Л е м м а .  П уст ь Р  — M - U -к а с п -п о д г р у п п а  в О; пусть  

f € D ( P ) , g £ C ( 0 / T ) .  Тогда
, (©/> £>о/г =  (/ . gp)oiPr\v-
Имеем

<е/. ̂ )о/г= j* ®f ( x ) g j x ) d x  =  J 2 f ( j ^ ) g j x ) d x  = (/, g)oiPnv
01 г О/Г Т6Г/ГПР

( ^  — стандартная мера). С другой стороны,

(/> £ р) о/р л г=  j / ( * ) (  j g (x u )d u j  d x
aipf\v y/t/nr

(dx  — стандартная мера, d и — нормализованная мера). Следовательно,

(/ . gp)oiPf]T =■ IР п  Г [ - 1 | /  (х) ( j  g  (xu):du j dx.
a uiu[\T

Так как /  инвариантно справа относительно U, этот интеграл может 
быть записан как

J f  (x u )g (x u )d u )  d x  =
О SUiUC\V

=  |ЯП Г |- 1  j" duiy  ̂f  (xu) g  {xu) d  x\ —
U/УПГ о

=  IP  n г  |-» ( / ,  g )Q =  ( / ,  g )a ,p[]V.
Отсюда следует утверждение.

5.8. Т е о р е м а .  (1) С(О/Т) п о р о ж д а е т с я  функциями E f  д л я  
в с е х  /  С0/) (Р) и д л я  всех  касп-подгрупп Р  в О.

(2) Если  P i ( l =  1, 2) — две неассоциированные касп-подгруппы , 
то д л я  f  i € ° D ( P l) имеем (E/t, Е^)щт =  0.
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Утверждение ( 1 ) будет доказано, если мы покажем, что если 
g  €  С (О/Т) удовлетворяет условию (g, E ^ q/t =  0 для всех E f , то 
£  =  0. Согласно 5.7, мы имеем тогда <£Р, / ) о/РПГ =  0 для всех Р  
и всех /  £°D (P).  Зафиксируем P  =  M -U  и x £ Q .  Пусть -тс: Р -*  М  — 
каноническая проекция. Пусть <р£°С(./И). Определим f £ C ( G )  сле­
дующим образом:

/ (у )  =  0 , если у $ х Р ,  и f ( x m u )  =  9 (WT)-
(те*рпг)

Тогда из / £ ° £ ) ( Я )  и (g>, / )о/РПГ =  0 следует, что
П _____
J  g p (xm ) ср (m) dm  =  0 .
м

Но это означает, что g p ~  0 для всех Р. Следовательно, согласна
3.2, g  =  0.

В предположениях (2) мы имеем, согласно 5.6,
<Е/г, Ел )а,т =  ( ( £ » „  / 2)0/РаПГ =  | Я 2 П Г I 1 <(£/>„ f i )o -  

Согласно 5.2, это выражение равно нулю.
Можно также применить следующее рассуждение: разлагая G 

на правые классы смежности по М 2, мы видим, что последнее ска­
лярное произведение есть сумма членов вида

J  (Efjp^xm) f 2(xm)dm .
Mi

Согласно 5.5, все эти члены равны нулю, если Р х и Р 2 неассоцииро- 
ваны, откуда снова следует (2 ).

§ 6. Приложения к теории представлений группы
6.1. Мы будем теперь использовать предыдущие результаты для 

получения разложения групповой алгебры С (О). Мы применяем ре­
зультаты § 5 с Г  =  {1}. Пусть (Р, А) — касп-пара в G, P  — M -U  — 
соответствующее разложение Леви.

Если Г  =  {1},  пространство °D(P),  введенное в начале § 5, яв­
ляется подпространством в С (О), состоящим из тех / £ С ( 0 ) ,  для 
которых

(а) f  (хи) =  f  (х) для x £ U ;
(б) функция m —♦ /  (xm) лежит в °С (М) для всех x £ G .
Пусть I  (Р) — двусторонний идеал, порожденный °D(P).
6.2. Л е м м а .  1 ) Е сли  Р х, Р 2 — не ассоциированны е касп -  

подгруппы в G, mo I  (Рх) и I  (Р2) аннулируют друг друга.
2) Е сли  Р х и Р 2 ассоц и и рованы , то °D (Р х) =  °D (P2).
Так как пространство °D(P)  инвариантно относительно левых 

сдвигов в С (G), оно образует левый идеал в С (G). Более того, мы 
видим из определения индуцированных представлений, что класс пред­
ставления G в °D(P)  (левыми сдвигами) есть @ 2 ( Р ,  ш), где со про­
бегает °Е (М ) (обозначения 4.6). Согласно 4.8, если Р х и Р 2 не ассо­
циированы, представления G в °D (P X) и в °D (P2) не содержат общих 
неприводимых компонент; отсюда заключаем, что ( 1 ) выполнено. 
С другой стороны, если Р х и Р 2 ассоциированы, из 4.9 следует, что 
°D (P X) и °D (P 2) д о л ж н ы  совпадать, т. е. (2 ).

6.3. Пусть* 6  — множество классов ассоциированных касп-под- 
групп в G. Пусть с£<& и (Р, &) — касп-пара с Р £ с .  Положим 
р  =  М -U . Мы будем писать W (с) — W (&), °Е (с) =  °Е (М), 2  (с, со) =  
=  2  (Р, со) (со £°Е (с)), I  (с) =  / (Р). Группа W (с) действует на °Е(с).
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Пусть Е  (с, со) — множество классов неприводимых представлений груп­
пы О, которые встречаются в 2 (с, ш).

Следующий результат — следствие результатов, полученных ранее.

6.4. Т е о р е м а .  (1 ). С {О) — п р я м а я  сум м а двусторонних  
идеалов  I(c)(c£QZ).

(2) Е (О) — объединение всех  Е (с, ш) (с € «> € °Е (с)).
(3) E ( c v «О { ]Е (с 2, и>2) =  о, если  схф с2 или если  с х =  с2, но (Oj 

и со2 не л е ж а т  на одной и той ж е  W (сх)-орбит е . В ост альных  
с л у ч а я х  Е  (сх, ша) =  Е  (с2, ш2).

(4) 2 ( с ,  («) неприводимо и |Е (с ,  и>) | =  1 , если  ст ационарная  
груп п а  (о в W (с) сводится к единице, т. е. если  ш не р а зв е т в ­
лено  в О.

Утверждение (1) есть следствие 5.8. Действительно, в предполо­
жении, что Г  =  {1},  мы имеем E f  =  f  и пространство, порожденное 

всеми Е f , f £ ° D ( P ) ,  совпадает с самим °D(P). Теперь ( 1 ) следует 
из 5.8 ( 1 ) и 6.2. Утверждение (2) следует из (1); (3) следует из 4.7, 
4 .8  и 4.9; (4) есть переформулировка 4.11.

6.5. С л е д с т в и е .  К а ж д о м у  w £E(G ) ассоциирован  элем ент  
с Е б  «  орби т а группы W (с) в °Е(с).

6 .6 . Теорема 6.4 показывает, что, для того чтобы определить E(G), 
мы должны решить следующие две проблемы:

(а) проблему дискретной серии: описать °E(G),
(б) проблему индуцированных представлений: описать 2 (Р , со), если 

*<0 разветвлено в G.
Проблема (б) уже обсуждалась в 4.14. Сделаем несколько заме­

чаний относительно (а).
Вообще говоря, по-видимому, очень мало известно о самих пред­

ставлениях дискретной серии. Единственный нетривиальный случай, 
где имеется адэкватное описание — это, видимо, случай §  =  <ХХ2 
(и §  =  § Х 2) (см. [5]). Неприводимые характеры дискретной серии (т. е. 
неприводимые характеры, которые являются параболическими формами) 
.могут быть описаны для ряда частных случаев групп G, именно для 
тех групп G, для которых были найдены неприводимые характеры. 
Упомянем, в частности, случай §  — §Х„,  который рассматривался 
Д ж . А. Грином (этот случай более детально обсуждается в разделе D 
этих записок). Эти специальные случаи приводят к ряду гипотез отно­
сительно общего случая. Для того чтобы сформулировать первую из 
этих гипотез, напомним некоторые факты относительно максимальных 
торов группы &.

Пусть ^  — максимальный тор группы определенный над k\ 
положим Т =  S  (k ). Top S  содержит единственный максимальный 
А-разложимый подтор S d ([1], 1.4); его размерность dim называется 
^-рангом S .  Top S  называется анизотропным,  если S d =  {e}, назы­
вается минизотропным  в 3 ,  если его A-ранг минимальный возмож­
ный; в этом случае S й лежит в центре группы 3 J). Если §  — полу- 
простая группа, то из минизотропности следует анизотропность; для 
редуктивных групп это, вообще говоря, неверно (пример: & =  &Хп). 
Для любого S  положим

■ W (Г) =  N a (Т)/Т, f  =  Н от (Г, С*).

!) Это утверждение верно не над любым полем. Над конечным поЛем его 
истинность следует из существования в группе Вейля элемента Коксетера, кото­
рый действует на без неподвижных точек. — Прим, перев.
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Группа W (Т) действует на Г  и Г . Известно, что элемент t £ T  регу­
лярен (т. е. его централизатор имеет размерность, равную рангу О) 
тогда и только тогда, когда его стационарная группа в W (Г ) сводится
к единице. Мы называем характер <р 6 Г  р е гу л я р н ы м ,  если то же
условие выполнено относительно действия W (Г) на Т. Напомним также, 
что произвольный (не обязательно полупростой) элемент назы­
вается регулярным, если его централизатор имеет размерность, равную 
рангу О (см. раздел Е, IIIЛ .2).

6.7. Г и п о т е з а  (Макдональд). П уст ь У  — минизотропный

тор в Д л я  к а ж д о г о  регулярн ого  х а р а к т е р а  <?£Т сущест­
вует единственный неприводимый х а р а к т е р  Х̂  из дискрет ной  
серии группы О со следующими свойст вами:

(1) Если х  — регулярны й  элем ен т  в О, п олупрост ая  часть t 
которого л еж и т  в Т, то

w£W  (Г)

где сум м а р асп р ост р ан я ет ся  на все различны е элем ент ы  
W (Т)-сопряж енные элем ент у t; г  обозн ачает  полупрост ой  
ран г  О.

(2) Если  х  — регулярны й  элем ент  из О, п ол упрост ая  часть  
которого не с о п р я ж е н а  никаком у элем ент у из Т, mo Xp(jt) =  0.

Связь между минизотропными торами и дискретной серией, кото­
рую предсказывает эта гипотеза, была бы аналогом связи между ком­
пактными торами и дискретной серией, которая была установлена 
Хариш-Чандрой в случае вещественных групп Ли. Следует, однако, 
отметить, что не все характеры в дискретной серии группы О явля­
ются такими, как в 6.7. Это видно уже в случае §  =  ef (раздел Д , 
Н.З). Однако, если §  =  3.%п, то характеры дискретной серии имеют 
все-таки вид 6.7 (см. раздел Д , 1.8.6).

Упомянем также и другую гипотезу (Макдональда). П уст ь & 
полупрост а и р а з л о ж и м а  над  k. Тогда степень х а р а к т е р а  Xf

Г

из  6.7 р а в н а  \ Т j- 1  П ( ^ ~  1 ), где q — число элем ент ов поля k, 
1=1

a  d г — степени базисны х  инвариант ов группы В ей л я  группы §  
(см. [4], § 9). Укажем, наконец, что из 6.7 для минизотропных торов 
следует (используя 4.11) аналогичный результат для всех  £-торов У .

Можно доказать следующий результат в направлении второй поло­
вины гипотезы 6.7.

6 .8 . П р е д л о ж е н и е .  П уст ь s — полупрост ой элем ен т  груп ­
пы О. Допустим существует т а к а я  касп-подгруппа Р  =  M -U  
в Q, что ц ен т р ал и зат ор  Z Q{s) элем ен т а s в О с одер ж и т ся  в М. 
П уст ь f  — п а р а б о л и ч ес к а я  ф орм а на О, к от ор а я  я в л я ет ся  
функцией к л ассов ,  т. е. удовлет воряет  условию  /  (ул:у-1 ) =  /(•*:). 
Тогда  / ($ ) =  0.

Пусть — параболическая группа, определяющая Р, % — ее уни- 
потентный радикал. Так как 5 С 714, мы знаем, что 5 нормализует U 
и, следовательно, нормализует % (ибо % определяет %).

Пусть Т  — централизатор s в Ш- Тогда Т  — связная &-подгруп­
па в <U ([1], ИЛ) .  Так как Za (s) czM ,  то группа Т  не имеет £-рацио- 
нальных точек, кроме е. Являясь ^-разложимой унипотентной группой
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(над совершенным полем k каждая связная унипотентная ^-группа 
^-разложима), Т  должна быть равна {е}. Но тогда ([1], 11.1) утверж­
дает, что морфизм u~>s~l usu~l группы сц в себя, есть k -изомор- 
физм  алгебраических многообразий. Так как /  — параболическая 
форма, имеем

2  / И )  =  0 .
а еи

Мы можем записать любой u £ U  в виде й =  х ~1 й1 5 й“ 1 с ux£U .  Так 
как /  — функция классов, получаем /  (su ) =  /  (uxsu~l) =  /  (s) (й £ U). 
Свойство параболических форм показывает теперь, что /  (s) =  0.

6.9. С л е д с т в и е .  П уст ь s — регулярны й  полупрост ой э л е ­
мент в О, ц ен т рали зат ор  которого не я в л я ет ся  минизотроп- 
ным 'k-тором. П уст ь f  — п а р а б о л и ч ес к а я  ф орма на О, кот о­
р а я  я вл яет ся  функцией классов . Тогда  / ($ ) =  0.

Пусть ,Т =  Zg(s),  пусть — максимальный ^-разложимый подтор 
в S .  Тогда &  не лежит в центре § .  Пусть — Z (&).  Используя
упорядочение характеров тора можно найти касп-пару (Р , # )  в О 
([ 1 ], 4.15). Тогда P — M -U  удовлетворяет условиям 6 .8 .

Упомянем теперь другую гипотезу о дискретной серии (в том же 
направлении, что и 6.7).

6.10. Г и п о т е з а .  Неприводимые характеры дискретной серии груп­
пы G однозначно определяются значениями, которые они принимают на 
регулярных элементах группы G.

Более общо, можно предположить, что сформулированное выше ут­
верждение будет верно, если слова „неприводимые характеры дискрет­
ной серии G“ заменить на „функции классов на G, которые являются 
параболическими формами".

Упомянем, наконец, гипотезу несколько иной природы о произволь­
ных неприводимых характерах группы G. Мы обозначим через V мно­
жество всех унипотентных элементов группы G, через q количество эле­
ментов поля k.

6.11. Г и п о т е з а  (Макдональд). Пусть % — неприводимый харак­
тер группы G степени d. Тогда существует такое положительное целое 
число т, зависящее от % что

2  / ( й ) =  ~f— d  * q m. 
uev

Можно проверить, что это верно для & =  и, если char k=£2, 
для §  =  <^^4.
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