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Предложено использование формулы Прандтля–Ван-Дрийста во всей области двумерного лами-
нарно-турбулентного пограничного слоя для исследования конвективного теплообмена и трения
на высокотемпературных элементах конструкций высокоэнергетических устройств. Сформулиро-
вана современная модификация метода эффективной длины В.С. Авдуевского для решения данных
задач. Проведен анализ полученных при экстремально высоких значениях числа Рейнольдса экспе-
риментальных данных по конвективному теплообмену, для которых имелась возможность устано-
вить положение переходной области на поверхности затупленной части испытанных моделей.
Предложена новая модификация формулы Прандтля–Ван-Дрийста, учитывающая зависимость
константы Кармана от положения переходной области на затупленной части модели. В свою оче-
редь идеология классического метода эффективной длины применена к расчету не ламинарно-тур-
булентного теплообмена в целом, а только к той его составляющей, которая обусловлена турбулент-
ными пульсациями в газе. Получено удовлетворительное качество описания проанализированных
экспериментальных данных на всей поверхности затупленной модели, имеющее место в рамках
применения предложенных методов расчета.
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ВВЕДЕНИЕ

При обтекании стенки газовым потоком
с большими числами Рейнольдса вызываемые
в нем возмущения сопровождаются возникно-
вением турбулентных пульсаций в вязкой при-
стенной области течения.

Широкое распространение в настоящее время
получило численное моделирование процесса ла-
минарно-турбулентного обтекания тел, основан-
ное на использовании различных полуэмпириче-
ских алгебраических и дифференциальных моде-
лей турбулентной вязкости. В инженерной же
практике широко распространен метод эффек-
тивной длины В.С. Авдуевского.

Одной из основных проблем, стоящих на пути
обоснованности применения на практике любой
полуэмпирической модели расчета, является удо-
влетворительное качество ее верификации на ба-
зе анализа экспериментальных данных. Причем
наиболее остро эта проблема стоит при описании
турбулентного теплообмена и трения, так как тур-
булентная вязкость обусловлена газодинамической
структурой течения газа. И в этой связи сложно

ожидать существования универсальной модели
расчета турбулентной вязкости.

В развитом двумерном турбулентном погранич-
ном слое обычно выделяется несколько принципи-
ально различных областей течения газа: внутрен-
няя пристеночная область, внешняя область за-
кона следа и надслой.

Пристеночная область включает в себя ламинар-
ный подслой с линейным изменением профиля
скорости, переходную зону и область логарифмиче-
ского изменения профиля скорости [1]. Каждая из
перечисленных подобластей характеризуется ин-
дивидуальными присущими только ей свойства-
ми и закономерностями.

В этой области поток характеризуется мел-
комасштабной турбулентностью с изотропны-
ми свойствами, а пульсации в газе, иницииро-
ванные стенкой, практически полностью затухают
к внешней границе этой области [2].

В подобласти закона следа и перемежаемости
(надслой), где силы вязкости крайне малы, вы-
полняется закон дефекта скоростей [3].

Естественно, что для различных прикладных
задач роль течения газа во внешней части погра-
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ничного слоя будет также различной. Нижеизло-
женные материалы посвящены исследованию этой
роли для одного важного для практики случая дву-
мерного конвективного теплообмена, который
характеризуется

· рассмотрением затупленных тел достаточно
малого удлинения;

· слоистым характером их обтекания высоко-
температурным газовым потоком при экстремаль-
но высоких значениях числа Рейнольдса.

В этих условиях обоснованным является ис-
следование конвективного теплообмена и трения
в рамках ламинарно-турбулентного погранично-
го слоя в сочетании с алгебраической моделью ка-
жущейся турбулентной вязкости [1, 4]. При этом
наиболее часто на практике применяются двух-
слойные модели Болдуина–Ломакса [5] и Себе-
чи–Смита [6].

В данных моделях в пристеночной области ка-
жущаяся турбулентная вязкость рассчитывает-
ся по формуле Прандтля–Ван-Дрийста [7], учи-
тывающей ее зависимость от градиента осреднен-
ной скорости.

Во внешней же области пограничного слоя ис-
пользуются различные формы записи закона следа.

В этой связи необходимо обратить внимание
на следующие обстоятельства.

Во-первых, в рассматриваемых условиях сложно
ожидать существенного влияния, оказываемого на
конвективный теплообмен течением газа во внеш-
ней части пограничного слоя при экстремально вы-
соких числах Рейнольдса. А именно такой режим
обтекания этих тел вызывает наибольший практи-
ческий интерес, так как он во многих случаях яв-
ляется определяющим с точки зрения работоспо-
собности фрагментов конструкций изделий, под-
верженных экстремально высокому нагреву.

Во-вторых, полуэмпирический характер всех
моделей кажущейся турбулентной вязкости вы-
зывает необходимость их апробации на широком
круге экспериментальных данных, что в свою оче-
редь создает повышенные требования к определе-
нию положения переходной зоны на испытывае-
мой модели. Наиболее качественная информация
такого рода известна лишь в условиях испытания
затупленных конусов при экстремально высоких
числах Рейнольдса.

В-третьих, объем экспериментальных данных,
пригодных для апробации моделей кажущейся тур-
булентной вязкости, крайне ограничен. Это пре-
пятствует качественному установлению значений
констант, входящих в математическое описание
течения газа, одновременно как для внутренней,
так и внешней областей пограничного слоя.

В-четвертых, опубликованные методы расчета
турбулентного теплообмена апробированы на экс-
периментальных данных, полученных в условиях

практически безградиентного обтекания стенки
газовым потоком (см., например, [4]). Однако в
работах [8, 9] указано на недопустимость приме-
нения этих методов в условиях сугубо градиент-
ного характера обтекания стенки.

По этой причине представляется целесообраз-
ным модифицировать существующие модели ка-
жущейся турбулентной вязкости отдельно в усло-
виях, которые существенно различаются вкладом,
вносимым течением газа во внешней области по-
граничного слоя в контролируемые результаты из-
мерений.

В этом плане анализируемые ниже результаты
экспериментальных исследований представля-
ются практически идеальной базой для моди-
фикации существующих моделей кажущейся тур-
булентной вязкости во внутренней части лами-
нарно-турбулентного пограничного слоя.

Это вызывает необходимость в оценке влия-
ния, оказываемого на конвективный теплообмен
течением газа во внешней части пограничного
слоя, что, естественно, проще всего сделать с ис-
пользованием однослойной алгебраической мо-
дели кажущейся турбулентной вязкости.

Скорректированная при этом модель течения
во внутренней части пограничного слоя в прин-
ципе может найти определенное применение и в
тех случаях, когда изучение течения газа во внеш-
ней области пограничного слоя является обяза-
тельным. Однако при этом может использоваться
полученное в рамках однослойной модели ма-
тематическое описание кажущейся турбулент-
ной вязкости, обусловленной трением.

Выполнению исследований, направленных на
решение сформулированной задачи, и посвяще-
на основная часть данной статьи.

Метод эффективной длины, предложенный в
60-х годах прошлого века и оперирующий сум-
марным тепловым потоком, широко использует-
ся в инженерной практике. Согласно современным
воззрениям, этот поток обусловлен как ламинар-
ными, так и турбулентными составляющими про-
цессов переноса в газе. Попытке применения идео-
логии метода эффективной длины для описания
только турбулентной составляющей теплового по-
тока посвящена вторая часть данной статьи.

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Объектом настоящих исследований является
осесимметричное обтекание воздухом кругового
затупленного конуса малого удлинения с углом
полураствора, равным 9°, для сопоставления рас-
четных и экспериментальных данных. Использова-
лась методика численного интегрирования диффе-
ренциальных уравнений ламинарно-турбулентно-
го пограничного слоя, описанная в работе [10], а
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для расчета кажущейся турбулентной вязкости μT
во всем пограничном слое применялась формула
Прандтля–Ван-Дрийста

(1)

Здесь   константа Кармана; uy – частная
производная тангенциальной проекции вектора
скорости по координате y; ρ – плотность газа; Fr –
удельное напряжение трения; y*,   характерные
значения длины и скорости, используемые в каче-
стве масштабов, а индекс w относится к стенке.

В данной формуле принята линейная зависи-
мость масштаба турбулентности от удаления y
расчетного узла от стенки, а для плавного сопря-
жения течения газа в пристеночной области с те-
чением в ламинарном подслое используется
демпфирующая функция Ван-Дрийста D(y).

Анализируемые экспериментальные данные,
опубликованные в работах [11, 12], соответствуют
обтеканию конуса при различных углах атаки, что
в свою очередь обеспечивает массовый характер
экспериментальных данных по конвективному теп-
лообмену на затуплении. Однако эти данные харак-
теризуются значительным разбросом для различ-
ных экспериментов.

Поэтому в подробном анализе этих данных, вы-
полненном в [9], удалось установить только недопу-
стимость применения постоянного значения кон-
станты Кармана на всей поверхности затупления
конуса и предложить степенную зависимость этой
константы от координаты , отсчитываемой вдоль
образующей конуса от его критической точки.

В данной работе используется принципиально
другой подход к решению той же задачи, осно-
ванный на анализе экспериментальных данных,
полученных в одном эксперименте, что позволи-
ло учесть влияние на конвективный теплообмен
месторасположения переходной области на по-
верхности затупления конуса за счет применения
для расчета константы Кармана формулы вида
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Здесь s – координата, отсчитываемая от кри-
тической точки конуса вдоль его образующей в ка-
либрах от радиуса сферического затупления моде-
ли;  – максимальное значение константы Кар-
мана, достигаемая с ростом координаты s. Индексы
L и B1 относятся соответственно к концу ламинар-
ного режима течения газа в пограничном слое и к
стыку затупления конуса с его боковой поверхно-
стью.

При этом применение формулы (2) обеспечи-
вает монотонное возрастание константы Кармана
в пределах [0, ] с сохранением ее дифференци-
руемости на всей области определения координаты s.

Показатель степени n и константа  рас-
сматриваются ниже как инструменты согласова-
ния расчетных и экспериментальных данных.

При проведении расчетных исследований ис-
пользовались результаты численного решения
уравнений Эйлера, которые удовлетворительно со-
гласуются с приведенными в работах [11, 12] экспе-
риментальными данными.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ

Объектом настоящего исследования являют-
ся экспериментальные данные по ламинарно-
турбулентному теплообмену на затупленном ко-
нусе, обтекаемом под различными углами атаки,
опубликованные в работах [11, 12].

Данные эксперименты проведены при трех ре-
жимах обтекания затупленного конуса потоком
воздуха, характеризующихся различными значе-
ниями числа Рейнольдса Re∞, рассчитанного по
параметрам газа в набегающем потоке и радиусу
R0 сферического затупления модели.

Условия проведения данных эксперименталь-
ных исследований приведены в табл. 1.

В работах [9, 10] проведен подробный анализ
всей совокупности экспериментальных данных по
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Таблица 1. Условия проведения экспериментов

Примечание. M∞, ρ∞, T∞ – число Маха, плотность и температура набегающего на модель потока воздуха; HF – отношение
энтальпии газа на стенке к энтальпии торможения в набегающем потоке; Tw, qw,0 – температура стенки и удельный тепловой
поток в критической точке сферы, рассчитанные по формуле Фея–Ридделла [13] для случая холодной стенки.

№ Re∞ × 10–6 M∞ ρ∞, кг/м3 T∞, К HF qw,0, МВт/м2

I 10 5 0.902 73.65 0.133 0.41224
II 4 5 0.350 73.81 0.232 0.25325
III 2.5 5 0.209 73.07 0.190 0.18965
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теплообмену на затуплении конуса, приведенных в
работах [11, 12] для различных углов его атаки га-
зовым потоком. На базе этого анализа сделан вывод
о том, что во всех режимах проведенных испытаний
четко прослеживается месторасположение пере-
ходной области на поверхности затупления.

Это позволило решить обратную задачу по опре-
делению эффективной высоты bTr шероховато-
сти модели, определяющей положение переходной
области на ее поверхности в рамках методики
ПАНТ [14].

При этом было установлено, что величина па-
раметра bTr равна примерно 3, 4.5 и 9 мкм для мо-
делей, использованных при проведении испыта-
ний в режимах I, II, III соответственно.

Данные значения шероховатости и использо-
вались при проведении настоящих исследований,
а полученные при этом параметры, характеризу-
ющие положение переходной области на поверх-
ности затупления, приведены в табл. 2.

Расчет изменения коэффициента перемежаемо-
сти  внутри переходной зоны от 0 до 1 производит-
ся по кубической полиномиальной зависимости.

Так как величина шероховатости поверхности
испытанных моделей ≈5 мкм, то в [10] сделан вы-
вод о том, что в данном случае, согласно [4], уси-
лением теплообмена за счет шероховатости стен-
ки можно пренебречь.

Нижеследующий анализ экспериментальных
данных ограничен только случаем осесимметрич-
ного обтекания модели газовым потоком, кото-
рое было реализовано только в одном испытании
для каждого из трех указанных в табл. 1 режимов.
На каждой модели датчики, использовавшиеся
для определения удельного теплового потока, бы-
ли установлены на семи образующих конуса в
13 сечениях по координате . Благодаря этому изме-
рения тепловых потоков не являлись единичными.

Γ

s

В табл. 3 приведена предварительная информация о
тепловом потоке qw, полученная в результате дан-
ной серии экспериментальных исследований.
Здесь qw,m – среднеквадратическая величина тепло-
вого потока qw; σ – среднеквадратическое отклоне-
ние, %; ND – число сработавших датчиков при
фиксированном значении координаты .

Из 183 показаний тепловых датчиков, приведен-
ных в [12], отбракованы как выбросы только два из-
мерения из них. При этом оставшиеся 181 измерения
характеризуются столь низкими среднеквадрати-
ческими отклонениями, что делают обоснован-
ным применение среднеквадратических значе-
ний удельного теплового потока qw,m для сопостав-
ления расчетных и экспериментальных данных.

Результаты такого сопоставления приведены
на рис. 1.

Значения координаты  и удельного теплового
потока qw к холодной стенке измеряются соответ-
ственно в калибрах от параметров R0 и qw,0.

Дорожками кривых различного типа на графи-
ки нанесены расчетные данные, полученные в
рамках однослойной и двухслойной алгебраи-

s

s

Таблица 2. Параметры, характеризующие положение
переходной области на поверхности модели

Примечание. sL, sT – значения координаты , соответствую-
щие началу и концу переходной области; Ree,ϑ,L, Ree,ϑ,T –
значения числа Рейнольдса, соответствующие началу и кон-
цу переходной области и рассчитанные по параметрам тече-
ния газа на внешней границе ламинарного пограничного
слоя и толщине потери импульса в этом слое.

№ bTr, мкм Ree,ϑ,L sL Ree,ϑ,T sT

I 3.0 158 0.185 314 0.373
II 4.5 178 0.339 348 0.701
III 9.0 119 0.288 234 0.589

s

Таблица 3. Экспериментальные данные по тепловому потоку

s qw,m σ ND qw,m σ ND qw,m σ ND

0 0 0 0 0.903 0 1 1.01 0 1
0.15 0.974 0 3 1.010 1.46 3 1.01 1.57 3
0.30 0 0 0 0.838 1.97 4 0.87 5.07 5
0.45 2.210 4.70 3 1.883 4.38 3 1.24 2.86 2
0.60 2.480 3.58 2 1.580 5.20 3 1.59 3.67 6
0.75 2.070 0.27 2 1.810 0.30 3 1.46 0.94 3
0.90 1.910 1.99 4 1.790 2.19 3 1.38 3.38 6
1.05 1.540 0.63 2 1.380 0.15 3 1.08 0.80 5
1.30 1.140 1.64 3 0.849 5.35 7 0.784 5.80 6
1.50 0.699 3.58 3 0.526 3.2 6 0.456 0.56 6
2.00 0.703 0 1 0.505 3.06 4 0.455 5.75 5
3.50 0.549 8.85 2 0.438 4.17 7 0.371 4.79 7
5.25 0.515 7.45 2 0.371 3.57 7 0.322 2.38 7
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ческих моделей кажущейся турбулентной вязко-
сти, а значками различного типа – эксперимен-
тальные данные.

При этом верхняя граница дорожки расчетных
данных относится к однослойной модели кажу-
щейся турбулентной вязкости.

В рамках обоих расчетных подходов использова-
лась одинаковая формулировка (1), (2) модифици-
рованной формулы Прандтля–Ван-Дрийста с оди-
наковыми значениями 0.25 и 0.3 коэффициентов

 и n, применение которых позволяет обеспечить
удовлетворительное качество согласования расчет-
ных и экспериментальных данных для всех рассмот-
ренных режимов экспериментальной отработки.

Однако в одном случае данная формула при-
меняется во всем пограничном слое, а во втором –
только в его внутренней части. Для расчета же кажу-
щейся турбулентной вязкости во внешней части
пограничного слоя использовался тот же подход,
что и в классической формулировке метода Себе-
чи–Смита [5].

Как следует из приведенной на рис. 1 инфор-
мации, в рассмотренных условиях эксперименталь-
ной отработки роль течения газа в конвективном
теплообмене во внешней области пограничного
слоя оказывается крайне незначительной.

Это обстоятельство в сочетании с отсутствием
данных о корректности использования в данных
условиях существующих моделей кажущейся тур-
булентной вязкости для внешней части погра-
ничного слоя свидетельствует об обоснованности
применения в данном случае однослойной моде-
ли кажущейся турбулентной вязкости.

В свою очередь предложенная модификация
формулы Прандтля–Ван-Дрийста может найти
применение и при проведении исследований в
условиях, в которых нельзя пренебречь течением
газа во внешней части пограничного слоя.

В заключение необходимо подчеркнуть, что на
сегодняшний день не существует альтернативы
использованию указанных экспериментальных
данных для решения задач, связанных с апроба-
цией расчетных методов решения уравнений ла-
минарно-турбулентного пограничного слоя.

Это объясняется прежде всего следующими
причинами, учтенными только в работах [11, 12].

Во-первых, апробация должна проводиться в
условиях наличия информации о месторасполо-
жении переходной области на поверхности моде-
ли, что представляется возможным только на ее
затуплении при экстремально высоких значениях
числа Рейнольдса.

Во-вторых, в этих условиях шероховатость стен-
ки оказывает влияние не только на месторасполо-
жение переходной области на поверхности модели,
но и на интенсивность конвективного теплооб-
мена. Поэтому необходима тщательная полиров-
ка поверхности модели, позволяющая исключить

κmax

из рассмотрения учет усиления теплообмена за
счет шероховатости стенки.

Как уже отмечено выше в инженерной практи-
ке широкое применение имеет метод эффектив-
ной длины [4].

Рис. 1. Сопоставление расчетных (кривые) и экспе-
риментальных (маркеры) данных по теплообмену на
затуплении (а) и на боковой поверхности (б) конуса:
1, 4 – для режима I; 2, 5 – II; 3, 6 – III.
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Удовлетворительное качество описания в рам-
ках этого метода ламинарного теплообмена по от-
ношению как к экспериментальным данным, так
и к результатам строгого численного интегриро-
вания дифференциальных уравнений погранич-
ного слоя для широкого круга прикладных задач [4],
свидетельствует о физической обоснованности до-
пущений, лежащих в основе данного метода.

В то же время можно предположить, что отсут-
ствие аналогичного удовлетворительного согла-
сования для ламинарно-турбулентного теплооб-
мена, наблюдаемого при экстремально высоких
числах Рейнольдса, является следствием двух ос-
новных причин:

· применение метода эффективной длины для
расчета суммарного теплового потока, а не его со-
ставляющей, обусловленной турбулентными пуль-
сациями в пограничном слое;

· апробацией этого метода только на экспери-
ментальных данных, полученных при недостаточно
высоких числах Рейнольдса.

С целью устранения в первом приближении этих
причин производится модернизация классического
метода эффективной длины, включающая в себя

· запись уравнения для расчета удельного тепло-
вого потока в форме

· рассмотрение параметра ATurb как единственно-
го элемента рассогласования расчетных и экспе-
риментальных данных по величине суммарного
теплового потока qw.

Здесь ρ, μ, h  плотность (кг/м3), коэффициент
динамической вязкости (кг/(м с)) и энтальпия
(Дж/кг); Pr  число Прандтля; индексы w, e отно-
сятся к стенке и внешней границе пограничного
слоя; индексы Lam, Turb относятся к ламинарной
и турбулентной составляющей суммарной тепло-
вой нагрузки; индекс Ecc относится к свойствам
газа, соответствующим энтальпии Эккерта [15]; ин-
дексы 00, r относятся к энтальпиям торможения и
восстановления газового потока.

Решение данной оптимизационной задачи про-
изводится на базе тех же экспериментальных дан-
ных, описанных выше, а полученные при этом
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результаты сопоставления расчетных и экспери-
ментальных данных, соответствующие оптималь-
ному значению параметра ATurb, равному 0.018, при-
ведены на рис. 2.

Рис. 2. Сопоставление расчетных (кривые) и экспе-
риментальных (маркеры) данных по теплообмену на
затуплении (а) и на боковой поверхности (б) конуса:
1, 4 – для режима I; 2, 5 – II; 3, 6 – III.
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Дорожкой кривых различного типа на графики
нанесены расчетные данные, полученные в рамках
классического и модернизированного методов эф-
фективной длины, а значками различного типа –
экспериментальные данные.

При этом верхняя граница дорожки расчет-
ных данных относится к классическому методу
эффективной длины.

В рассмотренных условиях экспериментальной
отработки применение модифицированного мето-
да эффективной длины действительно позволяет
добиться удовлетворительного качества согласо-
вания расчетных и экспериментальных данных.
При этом имеет место существенное различие меж-
ду результатами проведенных расчетных исследова-
ний, полученных в рамках различных подходов к
решению данной задачи из числа рассмотренных
не только на затуплении конуса, но и на его боко-
вой поверхности.

Это свидетельствует об обоснованности приме-
нения предложенного метода расчета ламинарно-
турбулентного теплообмена при решении широ-
кого круга практических задач.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Сформулирована однослойная модель кажу-

щейся турбулентной вязкости, и на основе ее при-
менения получена модификация формулы Прандт-
ля–Ван-Дрийста, обеспечивающая удовлетвори-
тельное качество описания экспериментальных
данных по конвективному теплообмену на затуп-
ленных конусах при экстремально высоких зна-
чениях числа Рейнольдса.

2. Показана обоснованность применения этой
модели в рассмотренных условиях обтекания мо-
дели потоком газа.

3. Отмечена возможность применения предло-
женной модификации формулы Прандтля–Ван-
Дрийста для расчета кажущейся турбулентной вяз-
кости во внутренней части пограничного слоя в
тех случаях, когда течением газа во внешней об-
ласти этого слоя пренебречь нельзя.

4. Предложена модификация классического ме-
тода эффективной длины, применение которой поз-
воляет качественно снизить рассогласование между
расчетными и экспериментальными данными.

5. В рамках модифицированного метода эф-
фективной длины удовлетворительно описывается
широкий круг экспериментальных данных, полу-
ченных при экстремально высоких значениях чис-
ла Рейнольдса.

6. Представляется обоснованным применение
предложенного метода для решения широкого кру-
га прикладных задач.
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