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0.АЛадыженская, В.А.Солонников 

О ПРИНЦИПЕ ЛИНЕАРИЗАЦИИ И ИНВАРИАНТНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 
ДЛЯ ЗАДАЧ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ 

§ I. Введение. 
В работах [1-3] дано оправдание известных принципов линеа

ризации на стационарных и периодических решениях для уравнений 
Навье-Стокса в случае несжимаемых жидкостей, заполняющих ограни
ченный объем. В этих работах, а также в работах по этому принци
пу для систем обыкновенных дифференциальных уравнений и уравне
ний первого порядка в банаховых пространствах с ограниченными 
операторами, предшествовавших работам [1-3], было выяснено (см. 
об этом в [4-7]), что оправдание принципа линеаризации и нали
чие инвариантных многообразий типа "усов седла" (теорема Адамара-
Перрона) базируется на корректности и однозначной разрешимости 
нелинейной задачи в окрестности поеледуемого (основного) решения, 
причем в случае устойчивости основного решения разрешимость долж
на иметь место на всей полуоси 1>0. В задачах гидродинамики при
ходится иметь дело с задачей Коши 

для уравнений с неограниченными операторами Act) и К .действую
щими в гильбертовом пространстве Н . Под корректностью задачи 
(I) понимается то, что ее решение W.t) принадлежит тому же прост
ранству Н, (Н< есть гильбертово пространство, плотно вложенное 
вН ) , которому оно принадлежит в начальной момент времени, и не
прерывно меняется в норме Н, при непрерывном изменении началь
ного условия в этой же норме. 

Помимо этих фактов, касающихся нелинейной задачи ( I ) , надо 
для соответствующих (I) линеаризованных задач иметь теорему об 
их однозначной разрешимости в том же пространстве Н., на всей по
лупрямой t>0 и теорему о том, что разрешающие операторы этих 
задач имеют свойства аналитической полугруппы (см. [ I I , 12]). 

В данной работе мы устанавливаем все эти свойства для урав
нений вида ( I ) , где АсЬ=А0 +At(t) , А0 - линейный самосопряжен
ный положительно определенный оператор с плотной в п областью 
определения Н2 , а А,СЬ) и К - подчиненные А0 в определенном смы
сле линейный и нелинейный операторы, определенные на Н2 . Их до
казательства находятся в §§ 2 и 3 . С их помощью уже известными 
способами исследуется принцип линеаризации на стационарных и выну-
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жденных периодических решениях уравнения (I)' и устанавливается на
личие инвариантных многообразий типа "услов седла". Мы проводим 
эти рассуждения в §§ 4,5, не претендуя на оригинальность. Они 
близки к рассуждениям, имеющимся в работах [4-7, 2а]. 

В §§ 6,8 результаты §§ 2-5 применяются к двум задачам магни
тной гидродинамики, рассмотренным нами ранее в работе [8]. Мы по
казываем, что они являются частными случаями задачи (I), рассмот
ренной в §§ 2-5. Этот факт весьма нетривиален для второй задачи. 
В ней оператор До не является самосопряженным в естественном ска
лярном произведении пространства Н , но оказывается таковым в не
котором другом скалярном произведении , порождающем метрику в Н , 
эквивалентную исходной, Обратим внимание и на то, что во второй 
задаче приходится иметь дело с нелокальными краевыми условиями 
сингулярного типа. 

§ 2. Задача Коши для одного класса нелинейных дифференциаль
ных уравнений в гильбертовом пространстве. Исследование соответ
ствующих линеаризированных уравнений. 

Пусть Н есть комплексное гильбертово пространство со скаляр
ным произведением (•,• ) и нормой I I . Рассмотрим в этом прост
ранстве задачу Коши 

для t>0 . Искомое решение Ш£) и свободный член |(t) суть функции 
со значениями в Н , а Д0, ДД,) и К суть операторы, обладающие сле
дующими свойствами: 

1) /\0 -линейный, положительно определенный, самосопряжен
ный оператор с плотной в Н областью определения Н2 . « 

Введем два комплексных гильбертовых пространства Ht=2)CAe) 
и Н2-ФСАо) со скалярными произведениями 

сад, = (А* и, А'о), и,,пЧА0^М-
Соответствующие им нормы обозначим через И,, и | | 2 соответственно 
и будем считать, что 

• $>\Ш\Щ^рщ, j3 = Cowst>0. (2.2) 
Заметим, что ItH^ltHlUl^ и Н2 плотно в К . ,а Н, плотно в Н . 

2) A,(t) при каждом t^[0,T] является линейным оператором в 
Ц , удовлетворяющим неравенству 

l A ^ C b u k j ^ l u l J l ^ , VaeH 2 , (2-3) 
где 0 - фиксированное число из (0,0 , a JwtoeLpC£,t;+0 > Р > £ > 
д л я У т е С О Д З и jU/-&ap|Mtol. • <.св . Для Vu/eH, 

к , J те [о,тзJ • h®W _ 
функция f\pu, является элементом Lp( t ; t t i , H) , \fte[oj). 

Наконец, К есть нелинейный оператор из п в Н , удовлетворя-
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ющий одному из следующих двух условий: 
3) при V w , tt'eH, 

iKu/UeCliti^iitfitnf (2.4) 

+jiu(CHH,tlu'l,XlW," + М![ )lu-a'l(, 

где 6(М, ^ЛЯ. Ĵ fCQ - неотрицательные неубывающие, непрерывные 
функции t/»0 , причем б со) =6,(0) =0 , или 

3 ') Kit- = К(и,М/), где Kctf, W) -линейно зависит от Ш и удовлет-
вторяет при Vu, 17', weH2 неравенствам: 

!KCir,UJ)|4jm(|ug|w| t |Ш|г", (2 .6 ) 

IKcu.^-Kcu'.ta^Ci^+lul^l^lW; itr-u'i(, (2.7) 

в которых JW^) и J ^ W - неотрицательные, неубывающие, непрерыв
ные функции ъ . Нетрудно видеть, что из (2.6) следует (2.4) с 
t(X)=}i^V) , а из (2.6) и (2.7) следует (2.5) с 6,ct)=jU/,a) и 
J^) =jii($)b . Операторы А Д ) и К , вообще говоря, неограничены 
и их областью определения является Нас-Н . 

Введем два пространства: Z.,(0,T; H) и W T . Элементами пер
вого являются измеримые по t функции U/Ct> со значениями в Н , 
имеющие конечную норму т у2 

о 
А2СО,Т; Н) есть комплексное гильбертово пространство (полное, 

как и все другие рассматриваемые в данной работе пространства)со 
скалярным произведением у 

CCu,a))T = Uucb,ud))dt. 

*vT _ есть комплексное банахово пространство, состоящее из тех 
элементов иД)е!2СО;Т;Н), для которых ^Ф- и А01(/(Ъ суть элемен
ты Z.2(0.,T; Н) , а КС l id) при VteCOJJ есть элемент Н, , непре-

овно рывно зависящий от t в норме Н, , причем, ( ?—• , А01ЪСЪ) = 
- 1 А-\уЛ)\ £1,(0,1) " • Норма в у определяется равенством 

ш^Ш 1тчмт+оЖ1^;]. 
Известно, что BWT можно ввести гильбертову структуру с помощью 
скалярного произведения , . _ 
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причем соответствующая ему норма эквивалентна норме ||-||w .Здесь 
и ниже Т может быть любим положительным числом, а также °° . В 
данном параграфе мы исследуем разрешимость задачи Коши для линей
ного уравнения , 

^•AdJu-Jcb, %^., (2.8, 
где A(t) = А0 + АдЪ . Докажем, прежде всего, следующую теорему: 

Теорема 2 . 1 . П р и Vu.eH, и |сЪе-/-2С0,Т;Н) з а д а ч а 
(2.8) о д н о з н а ч н о р а з р е ш и м а в У т . Д л я 
е е р е ш е н и я ttlt) с п р а в е д л и в а о ц е н к а 

llul^ee^uiij'flll^UT, (2.9) 

г д е M ( t j ^ T 5 c b 5 ^ \ o | l ( T ) c l t . 
Доказательство. Проверим сначала справедливость неравенства 

(2.9) для решений №(Ь задачи (2.8), принадлежащих WT (из него, 
очевидно, следует теорема единственности для задачи (2.8) в клас
се Ут ) . Для этого перенесем слагаемое A<cbll в правую часть урав
нения (2.8) и затем подсчитаем квадрат нормы |• | от обеих частей 
полученного равенства. Это дает 

'¥+ ! Ч + 1 l u l * ^Ч-АлЪаГ *Щ\* Щ) u|e). (2.Ю!) 
2 

Величину ^ l ^ d ^ t l l оценим с помощью (2.3) и неравенства К)нга 
т а к : 

Ввиду этого 

' \^ + Ы. + Ж<*%№*^М, :' - . (2.1%) 
где Met) - определенная в теореме 2.1 функция. Из (2.10) для U&) s 
= 1иДи следует неравенство 

tj'c^^aî bi+Mct̂ d), 
середь, гарантирует ощ 

^Ь4е"Уо)+Яещ(||га|2ат. (2.105) 

которое, в свою очередь, гарантирует оценку 

,1 
о 

Их (2.102)и(2.10з)легко получить (2.3). 
Разрешимость задачи (2.8) в WT установим с помощью метода 

последовательных приближений и того факта, что разрешимость зада
чи (2.8) в WT для Ас1>А. уже доказана ([ 3 ^ ]).Положим U/<c=0 , а 

и,0**0 для >и?0 определим как решения задач 
634 4 

49 



aw 
at +Aer°-J(b-\cbiT, ^\._0-% 

Покажем, что [ а .] сходятся в норме "Ц- при некотором положи -
тельном Т0 . Разность и<"и0=и<"м,> -tlT' ' есть решение задачи 

принадлежащее, как и все U , к V T . для него равенство (2.10т) 
гарантирует оценку: 

х 1ЛЦ|А,сх)(Ла<к^ 
™t с 

< 2то*|1Гш1, (V-HJ^dt) ( \ / (Ыт) .4 : 
06t*t 

о 

< 2f4\/cT)dx)PSuw |2
4 

0 

Выберем такое положительное Т0 41 , чтобы 
2Т рр^%^, 

Cnv+O г С»*) 1 

Из последнего неравенства для v ясно, что [U } будут схо -
дитвся в норме V T к элементу i ieW^ , являющемуся искомым ре
шением задачи (2.8) на интервале [0,T„] . Т.к. величина Тв не за
висит от lte и U>|̂ T e H, , то аналогичное рассуждение позволит 
доказать желаемую разрешимость уравнения (2.8) на интервале [Т„ , 

1Те] и т.д. пока не исчерпаем весь интервал [0,Т] . 
С помощью неравенства (2.9) выведем другие оценки, необходи

мые нам при исследовании вопросов устойчивости решений на полубес
конечном промежутке (О, «О ocn t . 

Теорема 2.2. Д л я р е ш е н и я lid) з а д а ч и (2.8) 
( о т м е т и м , ч т о мы б у д е м и м е т ь д е л о 
т о л ь к о с р е ш е н и я м и и з п р о с т р а н с т -
в аУ* ) с п р а в е д л и в ы н е р а в е н с т в а 

/ I t t iy^Ot^Mi^ + y u ^ . ' ' • ' • (2.И) 
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ДЛЯ " ^ 

для .к-о 

П о с т о я н н ы е С, и С2 о п р е д е л я ю т с я ^ и ^ * ' 
и н е з а в и с я т о т Т , JS - п о с т о я н н а я 
и з (2 .2 ) , а <э - п р о и з в о л ь н о е в е щ е с т -
в е н н о е ч и с л о . 

Доказательство. Неравенства (2 .П) - (2 .13) доказываются так 
же, как оценки (4 .45) , (4.20 ) , (4.21') работы [№] . Их план по
лучения следующий: представим на [0,Т] функцию, равную тождествен
ной единице, в виде i = ^ t y ( t - l f k > 2 _ t y K ( ^ , где Щ) 
- неотрицательная гладкая функция, равна I для Itl 4-̂ - и равная ну 
лю для Iti >\[ . Функции VK(X) « t u t o ^ c t ) являются решениями за
дач 

lt=t, ° 1 и о д д я к = 0 ' * 1 0 

и следовательно для t/KCt) на интервалах 1Х,-|к.+|-] / • 
справедливы неравенства (2.9) с | .= |к . Из этих неравенств следу
ет ( 2 . I I ) . Оценка (2.12) получается в результате применения (2.11) 
к функции t u b e , как решению уравнения вида (2.8) со свободным 
членом Jxtoe"01 -6u,(.t)e . Наконец, из (2 .II ) и (2.2) следует.что 
функция ^ Ф = [ lU/CDI* dx подчиняется неравенству 

из которого вытекает, что • 

t о 

Ij о 
Отсюда и из (2.II), (2.2) получается (2.В). 

Обозначим через Zct,s), t»S , разрешающий оператор за
дачи (2.8). Точнее, он сопоставляет любому элементу <? простран
ства Н решение 2(t) = Z(t,s)4 • задачи 

^+Al ta*d) -o , *\и^, Us. <2.и> 

*) В данной теореме вместо конечности j l достаточно знать, 
что конечна постоянная a^s-U/P НМЛ 

J mil J *»(T.M) 
5 
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Операторы Z(t,s) образуют полугруппу: Zct,t)Z(i;,S) =Z(t,s) 
5%i;4t ; Z(t,t/)=I, и являются ограниченными линейными оператора
ми в пространстве R, . В силу (2.13) 

! Z c t , s ) ^ 4 c / A t " s ) W r (2.I5) 
Теорема 2.3. П у с т ь А=А0+А, , р Я в А ( - л и н е й-

н ы й о п е р а т о р , не з а в и с я щ и й о т t и 
у д о в л е т в о р я ю щ и й у с л о в и ю (2.3) с JWt)=\̂  . 
Т о г д а ' с у щ е с т в у ю т т а к и е п о л о ж и т е л ь 
н ы е ч и с л а р ив ,что л ю б а я т о ч к а Л 
к о м п л е к с н о й п л о с к о с т и , л е ж а щ а я в 
о б л а с т и 2_рв = {Ъ:\Ь\ър , 1сш]Х|4|+е] я в л я е т 
ся р е г у л я р н о й т о ч к о й о п е р а т о р а - А , 
п р и ч е м д л я Vti£ H2 

1ш12
2КШ3+01^а^сКА+1)^12, (2.16) 

г д е п о с т о я н н а я С н е з а в и с и т о т X . 
Доказательство. Для проверки (2.16) воспользуемся соотноше

ниями 

ICA0+X)tif = !A0uf+Ufltif + 2ReXCA0u,,w^ 

и нашим предположением: lA^k^lal , |U/I2 ^ J^ltt) 1ъИ2 . 
Из них следует: 

ICA+W>%Ыг + \Ъ(\К\-9,р2М5 lU/lf ] + 
(2.17) 

+ Reilu( >С,[Ц +(|Х|2Н)|Ша] + ReX lul*, 

где G, - какое-либо фиксированное положительное число, меньшее % , 
а Ш - не меньше достаточно большего числа р>0 . При ReX>0 не
равенство (2.17) дает желаемую оценку (2 .Ш. Для ReX<Gвосполь
зуемся неравенством IRellllU* 4|ReXllul2 lul 4 %xi"(l̂ f2 + iXl2 till2) 
Из него и (2.17) следует оценка (2.16) в секторе [•!:• R&X4Q ; 
1^^Я' Л 4 ^ 1 ° e=f : * Итак, мы нашли область 2_Л6 описанно
го в теореме 2.3 вида, в которой выполняется неравенство (2.16). 
Более того, из данного вывода видно, что это неравенство в той 
же области 2L.е и с той же постоянной с- имеет место для всех 
операторов А вида AT-sAe+'cA l , Те[о,П . Из этого 
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факта методом продолжения по параметру 1Х[о,<1] доказывается од
нозначная разрешимость уравнений С Ав+тА,+ЛЛ)и,-|- при VI^Н 
для Х е 2 _ о е (надо только учесть, что при %=0 эти уравнения од
нозначно разрешимы при V£e-H- и V^^ZLjjg » в силу свойств опера
тора А0 ) . Но это и означает, что точки 'X€-Z_p,e являются регуля
рными точками для оператора - А • 

Если оператор Act) , входящий в уравнение (2.14), удовлетво
ряет условиям теоремы 2.3 ( в том числе, не зависит от t ), то раз
решающий оператор Z(t ,s") , t>S задачи (3.14) имеет вид Z<t,s)= 
~Zct-5) , где 2.Ct) как известно, выражается через резольвенту 
(-А-Ж)" оператора -А формулой 

2 С Ы « Л « ^ А А Ф Ч < ^ . (2.I8) 
г 

в которой в качестве Г можно взять границу области 2_р>е-
Теорема 2.4. П у с т ь А у д о в л е в т . о р я е т у с -

л о в л я м т е о р е м ы 2.3 , и п у с т ь с п е к т р 
о п е р а т о р а А л е ж и т в п о л у п л о с к о с т и 
R e X ^ 0 . Т о г д а п р и \/V >t, с п р а в е д л и в ы 
о ц е н к и 

IZd^Ucoa)e т , Uo, (2.19) 

IZdM^OOt е |<П,ЬС, (2.20) 

SZctHUqwtV^I, t>0. (2.2I) 

Оценка (2.20) следует из (2.19) и (2.21), ибо IU,fJ«1lU|Utt . 
Для доказательства (2.21) воспользуемся представлением (2.18) и 
тем, что в нем в качестве контура Г можно взять часть границы 
области Z_p,e« ле^а1ДУЮ в полуплоскости Rel^tf', К'еСХ.Д) 
и отрезок прямой ReA-=H , лежащий вне области 2Lpe (последний мо
жет отсутствовать). Из этого представления и оценки (2.16) следу
ет 

т . е . (2.21). Из (2.21) вытекает справедливость (2.19) при tt\ . 
Для доказательства (2.19) при te.[0J] , введем две функции: 

т 
weo={Z($M и vco-[7Cf)-42ct)«f, 

о 
где lij) есть какая-либо неотрицательная гладкая функция, равная 
I при Л 4 £ " и нулю при \~?\ . При фиксированном из (0,0 значе
нии t , функции U7(T) и ССр являются решениями задач 
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I 

И 

на промежутке t€.[0,t] . В силу (2.13) для них справедливы оцен-

О 

t 

J о 
о 

из которых следует, что 

Г 4 IZcW- $^iWdx4^m)i|^|<i 
О О 

Это завершает доказательство теоремы 2.4. 
Замечание 2 .1 . Оценка (2.19) позволяет распространить линей

ный оператор Zd% определенный вами на Н1 » на все И по непре -
рывности. 

Теорема 2.4 обобщается на случай разрешающего оператора 
Z c t , S ) , t » S , задачи (2.14) следующим образом: 

Теорема 2.5. П у с т ь о п е р а т о р ы к0 и А Д ) у д о 
в л е т в о р я ю т у с л о в и я м I) и 2 ) . Т о г д а с у 
щ е с т в у ю т т а к и е в е щ е с т в е н н ы е ч и с л а 
с и У,, ч т о 

i Z c t ^Uce^V f l , t>5. (2.22) 

Б о л е е т о г о , е с л и о д н о из т р е х н е 
р а в е н с т в 

I Z c t ^ K U Q e ^ W I , t>5„ (2.23) 
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I Z e t ^ U C X ^ e ^ H l , , t>s (2.24) 

1^сЪёх^1^с5СЛ(1а,|;+1кЬеЛ»2
т) • (2.25) 

с п р а в е д л и в о п р и в с е х I . п р е в о с х о 
д я щ и х к а к о е - л и б о ' . . ч и с л о У0 , т о д в а 
д р у г и х н е р а в е н с т в а с п р а в е д л и в ы 
п р и т е х ж е Г .В (2.25) Mb) e с т ь р е ш е 
н и е з а д а ч и (2.8). П о с т о я н н ы е С;(Х) н е 
з а в и с я т о т в е л и ч и н ы Т , и Т м о ж е т 
п р и н и м а т ь з н а ч е н и е , р а в н о е °° . 

Для доказательства первого утверждения рассмотрим UCt) = 
= Zct,s)tf как решение неоднородной задачи 

4?Аи--Мэ<7, uU= ( p ' t>s ' 
Хорошо известно, что оно может быть представлено с помощью разре
шающего оператора Z 0 d ) задачи (2.14) с A(t)=A0 в виде: 

ird)=Z0ct-s)q>-\ Z0ct-t) А ^ г ж г х к , t>s. (2.26) 
s 

В силу условия (2.3) и неравенств (2.20), (2.21) для оператора 
Д = Д й , взятых с К =0 .верна оценка 

в которой С, Ct) =JHt) С Д О ) С2 СО) . Применим к обеим частям 
(2.26) оператор А Д ) и затем воспользуемся неравенством (2.27) . 
Это дает следующее соотношение для у Сt) = |A.,(l)tf(.t)l : 

£'cb*c,d)[lt-sl l^lfylt-Tl im&x]. (2.28) 
. ь 

Из него для t-S , не превосходящих какое-либо число, например I , 
следует оценка 

l<iy^c&Lb\i-b\ + *т (2.29) 

с некоторой постоянной й, , которая определяется числами #, С, 10), 
Са(0) и постоянными JH и р из условия 2) § 2 (см. по этому по
воду доказательство теоремы S'А работы [10 3). Благодаря ей 
и (2.19) для А с U = 0 из (2.26) следует 

55 



' * f Hjcbi-IZct,s)ipkc,co)[l+e r̂e)lt-si'IilT;]i'*i4C2|ifi <2.зо) 
• s 

при t~se[0 ,G . Если же t'-Se[k,k+0» ТДб1< .* натуральное число, 
то, разбив интервал [S,il на отрезки [S,S+<)[S+'l,S+2)r..LS+,<yt] 
и воспользовавшись (2.30) и полугрушювым свойством оператора 
Z.Ct,5) , убедимся, что для tKt) верно неравенство 

Itf(t)! = |Z(t,5+k)- • .Z(5H,S)f|4C2
kt'm 

или, что то же, неравенство (2.22) с некоторым У, . Аналогично, 
из (2.26) и (2.20) выводится оценка 

I Zct,S)<f ( . Л - ^ в' 141. (2.31) 

Перейдем к доказательству других утверждений теоремы. Пусть 
выполняется (2.23) при 'VV>X>. Проверим, что тогда справедливо 
(2.25) при VV>V0 . Представим ICCt) в виде 

l K t ) = Z t t , o ) l V + j 'Z(t,s)}(5)<ls (2.32) 
о 

/ 
и воспользуемся (2.23) с )(<=-(Х0,Ю . т«е« 

lu,ibk<i«')[eAiu,jffertt-9lJ(Slis;. Р'33 ' 
о 

Из нее следует 

ИгкЪе Ц ^ ^ П е дХу\ч,0\\ 

r J * ,„.. .. J ,.л 
/. Г 

+ ^4\iKM*>»|e^) а1 ̂  
о о 

T t 

о о 

ь 
Отсвда и неравенства (2.12) с(э=)( вытекает (2.25). Неравенство 
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же (2.24) следует из (2.25) при £=0 и \ш& =<?. • Осталось про
верить, что (2.24) с V*>tf0 влечет (2.23) с W>X0 . Из (2.22) 
ясно, что (2.23) верно с Vx>X ДО t-seLO.I} . ДляЪ-бИ из 
(2.2), (2.24) и (2.31) получим 

4j5G1(we IZcs+i.sWl^j^ooce Щ 

т.е., по-существу, (2.23). 
Следствие 2 . 1 . Пусть выполнено (2.23) с Vtf>V0 существова

ние такого К0 гарантировано теоремой 2.5) . Тогда для решения 
задачи (2.8) справедлива оценка 

Я 2tfT 2 2 

И г И ^ ^ С Ш + е Ж 1 ( + 1£«т) (2.35) 

с \п>Х0 и постоянной <ХХ) , не зависящей отТ . 
Действительно, из (2.33) с V=X (без ограничения общности 

считаем, что Хт̂ О ) следует . 
т т ь 

откуда, почти так же, как в (2.34), получим 

7 
о 

Из этого неравенства и неравенства (2.II) вытекает (2.35). 
Важное замечание. Во всех утверждениях данного параграфа в 

качестве Т можно взять любое положительное число, а также Т=°°t 
если в правых частях соответствующих им неравенств стоят конечные 
величины. 

Оценка (2.35) будет использована нами в случае, когда Хс<0 
и когда, тем самым, числоX в (2.35) можно взять ^ 0 . 

§ 3 . 0 разрешимости задачи Коши для нелинейных дифференци
альных уравнений в гильбертовом пространстве. 

В данном параграфе мы исследует разрешимость задачи Коши в 
пространстве W_ для нелинейного уравнения (2.1) в предположении, 
что операторы А0,А, и К удовлетворяют условиям, сформулированншл 
в начале § 2. Решения строятся с помощью метода последовательных 
приближений, имеющего разную форму в зависимости от того,какому 
из условий-. 3) или 3") удовлетворяет нелинейный оператор К . 

Теорема 3 .1 . П у с т ь в ы п о л н е н ы у с л о в и я 
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/ 

I ) - 3 ) § 2. Т о г д а з а д а ч а (2.1) о д н о з н а ч 
но р а з р е ш и м а в W T п р и л ю б ы х £(t) «=, 
Z.2(0,T;H) и И.еН, , д л я к о т о р ы х ч и с л а 

о 
и Т с в я з а н ы с о о т н о ш е н и е м 

ыъй<$^1[Шщ)са)^ (3.2) 
в к от о р о м сСТ) = C00(l+6 ) - по с то я ни а я 
из н е р а в е н с т в а (2.35), а $ - п о с т о ян н а я 
из н е р а в е н с т в а (2.2). Д л я У1?. €-(0,°°) , д л я 
к о т о р о г о 

в е р н а о ц е н к а 

. ; ^ с з - 4 ' 

Доказательство. Будем искать решение задачи (2.1) методом по 
следовательных приближений,полагая tl(o)=0 и определяя •К/ш0 для 
т,>0 , как решения задач 

i ^ A c t ^ - K u ^ d ) , а - 0 ^ : (3.5) 
a t 

Из результатов § 2 следует, что U (t), -w/»-i. , однозначно опреде
ляются и принадлежат WT . Покажем, что IIU/m Ц̂  равномерно ог
раничены. В силу (2.4) и (2.35) т

 т 

'liry^JcmieftjAiA^a'if.ir'^' 
Обозначим левую часть через UmM .Интеграл !„, , стоящи в 
правой части последнего неравенства, мажорируется так: 

о 
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Ввиду этого 

Ц ^ & Ш ^ + е Ш Ж ^ / Л (3.6) 

Возьмем произвольное \в >0 , удовлетворяющее неравенству (3.3), 
и покажем, что все U^ 4 ^ . При nv=0 это очевидно. Пусть Ц^»» 
тогда или UmH^U (и следовательно U„ , t 1 ^ 0 ) , или UmH>U№ • 
В последнем случае из (3.6) следует: 

т.е . , в силу (3.3), vJm„^^0 . Убедимся теперьi что [иГ] схо
дится в норме \м'т к некоторому элементу tieW t , который, оче
видно, и будет искомым решением - задачи (2.1). Разность \Jim*^ = 
= иЛ^-иГ0 является решением задачи 

Благодаря (2.35) и (2.5), а также неравенству Гельдера 

Т о 

о 

о 

acme; уф(\ мгС &)'( (i A dtf+ 
о О 

«ЧсСП/Ш£)тлл I t A t / ' [Ц ltr '( dt) + 

J о 

T 

04UT c 

4 . 

2-2£ 4с((т,^йл;ч^л;а1)^иг (3.7) 

где c^T^vzocT^ca^+gbm/cavf.^. a 
Отсюда, рассуждая по индукции, непосредственно проверяется спра
ведливость неравенств 

59 



lltTl2 4 № 1 r»a(0IL , т*ч.£..,, 
WT (1+6)s...[KmH)6T V 

гарантирующих сходимость ряда ZLtICm) в норме WT к решению U/ 
задачи (2.1). Переходя в (3.6) "к пределу по т,-»с*> и вспоминая вы
бор %0 , получим для решения U/ оценку 

т . е . (3.4). единственность решения задачи (2.1) в классе WTсле
дует из того, что разность 1Г= H-U/ двух возможных таких решений 
удовлетворяет соотношениям 

^ + А-сЫ-к*+к«;, ^ 0=о, 
из которых аналогично (3.7) выводится неравенство 

l o L ^ c J u l ^ ^ J l u l . a t J , и«Т, 

из которого, как известно, следует, что 1Т=0 . 
Замечание 3 .1 . Предположение £1С0) = 0 о функции 6,(t) .вхо

дящей в условие (2.5), в теореме 3.1 не используется. 
Проанализируем предположение (3.2) теоремы 3 .1 . Будем счи

тать, что /\,СЬ и f(t) заданы для t^-Co/»] , причем ja в условии 
(2.3) - конечна для Т=°° , a §-eZ.,,(0,<*>', H) . Обозначим сумму 

/ " Н с Ь | ctt + IUJ* через R,' . Тогда теорема 3.1 гарантиру
ет "однозначную разрешимость задачи 2.1 в WTc(n , где Т(Ю - положи
тельная функция R^O , стремящаяся к <*> при R-*0 . Действитель
но, условие (3.2) заведомо будет выполняться, если Т=Ж) выбра
но так, что для него справедливы неравенства 

сСТСЮХТШ^&ЧйЮ (3.8) 
и • 

ССТСЕ))<̂ ХИ" (3.9) 

с каким-нибудь X >0 . В самом деле, из (3.8) и (3.9) следует, 
что 

1-2е(ЯЮССТСЮХТ1Ю)>£» 

а 

и потому правая часть в (3.2) при Т=Т(Ю больше левой (достаточ
но в (3.2) положить 2=XR. ) . Ограничения же (3.8) и (3.9) на 
Т(Ю , очевидно, таковы, что цри любом фиксированном R>0 найдет-
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сяТСЮ>0 ,удрвлетворяющее(3.8-9)с некоторым Х>0, причем при 
Ц-э-0 значение ТСЮ-*°° (напомним, что 6(£)-»0 цри£-Ю). Рас
смотрим теперь другую ситуацию, когда длина интервала Т задана, 
а требуется подобрать £ = &(Т) , удовлетворяющее неравенству(3.2). 
Вместо (3.2) подчиним Т HR. более сильным ограничениям (3.8) + 
(3.9), считая в них TCfO^T , a £ 5 RCD (из (3.8) + (3.9) следует 
(3.2)) . Ясно, что приУТ найдется £ = £СТ)>0 .причем такое, что 
при Т - ^ 0 величина £= £(Т) —»•«» . 

Отметим особо случай, когда в неравенстве (2.35) параметр 
К40 и следовательно, когда в качестве ОСТ) можно взять чи

сло 2с(.)0 , не зависящее от Т . В этом случае условие (3.2) бу
дет выполнено при VT>0 , в том числе и приТ^ 0 0 , если R, удо
влетворяет неравенству 

Ъл<-т*$? ^МЮуЧ5Ы] (з.ю) 
(ясно, что ч > 0 ) . Это означает, что задача (2.1) разрешима в 
V^ , если Я^Я0 , и ее решение U/Ct) подчиняется неравенству 

где 1. - произвольное число из (О, «О , для которого 

Теорема 3.2. П У С Т Ь в ы п о л н е н ы у с л о в и я 
I) -3) § 2, и п у с т ь д л я р е ш е н и й л и н е а 
р и з и р о в а н н о й з а д а ч и (2.14) с п р а в е д л и 
в о н е р а в е н с т в о (2.23) с тУ>Х, , г д е Кв<0 
Т о г д а с у щ е с т в у е т т а к о е п о л о ж и т е л ь 
н о е Я, ̂  £« . ч т о п р и л ю б ы х £(t) и И/, . у д о 
в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и ю 

н е л и н е й н а я з а д а ч а (2.1) о д н о з н а ч н о 
р а з р е ш и м а в \/\1<»,и д л я е е р е ш е н и я U(b 
с п р а в е д л и в а о ц е н к а 

Ш%^ср)[ЦёХ\\^, (3.14) 
г д е OsiX) - п о с т о я н н а я и з н е р а в е н с т в а 
(2.25). 

Разрешимость задачи (2.1) в V\L и оценка (З.П) уже доказаны 
для Т&^&Дсм. (3.10) и следствие 2.1) . Возьмем такое положитель-
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ное tr0 , что 
25 

\ - Ц ceCV)& (.{fjjb > £ , (3.15) 

б 

Для &^ &а условия (ЗЛО) и (3.12) выполняются и потому для 
HU/IL верно неравенство (3.II) и, тем более, неравенство 

1аС**0Ш0иМО-' O.I?) 

С другой стороны, для tuct) , как решения линейного уравнения(2.8) 
со свободным членом £(iO-Ku/, верно неравенство (2.25), из кото
рого следует 

I wt{ *ф)Щ т&Х +2\ IKafв"*Л]. (3 .18) 
"о» о 

*2 
СО 

25 Г 2 -Ы 

Но в силу (2.4) и (3.17) при &&& 

(3.19) 
. — a* -jci a 

4&2C\/i^S)j?> i и л sWe>. 

Выберем R, столь малым, чтобы R, ̂  R-2 и 

•il-ic/m'O/^W^Ai* (380) 

Тогда из (3.18)-(3.20) будет следовать (3.14), если ft^R,, . 
Рассмотрим теперь случай, когда Ktl вместо условия 3) удов

летворяет условию 5' ) . 
Теорема 3 .3 . П у с т ь о п е р а т о р ы А ^ А Д ) и К , 

в х о д я щ и е в у р а в н е н и е ( 2.1) . у д о в л е т 
в о р я ю т у с л о в и я м 1),2) и з ' ) , с $ о р м у л и р о -
в а н н ы м в н а ч а л е §2. Т о г д а з а д а ч а (2.1) 
о д н о з н а ч н о р а з р е ш и м а в к л а с с е V/T 
п р и ^ £ е £ г ( 0 Д ; W) и U0eH, . д л я к о т о р ы х в е л и 
ч и н a R2 . о п р е д е л е н н а я р а в е н с т в о м 
(3.1), у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю 

. 4саж*^иехр'-"£*^т<?сР^ (3,21) 
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г д е «fCp̂ &i-Sfljjf ВД сШ--т*»[^.^ОМ+еП)], 
а X и Ш ) - п о с т о я н н ы е из н е р а в е н с т в а 

(2.35). При этом с у щ е с т в у е т такое 
•l#e(.0,«>) .что 

las' 4 ^icmexp [с5ст)т^ф10^|а( + в} И-Р• с3-22) 
т 

Решение, задачи (2.1) найдем с помощью следующего метода по
следовательных приближений: С1/Со)=0 , a U.cmt° , w/?0 , есть 
решение линейной задачи 

^+/toM+KciT.ur^-|cte. «rj^-ц (3.23) 

Однозначная разрешимость задач (3.23) в классе WT вытекает из 
наших предположений об операторах А сЬ") и К и результатов § 2. По
кажем, что U№CT) = flU/tm>liw равномерно ограничены. В силу(2.35) 

т 

а в силу (2,6) и неравенства Юнга 
П л М б е д ф Ш , + 1КСа'*иГ\], (3.24, 

I Кеч"! «/""Хчц <-^1Л)0(^ \<Г\гЩ * 

' * • ' а • t • • 

О о 

с \/е>0 .Из (3.24) и последнего неравенства с 
элементарно выводится оценка 

i t 
и « ^ 4 Ш ) [ 1 а ^ (3.25) 

. . о 

(При этом, как и во многих других местах, использовано то, что(. 
норма Su!w мажорирует KaKo^IU/tt)l , так и ( j liKb^ctt)- ). 
Функция ЧЧ^ определена в теореме 3 .3 . Из огрублен'ного неравен
ства (3.25) 
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известным образом выводится соотношение 

U^cfe^omiiexplcWciLcTSt]. <3-26> 
.2 Если Т и R, удовлетворяют условию (3.21), то из (3.26) легко 

находится единая мажоранта для всех Ц ^ Д Т ) • Действительно, в 
силу (3.21) существует ^сСО, 0 0) такое, что 

^C(T)R,WP[cV)T4,Cp]^^. (3.2?) 
Жо (3.26) и (3.27) следует, что если ЦДТН^, то и 

U ^ m ^ / l o C D d ' e x p t c W ^ C p ] ^ %.. (3.28) 
. Ои*0 ,,С>»0|| 

Но Ц СТ)=0 и потому \]JJ) *=l„ при V уъ>0. Оценка I! U/ -. U- lw 
проводится так же, как в случае теоремы 3 ,1 , и позволяет сделать 
заключение о сходимости [a^Ct)} в норме WT к решению U(.t) задачи 
(2.1). Наконец, неравенство (3.22) следует из (3.28). 

Условие (3.21) таково, что еслиТ задано иТ<°°, то ему мож
но удовлетворить, взяв достаточно малое R, = R,(T). Напротив, если 
фиксировано И>0 , то по нему можно подобрать столь малоеТ = 
=T(fL)>0. что условие (3.21) будет выполнено, причем ТСR)-*°° 
когда R,—Ю. 

Обозначим через У(Ь разрешающий оператор задачи 

^ + А с Ы + Ки=0, °| t r0
=tP, (3.29) 

т е . нелинейный оператор, сопоставляющий элементу ̂  из Я, решение 
(ТСЬ = V("tj^ задачи (3.29). Из доказанных в этом параграфе тео
рем следует 

Теорема 3.4. Е с л и в ы п о л н е н ы у с л о в и я 
I) -3)и л и!) - 3 ') н а ч а л а § 2, т о о п е р а т о р V(t) 
о п р е д е л е н н а V ш а р е К г

а [Ч - H l i 4R,} п р о 
с т р а н с т в а Н,. д л я "te[o,T(R0] , п р и ч е м'ТСЮ' 
е с т ь н е в о з р а с т а ю щ а я ф у н к ц и я & , с т р е-
м я щ а я с я к °о п р и R,-*0 . O n e р а TOp\/(t) н е п -
р е р н в е я н а KR и д л я V Ч>, «f'cK^ 

IVcWI^^CtROI^, (3.30) 

iVctW -VcWI^c, (U)№-<P\, (3.31) 

г д е C^Ct.d) - н е п р е р ы в н ы е ф у н к ц и и . 
Оценка (3.30) следует из (3.4) и (3.22) соответственно. Для 

проверки (3.31) рассмотрим разность tUCt>=Vcbtf -Х/сЪ4?' = trcb-и'сЪ 
как решение линейной задачи 
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cliff, 
dt + АсЫ=-Ки+Ки', w| ' ecp.cp'. 

lt=o 
Для нее аналогично (3.7) получим неравенство 

- t s 
||ш«2 -с-cct,Л")[|<Р-9'|* + .»tffl̂  ( j luHt^dt)], 

t t o 
из которого, используя неравенство Юнга, выведем неравенство 

t 

w t ° w t 
Отсюда же, как известно, следует 

lull 4£С(ТЛ)1^ФХР1Р'И",ЮТ] (3.32) 

и, тем более, (3.31). 
Несколько большую информацию об операторе Vet) можно дать 

при условии, что К удовлетворяет условиям 3) § 2. 
Теорема 3.5. Е с л и в ы п о л н е н ы у с л о в и я 

I) - 3) н а ч а л а § 2 , т о о п е р а т о р Yet) , с о о т 
в е т с т в у ю щ и й з а д а ч е (3.29), и м е е т д и ф 
ф е р е н ц и а л Ф р е ш е в н у л е п р о с т р а н 
с т в а Щ . Э т о т д и ф ф е р е н ц и а л е с т ь 
л и н е й н ы й о п е р а т о р Z(t,0) , с о о т в е т^с т в у-
ю щи й з а д а ч е (2.14). Д л я о п е р а т о р a R,Ct} =' 
= VCt)~Zct,d)B е р н ы н е р а в е н с т в а 

l&ttW^qCT.-IUWWI, (З.зф 

С3.332) IRci^-RcWI^e.CT.R.^+wUl^-^, 

в к о т о р ы х ^ ? и Ч - п р о и з в о л ь н ы е э л е 
м е н т ы K^.lf-.HIVR,}, te[0,T=T(R,)] , а Э Д Д л ) 

н е п р е р ы в н ы е ф у н к ц и и , с т р е м я щ и е 
ся к Н У Л Ю ПриХ/ ~*0 . /\ А Л , 

Доказательство: Функции ШСЬЭ-ШДО и {JCt)=llCtW-li(.i)<P 
являются решениями задач 

du 
dt +Actour=-Ktr, ^+=0=0 

aw 
634 

^ + A№=-Kir+K< S t=0 
=0 

(3.34) 

(3.35) 
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соответственно, где ty = Vct)4' , a tJ^VcfcW' . Из (2.35) и (2.4) 
следует 

2* Т 

M'^^cCDe'Csaj^nV J loCdt ̂ cCDe'Curi^/ivi^. (3<36) 

Согласно (3.4) 
2 .2 

М^СГ.Ш,, (з.37) 
где ^СТД^^Ст^-^ЛфсШш.къС^дУ. 

Из (3.36) v (3.37) следует оценка 

IwL^a.fc.iWl, С3-38) 
W T 

и, тем более, оценка (3.33.) с 

Аналогично получаем 

Iui*w 4 2cCn/s[tXltryicr'lw)t 

откуда, в силу (3.32Д)для 1Г и и ' , следует (3.31)с0,СТ,И,г;)-*О 
при ъ-+0. 

§ 4. Об устойчивости стационарных и вынужденных периодичес
ких решений нелинейной задачи. 

В этом параграфе будет дано обоснование принципа линеариза
ции для задачи (2.1). Предположим, что оператор К удовлетворяет 
условиям 3) § 2 и дифференцируем по Фреше . Более того, для V 
U/,lT.tr'eHa 

K(U+^-K(UO=A2(U)tf+&(U,tr), (4.1) 
где fAjCU/W - линейный по tf , а В(И,С) - нелинейный операторы, об
ладающие следующими свойствами: 

ГА2(и)0|4У(Ц)|4|и121 (4.2) 

16Cu,(i)Uv04)e(nypityiVi^ ( 4 '3 ) 
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I B(u,u)-B(Xt/)l <.v(iu4)fe(iui,+ lu'pitr-u'if iir-uYa"*+ 
/ i-8 /<< / (4.4) 

где &Ct),e,CO,J^A), VCt/)--неотрицательные, неубывающие, непрерыв
ные функции ь*0 . причем еСо)=б1(0)=0. 

Пусть уравнение (2.1) имеет решение при U<l<<w .принад
лежащее классу U » = (a«-WT , VT< <*•, sup lUCi)^ « * j . ГЛы Х 0 Т Им иссле
довать поведение решений tf(t) уравнения (2.1), мало отличающихся 
(в норме Hj ) от К (о) в момент времени t = 0 . РазностьиГЛЬтЖЬиО;) 
есть решение задачи 

^ + ACb)w + А,0")иУ+ Ьса,иу)=0, tf|t=0 =ШУасо)=Ф, • сч.5) 
где Act) = A0 + A,(t) - линейный оператор, свойства которого опи
саны в начале § 2 (см. I) -2) ).. Из (4.2) и принадлежности Ш.Ъ 
к W^ следует, что линейный оператор Act) +A2(tl(i)) также удовлет
воряет условиям I) -2) § 2 . Сопоставим (4.5)линеаризованную за
дачу 

^ . + АсЬ2+Аа(Ш=0, *|t=s=<P, t > 5 > 0 . (4.6) 

Обозначим через WCw и ZCu.S) разрешающие операторы задач (4.5) 
и (4.6) соответственно. 

Теорема 4 .1 . П у с т ь д л я А, , А, ( и и К . в ы п о л 
н е н ы у с л о в и я I) -3) § 2 и у с л о в и я (4.1) -
(4.4) д а н н о г о п а р а г р а ф а , и п у с т ь д л я 
о п е р а т о р а 2ct,S) з а д а ч и (4.6) с п р а в е д л и 
в о н е р а в е н с т в о (2.23) с Vv>X . п р и ч е м 

Х0 <0 . Т о г д а з а д а ч а (4.5) о д н о з н а ч н о 
р а з р е ш и м а в WM п р и V <р €. KR=(p4 / "• 
е с л и ! ^ д о с т а т о ч н о м а л о , и 

• I W c t w I ^ C . C f c ^ m , . (4-7) 

~ Эта теорема гарантирует однозначную разрешимость задачи (2.1) 
в Woo при начальных данных, мало отличающихся (в норме Н̂  ) от на
чального значения %а исследуемого ее решения U/Ct), и стремление 
(экспоненциальное) этих решений 1ГСЬ к U/СЪпри t -*°° . Она есть 
следствие теоремы 3.2. Действительно, линейный оператор А(Ь+А2(и) 
и нелинейный оператор E>(ti,w) , входящие в (4.5), обладают всеми 
свойствами, требуемыми в теореме 3.2 от операторов Ad) и К , вхо
дящих в уравнение (2.1). Правда, в данном случае нелинейный опе
ратор , Kw's&(u,ur)=BcujLb,ur), a c b e V L 
явно зависит от t .Но такая зависимость К от t , как легко ви
деть из рассуждений § 3, ничего не меняет. Из теоремы 4.1 выте-
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кают два следствия. 
Следствие 4 .1 . Пусть оператор А1 и свободный член у в урав

нении (2.1) не зависит от t , и пусть U, есть стационарное реше
ние уравнения (2.1), принадлежащее Н2 • Тогда, если Д^Ди К -
удовлетворяют условиям I) -3) § 2 и условиям (4.Т)-(4.4) и если 
спектр линейного оператора -(А0+А, + А2Ш) =-( A +AS(U)) лежит в 
левой полуплоскости, то решение Ы устойчиво по отношению к ма
лым (в норме Н, ) отклонениям. 

Действительно, в этом случае разрешающий оператор ,5) за
дачи (4.6) имеет вид: Z(t ,S) =Z(i>-S) и для него в силу теоремы 
2.4 справедливо неравенство (2.19)с ¥х>У„, где Хо<0 , или, 
что то же, неравенство (2.23) - условие на Zct,S) из теоремы 4 .1 . 

Пусть теперь АД) и Kt ) из (2.1) являются О) -периодичес
кими функциями t , a net")- соответствующим им О)-периодическим 
решением (2.1). В этом случае оператор Z(^,0)соответствующий зада
че (4.6), называется опеоатопом монодромии* Он удовлетворяет усло
вию ZCCk+О^ ко)) -Zfo<j£(«) с любым целым к»0 . 

Следствие 4.2. Если спектр оператора монодромии лежит внут
ри единичного круга, то решение K/(t) устойчиво. 

Для доказательства этого факта воспользуемся формулами Рисса 

ZCW)=^U(^-Z(U»J ей (4.8) 

В них в качестве контура Г можно взять окружность |Х| =С|<1. Из 
(4.9) следует, что для V ^ e H , 

IZWH^CCJ/WI,, (4.10) 
Представляя оператор Zcb,$) в виде Zct,5)=Zd,n^)Zcii'a),Cit-Oco)..Z(ta^) 
с целыми fr, Ь>0 и t-nxo>0, Lto-s> О , получим 

IZct,s)q>HZct,HZ"co)) 2сЫ,5)Ч'1|4сД"Ь|)4с/а"5)|Ц,|ь (4.п) 

где У ="со "^Я1 • Тем самым Zct,S) удовлетворяет требованиям тео
ремы 4.1 и следовательно lUt) устойчиво по отношению к малым 
возмущениям. 

Стационарное решение 1Л/ задачи (2.1) (о нем может идти речь, 
если, конечно, At и £ не зависят от t ) можно рассматривать как 
периодическое решение с любым периодом со : а в качестве опера-
тора монодромии взять оператор .£Сси) = е с \Гсо>о . 
Если спектр оператора -(A+A2(llj) находится в левой полуплоскости, 
то при достаточно большом со спектр Z(co) будет лежать внутри еди
ничного круга, и для Z(со) будет справедлива оценка 
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1Z(U))<?I, «.tyWI,, (\^\ • (4.12) 

Ввиду этого, в дальнейшем мы будем рассматривать стационарные ре
шения, как частный случай периодических, и все условия выговари
вать в терминах оператора монодромии, обозначаяУпросто через Z • 
Кроме того, не оговаривая это особо, будем считать, что для опера
торов Ae j А, и К выполнены условия 1)-3) § 2 и условия (4.1) -
(4.4). 

Теорема 4.2. П у с т ь с п е к т р 6 ( Z ) о п е р а т о 
р а м о н о д р о м и и Z р а с п а д а е т с я н а д в е 
з а м к н у т ы е к о м п о н е н т ы : 6 (Z) = £ | ( Z ) U 6 2 ( Z ) 
и з к о т о р ы х б!, (Н) л е ж и т в н е к р у г а р а 
д и у с а ji,H , a | 6 2 ( Z ) I ^ I ( B с л у ч а е с т а 
ц и о н а р н о г о р е ш е н и я и э т о о з н а ч а е т , 
ч т о у о п е р а т о р а - СА + А2(И/))и м е ю т с я т о 
ч к и с п е к т р а , л е ж а щ и е в п р а в о й п о 
л у п л о с к о с т и ) . Т о г д а с у щ е с т в у е т т а 
к о е в >0 , ч т о д л я л ю б о г о с к о л ь у г о д 
н о м а л о г о б > 0 н а й д у т с я т а к о й э л е 
м е н т Ц€,Н\ , с 1 ^ 4 б и т а к о е И , ч т о 
IW(tuo)<Pl, >£ . - И н н ми с л о в а м и , и с с л е 
д у е м о е р е ш е н и е и, б у д е т н е у с т о й ч и 
в ы м . 

Доказательство: Представим Z в виде суммы Z = Z t Z » г д е 

Z K = g=r)XcXI-Z) cLX. 

В качестве П возьмем две окружности iXl =J3, и lXl=jb' (послед
няя должна охватывать весь спектр Z ) , а в качестве Г2- окружность 
lXl=Jb2<Jb1 . Это разложение Z порождает разложение Н в прямую 
сумму: H,=Xi+X2> причем операторы 

^ = йй\С^"^) Х̂ 
являются проекторами на '̂  , к=<Д . Известно, что 

RP.^P.P^O, P^P„ Z,=PKZ=ZP,, z^-o, 
и $K(.Z.J ~^^Z.J - есть спектр оператора Z на подпростран
стве X • Из формул 
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справдливых для V t y ^ X , , ш УеХг , вытекает, что 

Ч п, и, следовательно, IZ^lj/^ > С ]>>< HKI, .При достаточно боль
шом !г число С •$ =Ь>\ , а С$<Ь . Фиксируем такое гь и введем 
новые обозначения: 

2 = 2 ' • , % = Z*, tf-W(iwd), % - &(*<<)), (4.13) 

Web - нелинейный оператор, соответствующий задаче (4.5), а 
R,Ct) = W(t) -Zib,0) , где Z(t,S)- оператор, соответствующий 
задаче (4.6). В силу теоремы 3.5 Zd,0)ecTb дифференциал Фреше 
оператора Wet) в нуле пространства Н^ • Легко видеть, что 
№%*&,%*%*%, IXJ4H, I I J 4 (4.14) 

(здесь |хJ - есть норма оператора %. в пространстве Х^ )• По 
теореме 3.5 

Ift^eCWM,. есг)—о ь-*д. (4.15) 

Обозначим через 2l_ множество элементов шара Kfc = |/tP:lti>l16&j, 
для которых 1РД1, >&£!Р а^| , . Л л 9 ник 

>&1РД 4Pje(|qV(l№IP^l> • 
>[̂ -|1Р(|е.0Ф1()]1РЛ11 , 

Отсюда следует, что 
IP^^^^IR^^/LI.-l^l-fflRI^Oeie^lR^I^/O, (4.I7) 

если 6 столь мало, что 

Ь-ШгШ^Ш*»0- (4.18, 
Подчиним & еще одному ограничению: 

fc-1'RlecMH. <4Л9> 
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Тогда в силу (4.15) для У Ч ' е . ^ 
с» 

I R t f a l ^ l R f l , . •. (4.20) 

. Пусть & таково, что (4.18) и (4.19) выполнены. Тогда, если 
111141, 4& для j=4, . . . ,nH , то в силу (4.16) элементы К^Ч, 
j = l,..-, 1гН будут принадлежать -Z-&» и потому для них будут вы
полняться неравенства: 

lP^<>MRlT<fl,>--->CiR<pl, Ы 
из которых следует, что при достаточно большом П/luJ Яц окажется 
больше & . Теорема доказана. 

§ 5. Построение инвариантных многообразий 
Теорема 4.2 допускает существенную детализацию в отношении 

поведения всех решений tf(t) уравнения (2.1), начальные значения 
которых лежат в &-окрестности начального значения выделенного 

Ц) -периодического (в частности, стационарного) решения U/Cfc) этого 
же уравнения, если известно, что спектр б(Z) оператора монодромии 
не пересекает единичной окружности. А именно, справедлива следую
щая теорема: 

Теорема 5.1. П у с т ь в ы п о л н е н ы в с е у с 
л о в и я т е о р е мы 4.2 (в т о м ч и с л е o n e -
р а т • о р ы Ао ? А, Ш и К у д о в л е т в о р я ю т у с л о 
в и я м 1)-3) §2и у с л о в и я м (4.1)-(4.4))и п у с т ь 
д о п о л н и т е л ь н о и з в е с т н о , ч т о с п е к т р 

(э (2) о п е р а т о р а м о н о д р о м и и 2 р а с п а 
д а е т с я н а д в е з а м к н у т ы е к о м п о н е н 
т ы б, ( 2 ) и б'д С2~) , и з к о т о р ы х 6XZ) л е ж и т в н е , 
a 62(Z) в н у т р и е д и н и ч н о й о к р у ж н о с т и , 
т а к ч т о •• I6,(Z")| >\ , a |62(Z)| <1 . Т о г д а в ш а 
р е К£ = [Ч>'-14*1, <«&} д о с т а т о ч н о м а л о г о р а 
д и у с а & с у щ е с т в у ю т д в а м н о г о о б р а 
з и я У иУ 2 . и н в а р и а н т н ы е о т н о с и т е л ь 
н о н е л и н е й н о г о о п е р а т о р а 14/ , к а с а ю 
щ и е с я п о д п р о с т р а н с т . в Х 1 и Х2 в т о ч к е 
Ц> =0 и о б л а д а ю щ и е с л е д у ю щ и м и с в о й 

с т в а м и : I) д л я УЧ'еУ,, э л е м е н т ы "W^y , (г = 1Д,-. 
п р и н а д л е ж а т У2 и с т р е м я т с я к п р и 
Yi->eo ; 2) д л я Vf 'С.У, о п р е д е л е н ы о т р и ц а т е л ь 
н ы е с т е п е н и Ж Ч, и=н,2,... о п е р а т о р а 1$ и 
*1Й~пЙ-^0 п р и и,-̂ <*> ; 3) е с л и Я>ёУа , т о н а й 

д е т с я т а к о е Yi>% , ч т о т о ч к а VJ У в ы й -
д е т и з ш а р а К & . 

Замечание 5.1. В задачах гидродинамики для уравнений Навье-
Стокса в ограниченной области и в задачах магнитной гидрадинамики, 
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рассматриваемых нами в следующих параграфах, оператора VJ , а сле
довательно и его дифференциал Фреше Z , являются вполне непре
рывными. Благодаря этому часть спектра б!, (2) состоит из конеч
ного числа собственных значений, подпространство Х1 и многообра
зие V, конечномерны, а Х2 и V2 имеют конечную коразмерность.Для 
абстрактного уравнения (2.1) это соответствует случаю, когда опе
ратор А0 вполне непрерывен. 

Используем обозначения, введенные при доказательстве теоре
мы 4.2. В частности, для операторов 2, и %2 считаем выполненными 
нарвенства 

а для операторов & = £(^u))=Wo^)-Z(^c0^^ t=R1l, & а = р Д — неравенства 
IM,*e(i<fW!„- (5.i) 

Ш-ЯчХ^тптлчХ^ч-^ (5.2) 
с непрерывной положительной неубывающей функцией QftJ .равной 
нулю при ̂ = 0 (см.теорему 3.5). В этих неравенствах ср и <р - про
извольные элементы некоторого шара К £ = {+: l^'j^l ' В НУ ТР И к0" 
торого ведутся все последующие рассуждения. 

Будем строить многообразие \2 , считая, что оно задается 
уравнением 

Ч^ФсЛ), (5.3) 

где Ч^р^ср . Условие его инвариантности относительно преобразо
вания 1(1 запишем в виде 

^ к Ф ^ = Ф с № ) (5.4) 

т.е. 

Применив к последнему соотношению оператор х , s , получим 

Фор =2"Фйд &№wly£M^v*№$($>, v. (5.5) 
Это соотношение рассмотрим как уравнение для определения преобра
зования Ф , которое мы будем искать в классе Д^Д всех непрерыв
ных отображений Ф(Д) . 2) D -»Х, . где 3D*- шар£1Я>я|, 4Ъ J прост
ранства Х2 Удовлетворяющих условиям: ф(о)=0 и 
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а следовательно и 
1ФСФДМЩ. 

Определим также отображение 

Если 
фе'Аг 

1Фсед<.сх+01-«р,1,, 
1ФС<|-ФС<)И(М)1<-^1,. . 

Провершл теперь, что оператор *$• отображает А ь г в себя, 
если Ъ достаточно мало. Согласно (5.5), 

?(ФЛ) - <Ф(ТД))<^Фс4>)), (5.6) 
где ~[̂  Ct?P =^^2 +£ЯаСФСЧ'а")) удовлетворяет неравенствам 

если только Ь таково, что 
jVe(a+Ol)0H%<4- (5.9) 

Следовательно, 

так что если, кроме (5.9), выполняется неравенст
во 

Д)К(И>)НЬХ. (5.IG) 
Теперь покажем, что при малом "С £ является оператором 

сжатия над ф в метрике С(Д)Г): *$&£ 1 ФсЧУ>1, =НФй . Положим 
тл^2Ла+^ФН>^Л>2)^л2+£/Ф(ср2)^2)- Тогда 
Г ( Ф : ^ Г С Ф > > : Г ^ 

+[Ф"(Т>;)-Ф'(1;'(%))] - ад^,) Д (Ф'км,)]], 
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откуда с помощью (5.1),(5.2),(5.7),(5.8) получаем 

Отсюда следует «КФ^-ЯФ'Д^ИФ'-Ф! , если 
/f[MH)e((H)i)]4ty<l. (5.П) 

Поэтому при условиях (5.9)-(5.11) можно решить уравнение (5.5) 
методом последовательных приближений: ̂ = 0 , Ф Л Н ^ ( Ф ^ Д ) . 
Решением уравнения (5.5) будет отображение ф(*Р,")&Аи . Таким образом, инвариантное многообразие У4 вида (5.5) построено. Пока
жем, что оно касается Хг в точке ^ = 0 . т.е. что |ф(<РД4 
.^1СР»1101ОЧ»11)| Q W - ^ O при Ъ>-*0 . Для этого запишем уравнение 
(5.5) в виде 

Ф(Ф») = ̂ Ф ( 2 Л Х ( Ф , ^ (5.12) 
где 

Отображение удовлетворяет неравенству 
|^сФ^д^>(()(н)1<1Х^1{кн0С1ад1п (5.13) 

с непрерывной монотонно возрастающей функцией 0(1) , равной нулю 
при Ъ - 0 .Из (5.12) следует 

Ф(ЗД=2;Ф(2ДК(Ф,2Д) 
И 

ф(« - т i>im %%> ЗСФСЗС, «о. 
Дальнейший процесс итерации уравнения (5.12) дает 

ФГС-£2&(ФДЧ>0(СО-

Благодаря (5.13) и сжимающим свойствам операторов i и £ , 

и потому 
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т.е. поверхность \ действительно касается подпространства Х2 
в точке Ъ=0.„ 

Пусть «МРС^е-У, . Тогда в силу (5.4) 

и аналогично для всех n>i 
Л = ФСР2 1iJ>> Р2tf<?=Ф(«Й>(Л)г. 

Далее 

где Q, <l (см. (5.9)). Следовательно, при и, —>оо|(̂ |у (f)2| и 
И1Щ 4(1 + 01МАЦ-*0. ' 

Другое инвариантное многообразие У , касающееся в нуле 
подпространства Х< i строится аналогично. А именно, будем искать 
его в виде 

Условие его инвариантности имеет вид (Tifa), = ty ((*!$?),) > или, что 
то же, 

%,щ>№+ч<.ъ)~Ш№&№ *щу. (5.14) 
Отображение tyt^): Юв-»Х2будем искать в классе А « . , определя
емом так же, как и выше. Заменим в (5.14) ̂  на ' ̂  cf и резуль
тат запишем так: 

Преобразование <f, - f ^ V ^ ^ V ^ ) ) 2 ^ , ^ ^ е ^ ^ 
с ^ , не превосходящим некоторого ^>0 , устанавливает взаим
но однозначное соответствие между $)ь и некоторой замкнутой ок
рестностью нуля £)с в X, . Благодаря этому уравнение (5.15) эк
вивалентно уравнению 

* Л)=% шуп+&дУ X+Ф с х У х » в ^ . » w 
того же типа, что и уравнение (5.5). Оно решается по методу по
следовательных приближений и определяет инвариантное многообра
зие у (точнее, его малый кусок), касающееся X в точке ^ =0 . 

Докажем, что на многообразии У определен оператор *Ц/" t 
т.е. что уравнение Х = w w ) имеет единственное решение \&\ для 
любого X е У, (напомним, что У' определено лишь в некоторой малой 
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окрестности нуля пространства Н, )• Это уравнение можно записать ч 
в виде 

^SU + ̂ CVW X.-W^v&Aty, с5-16) 
причем §2 = ̂ 0 , ) . Вспоминая определение оператора J , видим,что 
первое из этих уравнений таково: %i = u%^%i . Оно однозначно 
определяет Ŝ  = л>< J />̂  . Это lf и §2 = Ф(^) удовлетворя
ют второму уравнению (5.16), ибо тождество 

есть НЕ что иное, как тождество (5.14), в котором ^ =л>,^ .Оценим 
. Ясно, что 

При достаточно малом в оператор Г̂ близок к тождественному и 
потому в; \$'%\, * Ц | Ц с ас\ , т. . ' U = IP,UTXI , «. 
^.alRX», . Отсюда следует, что ¥\PtV$'\ ' 'R U T ^ U • • • 
*< f IRXI, - *о при rv—оо и раго-^ = Ф ̂ .р /Ш» - о 

ПРИ kV-s-oo. ^ 
Осталось доказать, что если точка ^^-У2 , то найдется та

кое И/ , что ЦЛ] ̂ \>t , где 6 - некоторое фиксированное поло
жительное число. 

Преобразование 

%-Ф(%>% ,%-Щ*)--% (5.17) 

которое мы будем коротко записывать так: t P = S ^ , устанавливает 
взаимно однозначное соответствие между шаром Ke = ?ty: \Щ 4б1 про
странства Н( и некоторой замкнутой окрестностью нуля К • Так 
как 

то 

'"Ч Ki-s^UG.cwî in. la-sw^cwK, 
где 0tC p") "*Q, при р-^0 , и нетрудно показать, что при достаточно 
малом б К э К зКе . Для любого tyeK. имеем 

2 & - i & 2-1 
где 5tty = S"&$^ + $ [ 1 ( S - I ) - C 5 - D ^ ] ^ - преобразование, удовле
творяющее тем же условиям (5.1), (5.2), что и % . Многообразия 

Y, и У2 преобразование (5.13) переводит в линейные подпростран
ства X, и Х2 i которые, таким образом, в окрестности нуля инвари
антны относительно преобразований S 1$$,Ъ , & . Следовательно, 
R&P2 = 0 и 
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Отсюда следует, что 

если только £ настолько мало, что 

Это неравенство показывает, что для любого элемента tyeX2 (т.е. 

если только(S ttfSj 1|/€.К£ при ;j=1,...,ft-i". Ясно, что найдется 
такое п , что S ' w S f е К £ , тогда tO'V.I^» что и требова
лось. Теорема доказана. * 

Замечание 5.2. Мы назвали У2 и У, многообразиями, не вкла
дывая в это слово другого содержания, как то, что они задаются 
уравнениями: <Р, =ф(<Р2) , Ч>2еХд , и <Р2 =ЧН) , q>eX1 . соот
ветственно (напомним, что tPk=PK^ , К= -1Д) , в которых ф и ijf 
суть непрерывные функции своих аргументов, изменяющихся в некото
рых окрестностях нуля подпространств Х2 и Xj • При дополнитель
ных предположениях относительно нелинейного оператора К , входя
щего в уравнение (2.1), можно показать, что $ и | являются 
гладкими функциями своих аргументов. 

§ 6. Постановка начально-краевых задач магнитной 
гидродинамики. 

Движение несжимаемой проводящей жидкости, в магнитном поле 
описывается системой уравнений 

^~^^Ы\-ЛК)^к?^) =Ы), (6Л) 
duJ ir=0, 

wtbU6(E+>i*Lir*H])+j, . ( 6 ,2) 

dior H=07 • ( 6 # 3 ) 

в которой U'(x)t)=(U1(x,t), tf5(x,t),!|}(x,t))- вектор скорости движения 
жидкости,. H(x/t) и E(x;t)- вектора напряженности магнитного и 
электрического поля, p(x,t) - давление, Kx>t)J(xiV заданные 
внешние силы и токи, L - магнитная проницаемость, <3 - проводи-

77 



мость, V - кинематическая вязкость жидкости; плотность жидкос
ти положена равной единице. Токами смещения мы, как и в большин
стве рассматриваемых в магнитной гидродинамике ситуациях, пре
небрегаем. 

Будем предполагать, что жидкость находится в ограниченном 
сосуде Я с границей 5 и что на границе выполнено условие при
липания 

v|5=i^Cx>t). ( 6 # 4) 
По физическому смыслу задачи нормальная компонента вектора и 
на S равна нулю, т.е. 

° Ц 5 = 0 . (6.5) 
Что касается векторов И и Е , то мы будем их рассматри

вать как внутри, так и вне О. , предполагая, что вне О в=0 
(это соответствует тому, что вне находится вакуум или диэлект
рик). Тогда вектора Н и Е должны будут удовлетворять вне 12 
системе уравнений 

totH=0 , CIUJR=0; (6.6) 

J n A u o t E = 0> < L J E = 0 . . (6.7) 
Краевые условия, которым должны удовлетворять вектора Н и 

Е , следующие: на поверхности, являющейся идеальным проводни
ком, должно быть 

. И^ = 0 , (6.8) 

^Т = 0 ' (6.9) 
а на границе раздела двух сред с различными значениями JUCji-jU/j 
и JX-=Ji2") 

К = Н т ' t2) (6.I0) 

Р-СО Г-С2) 

Ех =ЕТ. (б.и) 
Здесь и ниже H t

 = H ~ ^ H T - касательная составляющая векто
ра Н ; Н°° означает предельное значение вектора Н на поверх
ности раздела с той ее стороны, где Jb=]iK, k=^2. 

Наконец, для tf и Н задаются начальные условия 
tfL-^W» (6.I2) 
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Ниже рассматриваются следующие две задачи. 
Задача I. Жидкость заключена в ограниченный сосуд D. , по

верхность которого S является идеальным проводником, и находит
ся под действием известных гидродинамических и магнитных сил § 
и j . Сосуд может двигаться, но так, что область П , занимае
мая им в пространстве £ , не меняется. Задача состоит в опреде
лении 0, р , Е и Н в области G T = nx[0,T](X£Q,te[OJ])H3 систе
мы (6.1)-(6.3), граничных условий (6.*1), (6.8), (6.9) и началь
ных условий (6.12). 

Вектор Е можно из уравнений (6.2) и краевых условий исклю
чить и получить для С , р , Н начально-краевую задачу: 

3 2 

die tr=o, (6.I3) 
| ^ - + ^ w t t o t H-tot [irxH] = ^ t o t j , 

CL<JH=0 
при начальных условиях (6.12) и краевых условиях (6.4), (6.8) и 

4 : H | s = j T | 5 (6.I4) 

(последнее условие вытекает из (6.2), (6.5), (6.9), поскольку 
LirxH]t|s-[x-*H]xjs-o! 

Если 1Г и И удовлетворяют указанным соотношениям, то век
тор 

E=i(™tH-j->[ir*H]) (6Л5) 

будет удовлетворять уравнениям (6.2) и краевому условию (6.9). 
Задача 2. Сосуд Д с жидкостью окружен диэлектриком или 

вакуумом, занимающим ограниченную область Д , внешняя граница 
которой S^ является идеальным проводником. Магнитная проницае
мость жидкости равна JU<, , диэлектрика —JU/2 . Требуется опреде
лить V , р , Е и Н из системы уравнений (6.1)46.3) в Д , 
(6.6), (6.7) в Д , краевых условий (6.4), (6.10), (6.II) на по
верхности 5,=ЗД (6.8), (6.9) на 5^ и начальных условий (6.12) 
в Д . В этой задаче вектор Е также можно исключить и опреде
лить U , р , Н из системы уравнений (6.13) в Д , (6.6) в Д , 
начальных условий (6.12) в Д и краевых условий (6.4), (6.10) на 
^ , (6.8) на S** После этого вектор Е можно определить следую

щий образом: в Д - и з формулы (6.15), а в Д - из задачи 
uiE=-ji2|i, itaE=0, 

5, lb, 
«о. 

S 
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Хотя мы будем считать область ^ограниченной, точно так же ис
следуется случай, когда П 2 =Ц\(1. . В этом случае краевые усло
вия на 5^ заменяются на 

Н-*0 , Ег»0-1Х1-з>оо 

§ 7. Основные функциональные пространства и некоторые 
предложения о них. 

Введем функциональные пространства, необходимые для иссле
дования задач I и П. 

/.2СП) ~ вещественное гильбертово пространство квадратично 
интегрируемых вектор-функций (короче - векторов) Ш.£)=(1Ц(х) , 
Ui(x) , 1Ц(Х)) , заданных в ограниченной области Q. эвклидова 

пространства R,, со скалярным произведением 
(a,u)0 = \a-i3-clx , a-tT=2La.(x)o:(x) (7.1) 

u a t=) 
и нормой 11^11п=\1аЩ), 

L p СП) , p>i - банахово пространство векторов ЩХ)с нормой 

W 2 СП)- гильбертово пространство векторов, принадлежащих 
Z-2 СП) вместе со своими производными до порядка Ь включительно. 

Скалярное произведение и норма в У/ СП) определяются формулами 

rlJSfi- подпространство W ^ Ul), являющееся замыканием 
в норме \лГШ) множества бесконечно дифференцируемых финитных в 

. векторов. Символы Л 2(П) , VJ2СП) и \д/2 (П) будут упот
ребляться также и для обозначения пространств, элементами кото
рых являются вектора с пи- компонентами ( пг= 1,3,6). В них ска
лярные произведения определяются теми же формулами (7.1), (7.2), 
но a-IT=21 <№)№)• 

В данном параграфе речь будет идти только о векторах с тре
мя компонентами. 

Известно, что 
4ш^п)©еса), 

где (?СП) - подпространство векторов вида W=ffAA>Q , (peW2CIT), 
a J СП) - замыкание множества J CQ) бесконечно дифференцируемых 
финитных в П соленондальных векторов (см.С 9& ] ) , Пространство 
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4 ( П ) может быть представлено также в виде 

где & ( П ) - подпространство векторов вида и^уьш^, l|/evil, ЦТ) » 
a j(Q) - пространство, в котором плотным множеством является мно
жество всех непрерывно дифференцируемых соденондальинх векторов 
и даже множество непрерывно дифференцируемых соленоидальных векто
ров, удовлетворяющих краевому условию 

^ г | 5 = 0 . (7.3) 
Оба из приведенных разложений /-2((7) являются ортогональными. Гра
ницу области мы предполагаем, как минимум, дважды непрерывно диф
ференцируемой, хотя указанные разложения имеют место и для более 
широкого класса областей О. . Построение ортогональных проекций 
любого вектора С1е/-2(П) на подпространства J ((У) , j((T) » G-Ш)» 
GCH) сводится к решению задач Дирихле и Неймана для оператора 
Лапласа. Из результатов, относящихся к дифференциальным свойст
вам решений этих задач, следует, что при SeC + проекции любо
го вектора t^cW2 (Д) на все эти подпространства также принад
лежат VJ2CO> и их нормы оцениваются через СИШ|'\ fc 

. Введем следующие подпространства пространств \/\Цф , 1>\ г 
J (Q) =W Ш")П J Ш) - множество всех соленоидальных векто

ров иа\л1я Ш) , оЬ ,ь 

е SCO)» J№-CCD » З ч г ( Ф " подпространства векторов из 
J (ГГ) , удовлетворяющих на £ соответственно условиям (7.3), 

Ч с ' О (7.4) 
is ое, 

или обоим этим условиям̂  В силу вышесказанного множество JftX (О), 
Ы , плотно в JCO) , а Г Ш ) . Ы - в J(fl)' . Уе-

ловимся под ЛДП) и «кд-Ш) понимать J СП) • а под 
3°(П) пространство J СП) . ы 

Теорема 7.1. Е с л и ScC , 1И т о о п е р а 
т о р tot у с т а н а в л и в а е т в з а и м н о о д 
н о з н а ч н о е с о о т в е т с т в | в м е ж д у 
п р о с т р а н с0т в а м и J t ф ) и J^CH) . а т а к 
же м е ж д у J^ СП) *ь Je"'cn) . п р и ч е м д л я 
в с е х uej^Cfl) и ае]г(П) с п р а в е д л и в ы 
о ц е н к и 

C^ltoWll^ltil^CJwtlll^0 (7.5) 

с н е з а в и с я щ и м и от U/Cx) п о с т о я н н ы 
ми С, , С2 . 

Для Ь-\ это утверждение доказано в[13,14]; для 1 И оно 
устанавливается аналогично, поскольку решение уравнения tot u =£ 
в указанных пространствах, как показано в[13,14], выражается че-
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рез электростатические потенциалы и решения задачи Дирихле и Ней
мана для оператора Лапласа. 

Пусть XI = 12^ (J122 , где Д и Д - области, определенные 
выше при подстановке задачи П. Введем гильбертовы пространства 

, элементами которых являются все вектора 
Н(&) » в каждой из областей П к , к И Д , принадлежащие J (/)• ) 
и, кроме того, удовлетворяющие в П 2 уравнениям (6.6), на S, -ус
ловиям сопряжения (6.10) и на S2 - условию (6.8). Скалярное про
изведение в Ж (П) определим равенством 

В 122 всякий вектор Не.л(П)в силу (6.6) представим в виде 
Н Сх) = а ш 1 <Р , где ^ - решение задачи 

tl/ 

10 
IV V 0rv S = 0, j^ck=0 п 5 Л 

(7.6) 
(здесь ti/ - внешняя относительно области 1)1 нормаль к 5( ). 
Необходимое условие разрешимости этой задачи f H^d/5=0 вы
полнено, так как I Н„,о/5 = L <мм Н ах=0. Известно, что при $V 

S2e.C si, t>0 задача (7.6) однозначно разрешима в 

Таким образом, вектор целиком определяется своим 
значением в области Д . Пространство сужений векторов Hc.3t(Q) 
на область П, обозначим через X (Д) • Оно может быть также 
определено как пространство всех векторов из J (О,) , удовлетво
ряющих нелокальному краевому условию 

ь п =АШ4<Р (7.8) 
где У - решение задачи (7.6). Это условие удобно записать в ви
де 

И to s, =ВН 
СО 

5, ,")| 
(7.8 ) 

Опера-где В - линейный оператор, такой, что ( B H J e \ , ~Н„, 
тор Ь ограничен в пространстве w 2 ( Д ) ( W2 IS,) -прост
ранство следов на S( функций из W a I.QJ) » определение см. в 
[ '5,tt ] ) и который легко выразить через функцию Грина для зада-

может быть взята любая функция из 
Равенство 

чи (7.6). В качестве Н 
\л/" (£<") , удовлетворяющая 
(7.8 ) накладывает ограничения лишь на касательные составляющие 
вектора Ни) » Можно показать (ниже это будет сделано для Ь~[ 

условию 
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rt, и ц=1 ), что замыкание Л (Д) в норме Ю2 СД), Ц<1 , дает 
л ( Д ) . Обозначим через ЗГ(П) замыкание ХСЦ) в норме 

Z. (П) , а через CJi СД) - пространство сужений элементов из 
ЗДяаД. 

Пространство 'St СП) характеризуется•следующим образом. 
Теорема 7.2. Х(Д)ККД) ; Х(П) с о в п а д а е т , с 

м н о ж е с т в о м в е к т о р о в в и д а 

и, J Н(°Сх)<!(<?, хеД , 
X)~ljwclq>CX) . , х е Д , (7.9) 

г д е f - о б о б щ е н н о е р е ш е н и е з а д а -
ч и (7.6) и з \/\/2 СД") i у д о в л е т в о р я ю щ е е 
и н т е г р а л ь н о м у , - т о ж д - е с т в у 

JU/, ] дглсЬЧ' • ^mdj? cLx.=-JU/e J H° <J™^ £ < Ц (7.Ю) 

п р и в \ е х ^ К С Й ) . э'то р е ш е н и е <f 
п о д ч и н я е т с я н е р а в е н с т в у 

| | f l toxlq1^<iClH\ ' (7.II) 

Н а к о н е ц , е с л и 
п р и ч е м 

«J*- xefl" 
[jll2 , х е П 2 . 

Доказательство. Совпадение ЗГсп,) с Зсд) будет доказано, 
если мы аппроксимируем в норме Л аСД) всякий вектор H & U СП,) векторами |-Г £-ЭД С Д ) .Для этого построим вектор Н'с^СД), 
принимающий на S., значение 

[ i i' [ 10 ^ "-15/ 
Так как J H ĉtS = ̂  HM,ciyS=0, то это можно сделать (явная конструк
ция дана,1 например1, в [ 9& ]•). Такой вектор Н с Х СП,) (ибо и'4 = н4 и H'U =ьсн;|5)) . вектор й'-и-нЧ^шд 
имеет нулевую нормальную компоненту на S,, т е принадлежит 3 СП,-) , 
и его можно апцроксимировать в норме А,2СД) бесконечно дифферен
цируемыми финитными ъ П, , соленоидальннми векторами Н €.% СД). 
Следовательно, ЬГ = Н + Н'̂ -2̂ - H , (-Ге^СД") , что и требо
валось. 

Чтобы охарактеризовать вектора Ц / е ^ И Ш ) • заметим, что ре
шение задачи (7.6) при Н и €-3 СД) удовлетворяет интегральному 
тождеству (7.10). Действительно, при любом 1 €.Vj2iu) имеем 
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n a • n, . 

Взяв в (7.10) в качестве £ функцию, которая в П 2 совпада
ет с ̂  , а в fl( такова, что 

(последняя оцешса вытекает из неравенства Пуанкаре), получаем не
равенство (7.II) с С -^Щ$,к . Пусть теперь Не-ЭД'Ш), 

. Из доказанной оценки (7.II) сле
дует, что 1-Г=диш,<Г ̂ .^^aacf , и <р. удовлетворяет тождеству 
(7.10) и неравенству (7.II). Таким образом, каждый элемент %Хй) 
выражается формулой (7.9). Очевидно также, что всякий вектор 
(7.9) принадлежит 'ЗГШ) . Наконец, из тождества (7.10) следует, 
что вектор JU/H , Н е ^ Г Ш ) ортогонален в £ 2(Д) любому gract̂ ,? 
••^€-ШаШ) , что и завершает доказательство теоремы 

Теорема 7.3. П у с т ь 5.,, S2cC Т о г д а д л я 
л ю б о г о Не Л-СП), Ь>\ с п р а в е д л и в ы о ц е н 
к и 

cMH^IHI^IHI^c. l t iJ tHI^0 . ' (7.12) 

О п е р а т о р tot у с т а н а в л и в а е т в з а и м 
н о о д н о з н а ч н о е с о о т в е т с т в и е м е ж 
д у Ж Ш) и п р о с т р а н с т в о м в е к^т о р о в , 
к о т о р ы е в (1, п р и н а д л е ж и т 5^"' СП,*) f 
а в Па р а в н ы н у л ю . 

Доказательство. Покажем, что уравнение 
••• [ j e - f o U 

IX)tH-f= (7.I3) 

однозначно разрешимо в и что 

•нС+ | нС4 р*чС (?л4) 

(остальные утверждения теоремы легко выводятся из определения 
% (-П) ) . Пусть ^еЗ^СШ - вектор, удовлетворяющий в П, урав

нению ъоЬ\ь=\ (см.теорему 7.1) и W'={ Q \ x e a a • Решение УР33" 
нения (7.13) можно искать в виде Н=Н ^«юЧ1, 
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где Я' определяется из задачи 
ДсР=0 для x e f l , , x e D j 

Н г 0 ' ^ ^ г ^ Ч ' k̂2--°v J (7Л5) 

в которой [H/]js = C ^ t 0 - ^ S i . 
Решение задачи (7.15), в свою очередь, ищем в виде суммы 

гдеД -какая-либо функция, удовлетворяющая следующим условиям: 

^ e w 2 1 Ц ) и неравенству 

Тогда % есть решение задачи 

х eQ2, 
МЛ! _п Ж 

Эта задача исследована в § 2 работы [ 3 ] для случая 1-\ : 
доказана ее разрешимость и оценка 

при t=l . Рассуждая аналогичным образом, можно доказать все 
это и при 1>\ . Отсюда и из уже установленных оценок норм <ff 
и к (см.(7.5)) для функции4? получается оценка WIIQ\C1JIIQ' , 
а из неге вытекает (7.14). Теорема доказана. 

Определим оператор % : Ж Ш^-^jCQ^") , ъъ\ , сопостав
ляющийвектору Н^.^СП,) решениеU задачи:totU=u>tH, d/CdU.=0, 
\L =0 . Из теорем 7.1 и 7.3 следует, что при S^cC* этот 
оператор устанавливает взаимно однозначное соответствие между ука
занными пространствами, ограничен и имеет ограниченный обратный 

% . Согласно теоремам 7.2 и 7.1 всякий вектор Н€-ЗЦ(2) мо
жет быть представлен в виде 

JLlH =Xot 03, cOe^Cfl). 
Поэтому для любых гц Н ̂ -JV (0) справедливы равенства 
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При этом мы использовали свойства оператора J, ., свойства векто
ров пространств Ж (QL) и З г ( Ф и формулу "переброски tot " 
с одного множителя на другой для областей Л ( и fl , причем в 
обоих случаях граничные интегралы анулировались. Итак, для \/К. 
H e ^ t - С Ш справедливы соотношения 

Из них следует, что £ можно расширить по непрерывности до поло
жительного самосопряженного оператора, действующего в JСП) и 
ограниченного вместе со своим обратным. Билинейная форма 

[WX)<W$\l\ (7.I7) 
может быть принята за новое скалярное произведение в ЗСД) , по
рождающее норму, эквивалентную норме La(C0 . 

Рассмотрим некоторые вспомогательные краевые задачи на на
хождение векторов, удовлетворяющих уравнениям 

•cotwt|v=g., duT k = 0, о (7.18) 
и различным краевым условиям. Пусть сначала С] €. JCD.) , а век
тор 1г разыскивается в подпространстве векторов из 
удовлетворяющих краевым условиям 

Задача (7.18), (7.19) сводится к двум задачам на восстановление 
вектора по его ротору: 

toth, = S , dick = 0 , U =0. 

В силу теоремы 7.1 обе задача однозначно разрешимы и при ScC 

!l^in=bt|»fl=«xottoLUIn4cliy^e1ll5ll^c2«^llQ. (7.20) 
Таким образом, оператор %^ш,хА. устанавливает взаимно однознач
ное соответствие между ̂ Щ ) и JCQ) . Он симметричен на $(J1), так 
как для любых к^е^^интегрирование по частям дает: 

C^otxotkk^Cxotktotk^Ck^otuitk). (7.2I) 
Отсюда и из (7.20) вытекает его самосопряженность и положитель-
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ная определенность. 
(/ Из (7.21) следует также, что областью определения оператора 

% =(tot^oty2 -гоЬ на f-Ш) является замыкание £(Л) в метрике 
II tot кII , которая в силу теоремы 7.1 эквивалентна метрике \^2{0.) 
Это замыкание^, очевидно, принадлежит J Д О ) ; покажем, что оно 
совпадает с *„,СШ • Пусть kej^CO) , тогда ifltk^ejCft)-
Как показано в [ 1Ь ] , всякий вектор $€.ЛП)можно аппроксимиро
вать векторами | т е \ (О) в ./-2„СШ . Пусть 1г - решение за
дачи гоНг -I , олйп = 0 , Vv̂  | s =0 .Очевидно, чтоке.£(Ц). 
Так как ^ т - * 1 в ^-2СШ , токт-*к в 1Д,Ш") , что и требова
лось. 

В связи с задачей П необходимо проанализировать оператор 
%2-г&гоЬ с областью определения плотной в 

гильбертовом пространстве 0(Oj) . Из теорем 7.1 и 7.3 следует, 
что %г при 5с С , устанавливает взаимно однозначное соответст
вие между ЮСО и 3(f),,) . Действительно, в силу теоремы 7.3 гоЬ 
дает взаимно однозначное отображение % (Ц) на З^Ш,,) , а в 
силу теоремы 7.1 tot дает взаимно однозначное отображение 
Х № на ЗД"). Таким образом, задача 

^2k=totu)tk=C|, кеЭД(.ф, (7.22) 

или, что то же, задача 
•xot-cct W=q , о1лЛк=0, 4 S =В к„|$ ,. (7.22 ) 

с нелокальным краевым условием (7.8 ), эквивалентна двум задачам 

Ъ&1^, d/Ltfl-О, '5„| =0. (7.23) 
и 

tot k =5, cUtfk=0, k|s=& К\Ь. , (7.24) 

первая из которых однозначно разрешима в 3»СО<У при VQ €.3(11,) , 
а вторая - однозначно разрешима в Ж Ш<) при \/§£*и,Ш,) • Сле
довательно задача (7.22) однозначно разрешима при Уа^ЗШ) , 
причем для \/1геЗ£Ш0 в силу (7.5) и (7.12) 

C ju tu tk l l ^d lk i^ ^ c J u > t t o t M f l ) (7.25) 

где С, и С4 - положительнае постоянные. Соответствующий ей опе
ратор %а положительно определен, но не симметричен по отношению 
к скалярному произведению ( , ) пространства ЗСЛ,). Однако, он 
симметричен по отношению к скалярному произведению [ , ] , опре
деленному в (7.17). Действительно, для всех 1г,к'еЗГ(А) 

[ x o t t o t k ^ ^ t ^ t k ^ ^ C ^ k w t ^ k ^ C t o t ^ t o t k ^ ^ (7.26) 
= [k,uittotk].-

87 



Цри этом мы использовали то, что totjjV=iotli/ и CTk')J =0. Благо
даря последнему граничный интеграл, возникающий при интегрирова
нии по частям, обратился в нуль. Такая симметричность X, и сущест
вование ограниченного обратного оператора %'а гарантируют само
сопряженность %2 в пространстве СКД) со скалярным произведени
ем С, 3. 

Так же, как выше, доказывается, что областью определения 
оператора # * . является % ( Д ) . Действительно, в силу (7.26) 

а норма б x#t M L эквивалентна норме (см.(7.Ш. 
Осталось показать, что замыкание $ ( Д ) в норме Ш 2 С Д ) дает 
все % СД) . Цусть п „- произвольный элемент #t. (П) . Тогда 
j-xct-H принадлежит З^СД^в Д и j=0 в Д (теорема 7.3). 
Такое j можно аппроксимировать в норме /,2Щ) векторами j"1" , 
принадлежащими 3'„,Ш в/2(П)и равными нулю в П 2 . По теореме 
7.3 j1* однозначно определяет 1-Г^$£(Л) , для которых tot Hm= 
. = Г" , В силу (7.12) 1-Г-^Н в норме W 4 (Д,) , ч. и т.д. 
Для обоих из рассмотренных нами операторов Xi им обратные явля
ются вполне непрерывными (что следует из компактности вложения 
Ш 2 ( П ) , t?l , в А/ 2(Ш). Это и отмеченные выше их свойства са
мосопряженности, положительной определенности, а также коэрцитив
ные оценки (7.25), гарантируют то, что спектры j£; дискретны и 
положительны, а системы [Я'к''0£)},кИ,2,...,ь:Н,2 собственных элемен
тов образуют оазисы в 5 Ш ) , 3 * Ш ) и 1 ( П ) для & и в 3 ( Ш , 

В заключении данного параграфа введем некоторые пространст
ва трехмерных векторов H=(tu(,ll2,%') , зависящих помимо x e H c R , 
от параметра t€. to,T] . они определены в 0,т= П * [0,Т]. Прост
ранство квадратично интегрируемых по Q T векторов будем, как при
нято, обозначать через L2CQT") ; скалярное произведение и норма в 
нем определяются равенствами: т 

Т о т о 

Ортогональные разложения пространства /.г(Ш , приведенные выше, 
индуцируют разложения /2 Ф.^) : 

aQT)=GCQT)©3CQT)4(QT-)©3(QT) , 
где GCQT") , fiCCp , G c a p » 3(QT") - подпространство, 4 Ш Т ) . со
стоящие из векторов, принадлежащих G c H ) » J C O ) f & С П ) , 3(0) 
при почти всех t^-CO.T] соответственно. Пространство векторов и, 
из Z.aCQ^) , имеющих обобщенные производные Ux. , 1Ц..Х. , Ц. 
из/.,^*) , обозначим через Ш2

,1(0.тУ . СкалярноеJпроизведение 
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в нем определяется равенством 
т (^}«пМп >А\ ct4ct+.zL D1^- ССЮ <kdt. 

Если граница 5<pC , то элементы «/СХ&сД ( 0 > р и каждом t 
принадлежат ИЦПУ'и непрерывно зависят от t в норме 
а ^ Wx.(x»t) d x суть абсолютно непрерывные функции teLOJ] , так 
чтоП l^^U xCx,t)clxeZ. 4(OJ). 

§ 8. Переформулировка задач I и П 
Сведем задачи I и П к задаче Коши (2.1) в некотором гильбер

товом пространстве. Рассмотрим сначала задачу I и, прежде всего, 
сведем краевые условия (6.4), (6.14) к однородным. Предположим, 
что существуют вектора и' Н €.• 10^(0.^0 t)((i_) удовлетворяющие крае
вым условиям (6.4), (6.8), (6.14). Тогда nJ-U-u',k-=H-H' будут 
удовлетворять системе 

+tcw^-jLuk-^V^tp+tCktH')2] =}, 
.d t ivNO, • . • * ( 8 , I ) 

.S^ + itot.^k-witCLtJ^WtLurxH,]>i^[uTxk]=g/, 

в которой Г ^ - ^ + У Д и ' ^ С ^ - Д ь С ) , f gU>tj-
- Ht - ^ г<Л tot H t to t [ и'хИ'З . Так как Си'хН'Н =0 , 
(tot- H' -j) I g = 0 , TO i€- 3 (AT\ Вектора U , rv удовлетворяют 
еще начальным условиям 

глз! =ff,cx)-uW)=№); M+ n=HeCxVHW>kcx) (8.2) 
it*o |г=0 

и однородным краевым условиям 
Ч>=0 '4s=° ' гоЩ^°- (8,3) 

„ Чтобы исключить р , спроектируем первое из уравнений (8.1) 
на DCCD ; соответствующий ортогональный проектор обозначим через 
р . После этого задачу (8.D-C8.3) можно записать как задачу 

Коши (2.1) для вектора 1Л/=^и;,Ц с шестью компонентами, если по
ложить U,=£-W,,k,}, |cV)=jj',(̂ J и определить операторы А„ , Ad), 
К по формулам 

A.14,= [ - v P A U ^ v M l b } , ': -. (8.4) 
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(8.5) 
-го1 Щ^к/КшН))] 

Ka = {PZ .C^^x k - fkk> -wUurxkl}. (8.6) 

Уравнения ditfur = 0 ef du;lv=0 учитываются выбором основного про
странства п= JCflDxJCfl) . Скалярное произведение в нем задается 
стандартной формулой 

Областью определения операторов А0Ди К является пространство 
(определение его дано в § 7), а 

^ ( A t ^ H ^ / Q x S l t f f ) . Нормы llUa = lA.lll и1иНА*Ы экви
валентны соответственно нормам 

Покажем, что операторы АД)И и Ku удовлетворяют условиям 
2) и 3) § 2. Квадрат нормы A,,Ct)ll и К И является суммой интег
ралов типа Y.Q,2t4 <"& » которые с помощью теорем вложения С.Л.Со-
болева и сультипликативной оценки (см.[М ],[!?>]) 

3 t ) ) (2) l/2 

VboLwexlUCx^+Z-lllifc I , л ^ С ( | | а , 1о IML) xe.fl к=( к t>(G) X2 XI y 

оцениваются следующим образом: 
"2 • N/З , ..„.CO „„ . ( О / , . »<rt„ „ t 2 \ , / , J 

-max I (J 
или 

аЧ'1си)<.ош1Лмх|а|-|(11™*с1И'°С1а.|'пл|а1™')') 

(\a'Caxf,iMit№iy^ci<(itOu:f. 
n 

Поэтому ,, 

I IАД^ 1Ш<.с|<1<+1H T'Xfiurlf+ IkOOwft ИГ/ 2 , 

что равносильно (2.3) с $=% и 

jU,Ct) = Cotvst -0 0Cx.bf°+ II HU, t ) lCV^ LO.TJ. 

Из этих же неравенств следует, что 
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ttKui^4cCftuiiGiiwi;f (i<+wi\Qf, 

т.е. (2.4), (2.5) с бСС) =64СО *C,t- . S = i . ji,№)=0 . 
Таким образом, условия 2), 3) § 2 для операторов (8.5) и (8.6), 
определенных на Н2 =3„,1.(.П)х ̂ (П) проверены. 

Аналогично проверяются условия (4.1 )-(4.4 ) для операто
ра К . Именно 

KtiUu-yKu = А2(й)и + KtA/ н A2(fotuE>Cd,u), 
где AjCU-^U/и определяется формулой 

A2(a^4P^C4^xK
+4^x;^H,HXK-jukXK>totC[ujx^+[ijx^)], 

аналогичной (8.5). Поэтому оператор Аа(й/) так же, как и АД) , 
удовлетворяет при любых фиксированных гО и ЬеН2 усло
вию (4.2. ) , а оператор Всй.Т^КИ/ удовлетворяет условиям (4.3 ) , 
(4.4 ) . 

Аналогичным образом переформулируется задача П. Она сводит
ся к уравнению (2.1), в котором операторы А0 » А,СЬ » К опреде
ляются теми же формулами (8.4)-(8.6), но водругих пространствах. 
Основным пространством является теперь Н 'ЭШ^хЗсШ» ФСА,')-
= М ^ Ш > Ж\[1) , &^>^Х,(П>%\С1^ Условия 
D-3) § 2 и (4.1-4)проверяются так же, как и выше. 

Следовательно, для задач I и П справедливы все результаты 
§§ 2-5. 
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