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1. Ââåäåíèå

Äèíàìèêà øèðîêîãî êðóãà êîëåáàòåëüíûõ îáúåêòîâ òåõíèêè (ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû) ìîæåò
áûòü îïèñàíà â ðàìêàõ îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â òîðîãî ïîðÿäêà

m•x = F (x; _x; p): (1.1)

Åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îñöèëëÿ òîðà ñ ìàññîé m, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò ñèëàF (x; _x; p), çàâèñÿùàÿ íå òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî êîîðäèíàòî é x, íî
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è îò ñêîðîñòè _x. Êðîìå òîãî, ýòà ñèëà, êàê ïðàâèëî, çàâèñèò åùå è îò îäíîãî èë è íåñêîëüêèõ
êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà, îáîçíà÷åííûõ â (1.1) ñ èìâîëîì p.

Ñðåäè óðàâíåíèé âèäà (1.1) âûäåëèì êëàññ óðàâíåíèé, îïèñûâ àþùèõ ïîâåäåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ
(ìàÿòíèêîâûõ) ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (x; _x; p) 2� -ïåðèîäè÷íà ïî êîîðäèíàòå x è ïðè-
íàäëåæèò êëàññóC1 ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Òàêèå ñèñòåìû îïèñûâàþò ðàçíîîáðàçíû å ôèçè÷åñêèå
ìàÿòíèêè, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò ñîâåðøàòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîëíûõ îáîðîòîâ. Äëÿ
ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì ïàðàìåòð m � ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî åãî îñè âðàùåíèÿ,
x � óãëîâàÿ êîîðäèíàòà (óãîë ïîâîðîòà ìàÿòíèêà îò íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ).

Îáû÷íî â òàêèõ ñèñòåìàõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî òî÷ íî çàäàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïè-
ñàíèå ñòàòè÷åñêîãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ (âîññòàíàâëèâàþùåãî èëè îïðîêèäûâàþùåãî). Â ÷àñò-
íîñòè, îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñòàòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòî â. Ñîâåðøåííî ïî-äðóãîìó îáñòîèò
äåëî ñ îïèñàíèåì äèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, çàâèñÿùåãî îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå,
êàê ýêñïåðèìåíòàëüíîå, òàê è òåîðåòè÷åñêîå íà îñíîâå èñïîë üçîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ ãèïîòåç,
äèññèïàòèâíîãî èëè àíòèäèññèïàòèâíîãî (ðàçðóøàþùåãî) ñè ëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà äâèæóùèéñÿ
îáúåêò âûçûâàåò áîëüøèå ñëîæíîñòè. Òåì íå ìåíåå, èçó÷åíèå ï îâåäåíèÿ ¾â áîëüøîì¿ ñèñòåì ñ
ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé èìååò âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ( ñì., íàïðèìåð, [13, 5, 22, 9, 15]).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, çàâèñÿùåãî î ò ñêîðîñòè, îáû÷íî íîñèò ýâðèñòè-
÷åñêèé õàðàêòåð è ñîäåðæèò ïàðàìåòðû. Èçó÷åíèå ôàçîâûõ ïîð òðåòîâ ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãðàíèöû îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ
ïîâåäåíèå ñèñòåìû îòîáðàæàåòñÿ àäåêâàòíî ýêñïåðèìåíòàëü íûì íàáëþäåíèÿì, à òàêæå âûÿâèòü
îáëàñòè íåäîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîç äàâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
íå ãîäèòñÿ êàòåãîðè÷åñêè.

1.1. Îáùèå ðàññóæäåíèÿ. Óðàâíåíèå (1.1) ïðåäñòàâèì â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
(

_x = y;

_y = f (x; y; p):
(1.2)

Çàâèñèìîñòü ñèëû f (x; y; p) îò ïîëîæåíèÿ ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè (òàê ñêàçàòü, åå ïîçèöèîí íàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ), ò.å. ôóíêöèÿ f 0(x; p) = f (x; 0; p), ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ìàÿòíèêà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

f 0(x; p) = 0 : (1.3)

Ðåøåíèå x � (p) óðàâíåíèÿ (1.3) äàåò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì ïîëîæåíèé ðàâíî-
âåñèÿ (òî÷åê ïîêîÿ (x � (p); 0) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2f x; yg) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ p, çà
âîçíèêíîâåíèåì, èñ÷åçíîâåíèåì è âåòâëåíèåì ýòèõ ðåøåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî ñèëà f 0(x; p) ïîòåíöèàëüíà è ìîæåò áûòü èçìåðåíà â ðåçóëüòàòå ïðÿìûõ âåñî âûõ
(ñòàòè÷åñêèõ) ýêñïåðèìåíòîâ ñ îáúåêòîì (ïî êðàéíåé ìåðå, ò åîðåòè÷åñêè).

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþò ¾ ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ¿, åñëèf 0
0x (x � (p); p) < 0, ò.å. êîãäà

ïîçèöèîííàÿ ñèëà èìååò ¾ïðèòÿãèâàþùèé¿ õàðàêòåð.

1.2. Ñêîðîñòíàÿ ñèëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ èçîëèðîâàííîãî
ðåøåíèÿ x � (p) óðàâíåíèÿ (1.3) íóæíî çíàòü, êàê ñèëà f (x; y; p) çàâèñèò îò ñêîðîñòè y. Ñëåäóÿ [1],
âûäåëèì â ñèëå f (x; y; p) åå ¾ñêîðîñòíóþ¿ ñîñòàâëÿþùóþ

�( x; y; p) = f (x; y; p) � f 0(x; p):

Î÷åâèäíî,
�( x; 0; p) � 0: (1.4)

Â ñèëó (1.4) ñêîðîñòíàÿ ñèëà �( x; y; p) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ y, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå

�( x; y; p) = � 0(x; p)y + �o(y); (1.5)

ãäå
� 0(x; p) = � 0

y jy=0 :
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Â òðàäèöèîííûõ çàäà÷àõ òåîðèè êîëåáàíèé îáû÷íî ó÷èòûâàþòñ ÿ ñèëû ¾âÿçêîãî¿ òðåíèÿ, êî-
òîðûå ëèíåéíû ïî y, ò.å. ñ÷èòàþò, ÷òî

� = � hy; h > 0: (1.6)

Ïðè äåéñòâèè òàêèõ ñèë ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (1.1) ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ
âðåìåíè �1 < t < + 1 , ò.å. äâèæåíèå ñîâåðøàåòñÿ ¾âå÷íî¿. Çàìåòèì, ÷òî ïðè t ! �1 (â
îáðàòíîì âðåìåíè) åñëè jy(t)j ! 1 , òî è jx(t)j ! 1 , x 2 R1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî x ñ ïåðèîäîì T1, ò.å. f (x + T1; y; p) = f (x; y; p) äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ x, y, p, òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ëþáîé òàêîé òðàåêòîðèè èìååò âèíòîâ îé (ñ êîíå÷íûì øàãîì) õàðàêòåð íà
ôàçîâîì öèëèíäðå S1f x (mod T1)g � R1f yg, à ìàÿòíèê ñîâåðøàë (â ïðîøëîì) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
îáîðîòîâ.

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê èññëåäîâàíèþ ¾áóäóùåãî¿ äâèæåíèÿ ìàÿòíè êà (ïðè t ! + 1 ), òî îáíà-
ðóæèì, ÷òî ñ ðîñòîì âðåìåíè èìååì jy(t)j ! 0, à x(t) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ x � ,
îòâå÷àþùåìó ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ , ìîíîòîííî èëè ñîâåðøàÿ îêîëî
ýòîãî çíà÷åíèÿ çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.

1.3. Êâàäðàòè÷íàÿ è êóáè÷åñêàÿ ñêîðîñòíàÿ ñèëà. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ãèäðî- èëè
àýðîäèíàìèêè ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ îáû÷íî çàâèñÿò îò ñêîðîñò è êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì, ò.å. � �
y2 ïðè jyj > M , ãäåM � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð:

� = � hy2 signy; h > 0; � 0 � 0:

Òîãäà jy(t)j ! 1 ïðè x(t) ! �1 , ò.å. ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè íà âåðõíåé ÷àñòè ôàçîâîãî öèëèí äðà
òàêîå æå, êàê è ïðè ëèíåéíîì ñîïðîòèâëåíèè. Îäíàêî äâèæåíèå ìàÿòíèêà íå îáëàäàåò äîñòà-
òî÷íî îòäàëåííûì ¾ïðîøëûì¿, òàê êàê âûõîä â ¾îáðàòíîì âðåìå íè¿ êîîðäèíàò íà áåñêîíå÷íûå
çíà÷åíèÿ ïðîèñõîäèò â êîíå÷íûé ìîìåíò T âðåìåíè �1 < T < t 0. Ïðè ýòîì åñëè t ! + 1 , òî
èìååì jy(t)j ! 0, íî x(t) ! 1 â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Ïðè áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè, íàïðèìåð, ïðè � = � hy3, òà òðàåêòîðèÿ x(t), y(t), äëÿ êîòîðîé
â îáðàòíîì âðåìåíè jy(t)j ! 1 , ñóùåñòâóåò íå òîëüêî íà êîíå÷íîì ïðåäøåñòâóþùåì èíòåðâàë å
âðåìåíè (T; t0), íî è äàæå íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (X; x 0) çíà÷åíèé êîîðäèíàòû x (çäåñü
X > �1 ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ôàçîâîì öèëèíäðå ñóùåñòâóþò òðàåêòî ðèè ñ âåðòèêàëüíûìè
àñèìïòîòàìè (ïðè jy(t)j ! 1 ).

1.4. Îñíîâíîå óñëîâèå íà ñêîðîñòíóþ ñèëó. Â ëèòåðàòóðå îáû÷íî îáñóæäàþòñÿ òå âèäû
ñêîðîñòíîé ñèëû �( x; y; a), êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì äèññèïàòèâíîñòè, ò.å.

y� < 0; y 6= 0 : (1.7)

Åñëè æå â íåðàâåíñòâå (1.7) ïîìåíÿòü çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíû é, òî çàâèñèìîñòü ñèëû � îò
ñêîðîñòè íîñèò ¾àíòèäèññèïàòèâíûé¿ õàðàêòåð, ÷òî çàâåäîì î îáåñïå÷èâàåò íåóñòîé÷èâîñòü ðàâ-
íîâåñèÿ. Òàêîå ñâîéñòâî ñèëû ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàñòîëüêî íåå ñòåñòâåííûì, ÷òî â òðàäèöèîííîé
ëèòåðàòóðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâí åíèé äàæå íå îáñóæäàåòñÿ.

Îäíàêî òàêèå èçâåñòíûå ÿâëåíèÿ, êàê ¾ãàëîïèðîâàíèå¿, ¾ïëÿ ñêà ïðîâîäîâ¿, îïèñàíèå êîòîðûõ
ìîæíî íàéòè â íåñêîëüêèõ òðóäàõ ïî êîëåáàíèÿì, íàïðèìåð, â [ 12], è îáúÿñíÿþòñÿ ýòèì ñâîéñòâîì
àýðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû.

Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæåò âûðàæàòüñÿ â ñìåíå çíàêà êîýôôèö èåíòà h â ôîðìóëå (1.6)
èëè óñëîâèÿ � 0(x; p) > 0 â (1.5). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ñ÷èòàòüñÿ ñ âîçìîæíîñòüþ îòñóòñòâ èÿ ó
òàêîé ñèñòåìû ¾îòäàëåííîãî áóäóùåãî¿, ò.å. íåïðîäîëæèìîñ òè ðåøåíèÿ íà èíòåðâàë (T;+ 1 ).
Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêîå ñâîéñòâî ðåøåíè é èíîãäà íàçûâàþò ¾ðåæèìîì ñ
îáîñòðåíèåì¿.

Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè îãðàíè÷èìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî

j� j 6 By2
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ïðè jyj > M , ãäåM � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, à B � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî.

Òå ñëó÷àè, êîãäà ñâîéñòâî äèññèïàòèâíîñòè (èëè àíòèäèññèïàòèâíîñòè) ñêîðîñòíîé ñèëû �
ïðîÿâëÿåòñÿ íà ôàçîâîì öèëèíäðå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà ÷åíèÿõ jyj, áóäåì îäíîçíà÷íî
òðàêòîâàòü â òåðìèíàõ: ¾áåñêîíå÷íîñòü¿ îòòàëêèâàåò (èëè ïðèòÿãèâàåò ).

1.5. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïîòîêà. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) îáû÷íî îáñóæäàþò áîëåå
äåòàëüíûå ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïîòîêà, ò.å. íàïðàâëåíèÿ âåêò îðà ôàçîâîé ñêîðîñòè â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ (ôàçîâîé) ïëîñêîñòè R2f x; _xg (èëè ïîëîñû f (x; _x) 2 R2 : � � < x < � g � ðàçâåðòêè
ôàçîâîãî öèëèíäðà).

1.5.1. Îêðåñòíîñòü ñåäëîâîé òî÷êè. Ìíîæåñòâî òî÷åê ôàçîâîé ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ âåêòîð
ôàçîâîé ñêîðîñòè âåðòèêàëåí (ïàðàëëåëåí îñè Oy), îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì _x = y = 0 , ò.å. ýòî
òî÷êè îñè Ox. Åñëè â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ x � (p) ïðîèñõîäèò ñìåíà íàïðàâëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà òàê,
÷òî ñïðàâà îò òî÷êè x � (p) îí íàïðàâëåí ââåðõ, à ñëåâà âíèç, òî ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñè ÿ íåóñòîé-
÷èâî, à íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x � (p); 0) � ñåäëîâàÿ (ðèñ. 1).

1.5.2. Óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè. Ìíîæåñòâî òî÷åê ôàçîâîé ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ âåêòîð ôàçî-
âîé ñêîðîñòè ãîðèçîíòàëåí (ïàðàëëåëåí îñè Ox), îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì _y = 0 , ò.å. óðàâíåíèåì

f (x; y) = 0 : (1.8)

(Çäåñü è íèæå çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ p ïîäðàçóìåâàåòñÿ, õîòÿ äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè íå âñåãäà
óêàçûâàåòñÿ ÿâíî.)

Âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèå (1.8) îïðåäåëÿåò â îêðåñòíîñòè òî÷ êè (x � (p); 0) ïðÿìóþ

y = b(x � x � (p)) : (1.9)

Åñëè b > 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî íåçàâèñèìî îò òîãî, ê àê íàïðàâëåí (ââåðõ èëè
âíèç) âåêòîð ôàçîâîé ñêîðîñòè ïðè y = 0 ; x 6= x � (ðèñ. 2).

1.5.3. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Åñëè

b < 0; � 0(x � ) 6= 0 ; f 0
0x (x � ) 6= 0 ;

à íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâóþò ðè ñ. 3, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

1.6. Ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ðàçëè÷íîãî òèïà íà ôàçîâîì ö èëèíäðå. Îòìåòèì,
÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè àýðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû îò ñêîðîñò è îáúåêòà íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü
ïðÿìûìè (âåñîâûìè, ñòàòè÷åñêèìè) èçìåðåíèÿìè ñèëû. Ýòà çà âèñèìîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü â
äâèæåíèè, ÷òî ñîñòàâëÿåò îäíó èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ýêñïåðè ìåíòàëüíîé àýðîäèíàìèêè.

Â ïðèêëàäíîì àñïåêòå òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñò åì âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò âî-
ïðîñ êàê î âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ñ êîíå÷íîé (íå ìàëîé) àìïëèòóäîé, òàê è îá
àâòîêîëåáàíèÿõ, êàê ïðèòÿãèâàþùèõ (àòòðàêòîðîâ), òàê è îò òàëêèâàþùèõ (ðåïåëëåðîâ). Äëÿ ìà-
ÿòíèêîâûõ ñèñòåì âîçìîæíû ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ êàê êîëå áàòåëüíîãî òèïà (àâòîêîëåáàíèÿ)
òàê è âðàùàòåëüíîãî òèïà (àâòîðîòàöèè). Ïîñêîëüêó èìåííî ç àìêíóòûì òðàåêòîðèÿì îòâå÷àþò
íàèáîëåå èíòåðåñíûå â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè àâòîêîëåáàòåë üíûå èëè ðîòàöèîííûå äâèæåíèÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû, èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ èë è îòñóòñòâèÿ çàìêíóòûõ ôàçîâûõ
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òðàåêòîðèé èìååò îñîáîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì ïåðâûå òðàåêòîð èè ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ñòÿ-
ãèâàåìûìè ïî ôàçîâîìó öèëèíäðó â òî÷êó , à âòîðûå � íå ñòÿãèâàåìûìè èëè îõâàòûâàþùèìè
ôàçîâûé öèëèíäð (ñì. [16, 21, 23]). Áîëåå òîãî, íà ôàçîâîì öèëèíäðå îáà òèïà òð àåêòîðèé ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Àíàëèç îáîèõ òèïîâ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìàÿòíèêîâûõ ñèñ òåì ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå
òðóäíîñòè. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ïîèñêà òàêèõ òèïîâ òðàåêòîðèé ñ óùåñòâóþò íåêîòîðûå ïðîñòûå
ïðèåìû.

1.6.1. Îäíà èç ïðåäåëüíûõ ñèòóàöèé. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìàÿòíèêîâîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû � äâóìåðíûé öèëèíäð, ïðåäñòàâëÿåìûé íà ïëîñê îñòè R2f x; yg îáû÷íî â âèäå
íåîãðàíè÷åííîé ïî y ïîëîñû

f (x; y) 2 R2 : � � < x 6 � g

(ðàçâåðòêè ôàçîâîãî öèëèíäðà). Íåêîòîðóþ ïîëåçíóþ èíôîðì àöèþ ìîãóò íåñòè òå ëèíèè â ýòîé
ïîëîñå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

f (x; y; p) = 0 : (1.10)

Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî � ëèíèé

y = ' i (x; p);

ãäå ' i � ôóíêöèè, 2� -ïåðèîäè÷åñêèå ïî x. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ïîêîÿ (x � (p); 0) ïðîõîäèò êàêàÿ-
ëèáî èç ýòèõ ëèíèé.

Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ëèíèé èìååòñÿ îäíà íåïðåðûâíàÿ ïåð èîäè÷åñêàÿ âåòâüy = ' (x; p),
ïåðåñåêàþùàÿ ôàçîâóþ ïîëîñó (ðèñ. 4). Äîïóñòèì äëÿ îïðåäåë åííîñòè, ÷òî f < 0 â îáëàñòè
y > maxx ' (x; p) è f > 0 ïðè y < minx ' (x; p). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà m
â óðàâíåíèè (1.1) (ò.å. êîãäà â ýòîì óðàâíåíèè èìååòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé)
èìåííî ýòà êðèâàÿ ìîæåò ñëóæèòü õîðîøåé îöåíêîé äëÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþùåãî
ðåæèìà àâòîðîòàöèè. Òàê æå î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå ñóù åñòâóþò ðåæèìû àâòîðîòàöèè,
öåëèêîì ëåæàùèå â óêàçàííûõ îáëàñòÿõ.

1.6.2. Äðóãàÿ èç ïðåäåëüíûõ ñèòóàöèé. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äðóãîé ïðåäåëüíîé ñèòóàöèè:
m ! 1 . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.1) ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð â ïðà âîé ÷àñòè. Ïðè m = 1
óðàâíåíèå (1.1) èìååò â êà÷åñòâå ñîâîêóïíîñòè ¾ïîðîæäàþùè õ¿ ðîòàöèé ñèñòåìó

y(t) � y(0) = const = b:

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé m ìåòîä îñðåäíåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîçâîëÿåò îöå-
íèòü íàïðàâëåíèå ýâîëþöèè (ðîñò èëè óáûâàíèå) ìåäëåííîé ïå ðåìåííîé y(t) ñ ïîìîùüþ çíàêà
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âûðàæåíèÿ
�Z

� �

f (x; b; p)dx =

�Z

� �

�( x; b; p)dx + �f 0; (1.11)

ãäå �f 0 � ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ïîçèöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû f 0:

�f 0 =

�Z

� �

f 0(x; p)dx:

Â ñëó÷àå �f 0 = 0 çíàê âûðàæåíèÿ (1.11) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ñêîðîñòíîé ñ èëû �( x; b; p),
êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü ¾ äèññèïàòèâíîñòüþ (àíòèäèññèïàòèâíîñòüþ ) â ñðåäíåì ¿.

Â òîé îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b, ãäå

2�=bZ

0

�( bt; b; p)dt < 0 (> 0);

ñêîðîñòíàÿ ñèëà � äèññèïàòèâíà (àíòèäèññèïàòèâíà) â ñðåäíåì, è çíà÷åíèå ìåä ëåííîé ïåðåìåí-
íîé y óáûâàåò (âîçðàñòàåò).

Òî çíà÷åíèå b� (p), ïðè êîòîðîì
�Z

� �

�( x; b� (p); p)dx = 0 ; (1.12)

äàåò îöåíêó ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè àâòîðîòàöèè ìàÿòíèê à.
Î÷åâèäíî, ÷òî â óêàçàííîì âûøå ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîé y = ' (p; x) èìååì

min
x

' (x; p) < b � < max
x

' (x; p):

1.6.3. Çàìå÷àíèÿ. Àíàëèç ñâîéñòâ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (1.1) â îáùåì ñ ëó÷àå âåñüìà
ñëîæåí. Àâòîðû îãðàíè÷èëèñü íåêîòîðûìè êîíêðåòíûìè òèïàì è ýòîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò íàáîð ñîäåðæàòåëüíûõ (ìîäåëüíûõ) çàäà÷.

Îáû÷íî ó êîíêðåòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïàðàìåòð m 6= 0 èìååò íåêîòîðîå êîíå÷íîå çíà÷å-
íèå. Ïåðåõîäÿ ê íîðìèðîâàííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ è ïåðåì åííûõ, ìîæíî ïðèíÿòü m = 1 ,
÷òî è èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè.

1.7. Ñèñòåìû ñ äèíàìè÷åñêèìè ñèììåòðèÿìè. Ñðåäè ìåõàíè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì
âûäåëÿåòñÿ êëàññ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì òàê íàçûâàå ìîé äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè . Ïîä
ýòèì ñâîéñòâîì ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ¾ïàðíîñòè¿ âîçìî æíûõ äâèæåíèé ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû: êàæäîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû ¾â îäíó ñòîðîíó¿ îòâå÷àåò ¾ ñèììåòðè÷íîå¿ åìó äâèæåíèå ¾â
äðóãóþ ñòîðîíó¿ (ñ òàêèì æå óñïåõîì ýòî äâèæåíèå ìîæíî íàçûâ àòü è ¾àíòèñèììåòðè÷íûì¿).
Ïðèìåðû êîíêðåòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì èìåþòñÿ â [13, 5, 22, 9, 15].

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì îáîáùèòü ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ñôîðìóëèðîâàòü
íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì ñ äèíàìè÷åñêî é ñèììåòðèåé. Îñîáîå âíèìàíèå
áóäåò óäåëÿòüñÿ àíàëèçó íàëè÷èÿ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ: òî÷åê ïîêîÿ, êîòîðûì îòâå÷àþò ñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû èëè áàëàíñèðîâî÷íûå ðåæèìû äâè æåíèÿ, çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,
ëåæàùèõ íà ðàçâåðòêå ôàçîâîãî öèëèíäðà, ò.å. öèêëîâ, êîòîð ûì îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå (êîëå-
áàòåëüíûå) äâèæåíèÿ ñèñòåìû, è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, îõâà òûâàþùèõ ôàçîâûé öèëèíäð, ò.å.
öèêëîâ, êîòîðûì îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå (ðîòàöèîííûå) äâè æåíèÿ ñèñòåìû.

Â äàëüíåéøåì óñòîé÷èâûå òî÷êè ïîêîÿ áóäåì îòìå÷àòü çíà÷êîì ¾+ ¿ ñâåðõó, íåóñòîé÷èâûå (òè-
ïà óçåë èëè ôîêóñ) � çíà÷êîì ¾ � ¿, ñåäëîâûå � çíà÷êîì ¾ � ¿, óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå öèêëû
ïåðâîãî òèïà � C+ è C � ñîîòâåòñòâåííî, öèêëû âòîðîãî òèïà � R+ è R� ñîîòâåòñòâåííî, ïðèòÿ-
ãèâàþùóþ è îòòàëêèâàþùóþ ¾áåñêîíå÷íîñòè¿ (ñì. ðàçäåë 1.4) � 1 + è 1 � ñîîòâåòñòâåííî.
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2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
ìàÿòíèêîâîé ñèñòåìû ñ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé

2.1. Ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñò è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(
_x = y;

_y = f (x; y; p);
(2.1)

ãäå ÷åðåçp îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû ñèñòåìû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç íåê îòîðîãî ìíîæåñòâà
A � Rk k-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à f (x; y; p) � 2� -ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííîé x ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

f (� x; � y; p) = � f (x; y; p);

îòðàæàþùåìó ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè .
Òàêàÿ ìîäåëü èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå ïðè àíàëèçå çàäà÷ î äâèæå íèè àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿòíè-

êà ñ ïëàñòèíêîé âäîëü äåðæàâêè [13, 12], î äâèæåíèè àýðîäèíà ìè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ ïëàñòèíêîé
ïîïåðåê äåðæàâêè [5, 10, 12], î äâèæåíèè â ñðåäå òåëà ñ ïëîñêèì òîðöîì [22], î êîëåáàíèÿõ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïîçèöèîííî-âÿçêèì òðåíèåì [1], à òà êæå â ðàáîòå [3] êàê íåêîòîðûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé îáúåêò, íî èíîãäà áåç ó÷åòà ñâîéñòâà äèíàìè÷å ñêîé ñèììåòðèè. Âî âñåõ óêàçàííûõ
ðàáîòàõ ôóíêöèÿ f (x; y; p) îáëàäàëà òàêæå ñâîéñòâîì 2� -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé x, ÷òî
ïîçâîëÿëî â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçîâàòü ô àçîâûé öèëèíäð èëè åãî ðàçâåðòêó
íà ïëîñêîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2.1) ïðè óêàçàííûõ ïð åäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè f (x; y; p) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ìàÿòíèêîâîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, à ñ àìà ôóíêöèÿ f (x; y; p)
âûñòóïàåò êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîìåíòà, äåéñòâóþùåã î íà ýòó ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó,
âêëþ÷àþùàÿ ïîçèöèîííóþ (ïîòåíöèàëüíóþ è íåïîòåíöèàëüíóþ ), äèññèïàòèâíóþ è àíòèäèññèïà-
òèâíóþ ñîñòàâëÿþùèå (â îáùåì ñëó÷àå, íå àääèòèâíûå).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (x; y; p) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåí-
òîâ è äëÿ âñåõ p 2 A èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ÷ àñòíîñòè,
f (0; 0; p) = 0 äëÿ âñåõp 2 A.

2.2. Òî÷êè ïîêîÿ. Èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò (òî÷êà O = (0 ; 0))
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (2.1). ßñíî, ÷òî è òî÷êè (� 2�; 0), (� 4�; 0) è ò. ä. òàêæå ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ïîêîÿ. Íà ôàçîâîì öèëèíäðå îíè ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé O. Èç ýòèõ æå ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî
åñëè ïàðà ôóíêöèé x(t), y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) ïðè íåêîòîðîì íà áîðå
ïàðàìåòðîâ p 2 A, òî è ïàðà � x(t), � y(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ïðè òîì æå
íàáîðå ïàðàìåòðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ïåð åìåííûõ (x; y) çàïîëíåíà ïàðàìè
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîî ðäèíàò.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p ñóùåñòâóåò îòëè÷íàÿ îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò òî÷êà ïîêîÿ Q1 = (�x; 0), òî òî÷êà Q2 = ( � �x; 0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû ïðè
òîì æå çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïîêîÿ ðàññì àòðèâàåìîé ñèñòåìû, íå ñîâïàäà-
þùèå ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò O, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïàðàìè Q1;2 = ( � �x; 0). Îòìåòèì, ÷òî
âñå òî÷êè ïîêîÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ëåæàò íà îñè Ox.

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè P1 = ( � �; 0) è P2 = ( �; 0) òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïîêîÿ äëÿ íàøåé
ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f (�; 0) > 0 (îïóñòèì äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè çà-
âèñèìîñòü ôóíêöèè f (x; y; p) îò ïàðàìåòðîâ), òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè èì ååì
f (� �; 0) > 0, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, èìååì f (� �; 0) < 0. Ïðîòèâî-
ðå÷èå óñòðàíÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà f (�; 0) = 0 = f (� �; 0), ò.å.
òî÷êè P1;2 = ( � �; 0) ñóòü òî÷êè ïîêîÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå (2.1) ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíè ÿõ çàâåäîìî èìåþòñÿ òî÷êè ïîêîÿ
O = (0 ; 0), P1 = ( � �; 0), P2 = ( �; 0) è 2� -êðàòíûå èì, è, âîçìîæíî, åùå ïàðû òî÷åê Q1;2 = ( � �x; 0),
íå ñîâïàäàþùèå ñ ïåðå÷èñëåííûìè, è òàêæå 2� -êðàòíûå èì.
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2.3. Èçîêëèíû ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Íà (ôàçîâîé) ïëîñêîñòè R2f x; yg ðàâåí-
ñòâîì f (x; y) = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ¾àíòèñèììåòðè÷íîå¿ ìíîæåñòâî � òî÷åê, îïèñûâàåìîå îäíîé
èëè íåñêîëüêèìè êðèâûìè ( èçîêëèíàìè ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ) y = ' i (x), ãäå ôóíêöèè
' i (x) � 2� -ïåðèîäè÷åñêèå íå÷åòíûå ôóíêöèè 1. ßñíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïîêîÿ ïðîõîäèò,
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èõ ýòèõ êðèâûõ. Ýòè êðèâûå, ìîãóò áûòü î ïðåäåëåíû íà âñåì èíòåðâàëå
[� �; � ] èëè òîëüêî íà åãî ÷àñòè, ìîãóò èìåòü ðàçðûâû ïåðâîãî èëè âòîð îãî ðîäà, íî ïðè ýòîì
ñîõðàíÿåòñÿ èõ àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

2.4. Ñëó÷àé îäíîçíà÷íîñòè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî � îïèñûâàåòñÿ îäíîçíà÷-
íîé ôóíêöèåé y = ' (x), íåïðåðûâíîé è îïðåäåëåííîé äëÿ âñåõ x èç äèàïàçîíà [� �; � ]. Â ýòîì
ñëó÷àå êðèâàÿy = ' (x) (åäèíñòâåííàÿ èçîêëèíà ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ) ïðîõîäèò ÷å-
ðåç âñå òî÷êè ïîêîÿ è ðàçäåëÿåò îáëàñòü âîçðàñòàíèÿ è îáëàñòü óáûâàíèÿ êîîðäèíàòû y âäîëü
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé.

Åñëè âûøå ëèíèè y = ' (x) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f (x; y) < 0, òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà äèññèïà-
òèâíà â áîëüøîì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âî âñåõ òî÷ê àõ êðèâîé y = ' (x) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî f 0

y(x; y) < 0, â òîì ÷èñëå è â òî÷êàõ ïîêîÿ.

2.4.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ëþáîé òî÷êè ïîêîÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû èìååì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà

� 2 � f 0
y � � f 0

x = 0 ;

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷ êå ïîêîÿ. Îòñþäà âèäíî, ÷òî, âî-
ïåðâûõ, îäíî èç óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ( f 0

y(x; y) < 0) âûïîëíÿåòñÿ è, âî-âòîðûõ, â ñèñòåìå íå ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü íåóñòîé÷èâûå òî÷êè ïîêîÿ òèïà ôîêóñ èëè óçåë, îíè ìîãóò áûòü òîëüêî òî÷êàìè
ñåäëîâîãî òèïà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà ôàçîâîì öèëèíäðå îòñóòñòâóþò äðóãèå òî÷êè ïîêîÿ, êðîìå íà÷àëà
êîîðäèíàò O è òî÷êè P (òî÷êà ñîâïàäåíèÿ òî÷åê P1 è P2), òî çàâåäîìî îäíà èç ýòèõ òî÷åê óñòîé-
÷èâà, à äðóãàÿ � ñåäëîâàÿ (çíà÷åíèÿ f 0

x , âû÷èñëåííûå â òî÷êå O è â òî÷êå P, èìåþò ðàçíûå
çíàêè). Íèêàêèõ äðóãèõ âàðèàíòîâ â ýòîì ñëó÷àå íåò.

2.4.2. Îá îòñóòñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü è íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûõ ô àçîâûõ òðàåêòîðèé.

Âî-ïåðâûõ, ÿñíî, ÷òî ïîñêîëüêó íà àíòèñèììåòðè÷íîé êðèâîé y = ' (x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî f 0

y(x; y) < 0, òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ñîäåð-
æàùàÿ öåëèêîì ýòó êðèâóþ (åñëè ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà, òî óð àâíåíèå ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè
èìååò âèä f 0

y(x; y) = 0 ). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Áåíäèêñîíà â ýòîé îáëàñòè çàâåäîìî îòñó òñòâóþò
çàìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè òèïà öèêëîâ C.

Âî-âòîðûõ, ÿñíî, ÷òî â îáëàñòÿõ, ãäå

jyj > ' m = max
� � 6 x6 �

' (x);

â êîòîðûõ ìîäóëü êîîðäèíàòû y ìîíîòîííî óáûâàåò, çàâåäîìî îòñóòñòâóþò çàìêíóòûå ôàçîâû å
òðàåêòîðèè òèïà öèêëîâ R.

Ñôîðìóëèðóåì, ñëåäóÿ [1], åùå îäíî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ öèêë îâ â ñèñòåìå (2.1), îñíîâàííîå íà
èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óò âåðæäåíèå. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè
R2f x; yg ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ îäíîçíà÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíê öèÿ V(x; y) òàêàÿ, ÷òî åå
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, âçÿòàÿ â ñèëó óðàâíåíèé (2.1), îòðè öàòåëüíà, ïðè÷åì ìíîæåñòâî

f (x; y) 2 R2 : _V (x; y)j(2.1) = 0g

1 Ïðèëàãàòåëüíîå ¾ôàçîâàÿ¿ âçÿòî â ñêîáêè ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷ò î ïëîñêîñòü R2 f x; yg ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé, íî
íå ôàçîâîé. Â äàííîì ñëó÷àå ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû ÿ âëÿåòñÿ ôàçîâûé öèëèíäð S1 � R1 = f (x; y ) 2 R2 :
x (mod 2� )g.
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Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé. Òîãäà ñèñòåìà (2.1) íå èìååò ï ðåäåëüíûõ öèêëîâ òèïà C. Åñëè
ïðè ýòîì ôóíêöèÿ V(x; y) ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî x ñ ïåðèîäîì 2� , òî â ñèñòåìå (2.1) îòñóòñòâóþò è
ïðåäåëüíûå öèêëû òèïà R.

Îòìåòèì, íàêîíåö, åùå îäíó îñîáåííîñòü ñèñòåì âèäà (2.1). Å ñëè íàðÿäó ñ óêàçàííûìè âûøå
ñâîéñòâàìè ôóíêöèÿ f (x; y) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àíòèñèììåòðèè (íåêîòîðîé çåðêàëüíîé ñ èììåò-
ðèè) ïî x îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ x = � �= 2, òàê ÷òî

f
�

�
�
2

+ x; y
�

= � f
�

�
�
2

� x; y
�

; (x; y) 2 R2;

òî ýòèì æå ñâîéñòâîì áóäåò îáëàäàòü è ïîëå ôàçîâûõ ñêîðîñòåé . Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè áóäóò (çåðêàëüíî) ñèììåòðè÷íû î òíîñèòåëüíî ïðÿìûõ x = � �= 2.
Ýòî îçíà÷àåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.1) íå èìååò íèêàêèõ ïðåäåëüíûõ
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé: íè öèêëîâ òèïà C, íè öèêëîâ òèïà R.

2.4.3. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Âíå âûøå óêàçàííûõ îáëàñòåé, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü çàìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè. Ðà ññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòó ñèòóàöèþ.

Ïóñòü f (x; y) = 0 òîëüêî â òî÷êàõ O è P (íàïîìíèì, ÷òî îäíà èç íèõ ñåäëîâàÿ). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò öèêë C. Òîãäà âíóòðè åãî ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî óñòîé÷èâàÿ òî÷êà
(O+ èëè P+ ). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò öèêë íåóñòîé÷èâ. Íî òîãäà â ñèëó äèññ èïàòèâíîñòè ñèñòåìû
â ñðåäíåì äîëæåí ñóùåñòâîâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, åùå îäèí öèêë, óñòîé÷ èâûé (òèïà C+ èëè
òèïà R+ ). Ïðè ýòîì öèêëû C � è C+ äîëæíû ÷àñòè÷íî ëåæàòü âíå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé óðàâ-
íåíèåì f 0

y = 0 , à öèêë R+ � â ïîëîñå jyj < ' m . Ïðèìåðû òàêèõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 5 è 6.

Ïóñòü òåïåðü f (x; y) = 0 òîëüêî â òî÷êàõ O è P, íî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòî-
ðèÿ òèïà R, îõâàòûâàþùàÿ ôàçîâûé öèëèíäð, íàïðèìåð, â îáëàñòè 0 < y < ' m . Òîãäà âñëåä-
ñòâèå äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ñóùåñòâóåò è çàìêíóòàÿ ñèììå òðè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ â îáëàñòè
� ' m < y < 0. Â ñèëó äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû îáå ýòè ôàçîâûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ àòòðàê-
òîðàìè ñèñòåìû, ò.å. îíè îòíîñÿòñÿ ê òèïó R+ . Íî àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ è îäíà èç òî÷åê ïîêîÿ,
ëåæàùàÿ ìåæäó íèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åùå ïî êðàéí åé ìåðå îäíà ïàðà àíòèñèììåò-
ðè÷íûõ íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ òèïà R� èëè íåóñòîé÷èâûé öèêë òèïà C � , êîòîðûå ðàçäåëÿþò
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óêàçàííûõ àòòðàêòîðîâ. Ïðèìåðû òàêèõ ô àçîâûõ ïîðòðåòîâ êà÷åñòâåííî
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6 è 7. Æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíû öèêëû, ï óíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæå-
íà ëèíèÿ y = ' (x); îáëàñòü, ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f 0

y(x; y) < 0, çàêðàøåíà.

2.5. Ýâîëþöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé
èíòåðåñ ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (2. 1) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ. Â
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îáùåì âèäå ýòî ñäåëàòü, î÷åíü çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó ðàññ ìîòðèì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, óâåëè÷èâàÿ ïîñòåïåííî ñëîæíîñòü ôóíêöèè f (x; y; p).

2.5.1. Íåêîòîðûå ñèñòåìû ìàÿòíèêîâîãî òèïà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
(

_x = y;

_y = � y � sinx(a � cosx):
(2.2)

Óðàâíåíèÿìè òàêîãî âèäà ïðè a 2 (0; 1) îïèñûâàþòñÿ, íàïðèìåð, êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, ãîðèçîí-
òàëüíàÿ îñü ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò ðàâíîìåðíîå âðàùåí èå ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
âîêðóã âåðòèêàëè (èçâåñòíûé ðåãóëÿòîð Óàòòà, ñì. [8]).

Çäåñü (â îáîçíà÷åíèÿõ ââåäåíèÿ) èìååò ìåñòî àääèòèâíàÿ ñóï åðïîçèöèÿ ïîçèöèîííîé ¾ñèëû¿

F0(x; a) = sin x(a � cosx)

è äèññèïàòèâíîé ñêîðîñòíîé ñèëû
�( x; y; a) = y:

Ââåäåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ ' (x) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

' (x) = � sinx(a � cosx):

Ïðè jaj > 1 ýòà ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ïåðèîäå � � 6 x 6 � îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â
òî÷êàõ x = 0 è x = � � . Åñëè jaj < 1, òî ôóíêöèÿ ' (x) èìååò åùå ïàðó ñèììåòðè÷íûõ êîðíåé � �x,
ãäå �x = arccosa.

Îòìåòèì åùå îäíó îñîáåííîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2). Åñëè ~x(t), ~y(t) � ðåøåíèå ýòîé ñè-
ñòåìû ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè a = ~a, òî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a = � ~a ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
~x(t) + � , ~y(t). Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2) ïðè a = � ~a ïîëó÷àþòñÿ èç ðåøåíèé
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè a = ~a ïðîñòûì ñäâèãîì íà � ïåðåìåííîé x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ a, òàê ÷òî â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0.

Ïåðåõîäèì ê àíàëèçó ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (2.2). Åñëè í å áóäåò ñïåöèàëüíîé îãîâîðêè,
ïîä ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîëîñó

D = f (x; y) 2 R2 : � � 6 x 6 � g;

ò.å. ðàçâåðòêó ôàçîâîãî öèëèíäðà íà ïëîñêîñòü.
Èòàê, ïóñòü ñíà÷àëà a > 1. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â ïîëîñå D èìåþòñÿ òðè òî÷êè ïîêîÿ

O(0; 0), P1 = ( � �; 0) è P2 = ( �; 0). ßñíî, ÷òî òî÷êè P1 è P2 � ýòî îäíà ¾ðàçðåçàííàÿ¿ òî÷êà íà
ôàçîâîì öèëèíäðå. Ïîñêîëüêó äðóãèõ òî÷åê ïîêîÿ â ýòîì ñëó÷à å íåò, òî îäíà èç íèõ óñòîé÷èâàÿ,
à äðóãàÿ � ñåäëîâàÿ (íåóñòîé÷èâàÿ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íà ÷àëî êîîðäèíàò � àñèìïòîòè÷åñêè
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(äàæå ýêñïîíåíöèàëüíî) óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ïîêîÿ, à òî÷êè P � ñåäëîâûå (òàê ÷òî ñ ó÷åòîì ââå-
äåííûõ îáîçíà÷åíèé ñèòóàöèþ ìîæíî îïèñàòü òàêèì îáðàçîì: O+ , P �

1 , P �
2 , 1 � ).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé a = 1 . Òî÷êè Pk , k = 1 ; 2, îñòàþòñÿ ñåäëîâûìè, òî÷êà O àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, íî íå ýêñïîíåíöèàëüíî, ïîñêîëüêó îäè í èç êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Óðàâíåíèÿ ìàëûõ î òêëîíåíèé îòíîñèòåëüíî òî÷êè O
èìåþò âèä

(
_x = y;

_y = � y � x3=2:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ V(x; y) = x4+4y2 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ýòîé ñèñòåìû,
÷òî è äîêàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü òî÷êè O (íå ýêñïîíåíöèàëüíóþ; òåì íå ìåíåå, îïÿòü èìååò ìåñòî
ñèòóàöèÿO+ , P �

1 , P �
2 , 1 � ).

Ïóñòü òåïåðü 0 < a < 1. Â ýòîì ñëó÷àå, êðîìå òî÷åê O è Pk , k = 1 ; 2, â ïîëîñå D ñóùåñòâóþò
åùå äâå òî÷êè ïîêîÿ Q1 = ( � �x; 0) è Q2 = (�x; 0). Ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ a îò 1 òî÷êè Qk ,
k = 1 ; 2, ðàçäâèãàþòñÿ, òàê ÷òî çíà÷åíèå �x ñòðåìèòñÿ ê �= 2 ïðè a ! 0.

Èç óðàâíåíèé ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî òî÷åê ïîêîÿ ëåãêî âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè O
è P íåóñòîé÷èâû (ñåäëîâûå), à òî÷êè Qk , k = 1 ; 2, ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâû, òàê ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå èìååì O� , P �

1 , P �
2 , Q+

1 , Q+
2 , 1 � . Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå çíà÷åíèÿ a = 1 (â ñòîðîíó

óìåíüøåíèÿ), âî-ïåðâûõ, âìåñòî îäíîé òî÷êè ïîêîÿ O èìååì òðè òî÷êè ïîêîÿ è, âî-âòîðûõ, ñàìà
òî÷êà O òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü; ïðè a = 1 ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.

Ïóñòü, íàêîíåö, a = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêèõ íîâûõ îñîáåííîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðå äûäóùèì
ñëó÷àåì íå âîçíèêàåò. Âñå òàê æå èìååì O� , P �

1 , P �
2 , Q+

1 , Q+
2 , 1 � . Ïðè ýòîì �x = �= 2, à ñèñòåìà

(2.2) è åå ôàçîâûé ïîðòðåò àíòèñèììåòðè÷íû íå òîëüêî îòíîñè òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, íî è
îòíîñèòåëüíî òî÷åê Qk , k = 1 ; 2.

Êàê âèäèì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ áåñêîíå÷íîñòü íîñèò îòòàëêèâàþù èé õàðàêòåð. Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâ-
ëåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (òî÷å ê ïîêîÿ). Óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ
âûäåëåíû áîëåå æèðíîé ëèíèåé. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðåäñòàâ ëåíû è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà a. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà áûëà ï îñòðîåíà ïðè àíà-
ëèçå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ ïë àñòèíêîé, ðàñïîëîæåííîé âäîëü
äåðæàâêè (ñì. [13]).

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êàìè ïîêîÿ ìû ðàçîáðàëèñü. ×òîáû îïðåäå ëèòüñÿ ñ îáëàñòÿìè ïðèòÿæå-
íèÿ ýòèõ òî÷åê, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü íàëè÷èå öèêëîâ è îïðå äåëèòü èõ õàðàêòåðèñòèêè èëè
óñòàíîâèòü èõ îòñóòñòâèå.
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Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ èìååì f 0
y = � 1 < 0 âñþäó â ïîëî-

ñåD . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå (2.2) îòñóòñòâóþò öèêëû òèïà C. ×òîáû óáåäèòüñÿ â îòñóòñòâèè
öèêëîâ òèïà R, ðàññìîòðèì îäíîçíà÷íóþ íåîòðèöàòåëüíóþ 2� -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ

V (x; y) = y2 + 2a(1 � cosx) + cos2 x:

Åå ïðîèçâîäíàÿ, âû÷èñëåííàÿ â ñèëó óðàâíåíèé (2.2), ðàâíà

_V(x; y)j(2.2) = � 2y2:

Óðàâíåíèå
_V(x; y)j(2.2) = 0

íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé (êðîìå òî÷åê ïîêîÿ). Ñëåäîâàò åëüíî, â ñèñòåìå (2.2) îòñóòñòâóþò
è öèêëû òèïà R.

Èòàê, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ìíîæåñòâî àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ ñèñòåìû (2.2)
ñîäåðæèò òîëüêî íàéäåííûå òî÷êè ïîêîÿ, à ñàìà ñèñòåìà äèññè ïàòèâíà â áîëüøîì, èìååò ìåñòî
¾òîòàëüíàÿ¿ äèññèïàöèÿ.

Èçëîæåííîé èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà ô àçîâîãî ïîðòðåòà. Íà ðèñ. 9�12
êà÷åñòâåííî èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû â çàâèñèìîñòè îò õ àðàêòåðíûõ çíà÷åíèé a.
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Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíà êðèâàÿ y = ' (x). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìàñøòàáû
ïî âåðòèêàëè íå îäèíàêîâû äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé a. Â ñëó÷àÿõ a > 1 àòòðàêòîð åäèíñòâåííûé,
è åãî îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñÿ ïîëîñà D . Ïðè a 2 [0; 1) â ïîëîñå D ñóùåñòâóþò äâà
àòòðàêòîðà, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ îäíîãî èç íèõ çàêðàøåíà, ñå ïàðàòðèñû ñåäëîâûõ òî÷åê P è O
ðàçäåëÿþò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê Qk , k = 1 ; 2.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ÷òî, àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå ïîçâîë ÿåò íàáëþäàòü ýâîëþöèþ ôàçî-
âûõ ïîðòðåòîâ è äëÿ ñèñòåìû òèïà óñòîé÷èâîãî ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà (íàïðèìåð, âåðòèêàëü-
íûé ñïóñê ñèñòåìû ãðóç-ïàðàøþò, ñì. [10]), îïèñûâàåìîé óðà âíåíèåì

•x = � _x + sin x(a � cosx):

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ a > 1 èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ P+
1 , O� , P+

2 , à äëÿ 0 6 a < 1 � ñèòóàöèÿ P+
1 , Q�

1 ,
O+ , Q�

2 , P+
2 , ïðè÷åì ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ òî÷åê Qk , k = 1 ; 2, ðàçäåëÿþò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ

òî÷åê O è P. Ñîîòâåòñòâóþùèå èëëþñòðàöèè çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

2.5.2. Cèñòåìà òèïà àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äèññèïàöèÿ ñèñòå-
ìû (2.2) îáåñïå÷èâàëàñü ïîñòîÿíñòâîì çíàêà êîýôôèöèåíòà ï ðè ïðîèçâîäíîé y. Áîëåå èíòåðåñíûì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòîò êîýôôèöèåíò çíàêîïåðåì åííûé è ìåíÿåò çíàê â çàâèñèìîñòè
îò êîîðäèíàòû x (çíàêîïåðåìåííàÿ äèññèïàöèÿ). Ðàññìîòðèì ïðèìåð òàêîé ñè ñòåìû:

(
_x = y;

_y = � ay cosx � bsinx cosx;
(2.3)

ãäåa, b� íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé òàêæå ÿâëÿåòñ ÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòå-
ìû (2.1), åñëè ïîëîæèòü

f (x; y; p) = � ay cosx � bsinx cosx:

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò óêàçàííîìó âûøå êëàññó ôóíêöèé. Óðàâíåíèÿìè âèäà (2.3) ïðè ïî-
ëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a è b îïèñûâàþòñÿ, íàïðèìåð, êîëåáàíèÿ ñèììåòðè÷íîãî
àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (ñì. [13, 22, 10]). Ïîýòîìó íèæ å â êà÷åñòâå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû,
ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâíåíèþ (2.3), áóäåì èìåòü â âèäó èìåííî àýðîäèíàìè÷åñêèé ìàÿòíèê.

Â îòëè÷èå îò [13, 22, 10], ïðîâåäåì áîëåå øèðîêèé ïàðàìåòðè÷ åñêèé àíàëèç, ïîëàãàÿ, ÷òî ïà-
ðàìåòðû ìîãóò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà èìååò òî÷êè ïîêîÿ O = (0 ; 0), P = ( �; 0), Q1;2 = ( � �= 2; 0) íåçàâèñèìî îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Íî ïðè b = 0 òî÷êè ïîêîÿ çàïîëíÿþò âñþ îñü y = 0 , òàê êàê â ñèñòåìå
îòñóòñòâóåò ÷èñòî ïîçèöèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû.

Îòìåòèì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2.3).

(a) Åñëè ïàðà ôóíêöèé ~x(t), ~y(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè a = ~a, òî
ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a = � ~a ñóùåñòâóåò ðåøåíèå~x(t) + � , ~y(t). Òàêèì îáðàçîì, êàê è â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3) ïð è a = � ~a ïîëó÷àþòñÿ ñäâèãîì
íà � ðåøåíèé, îòâå÷àþùèõ çíà÷åíèþ a = ~a. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî
íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè a, ò.å. a > 0.

(b) Èç ñèñòåìû (2.3) âèäíî, ÷òî ïîëå ôàçîâûõ ñêîðîñòåé ñèììå òðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ
x = � �= 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçîâûé ïîðòðåò òàêæå áóäåò îáëàäàòü (íåê îòîðîé çåðêàëüíîé)
ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðÿìûõ. Áëàãîäàðÿ òàêîé ñèììå òðèè ñèñòåìà (2.3) îáíàðóæè-
âàåò åùå ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ.

(c) Åñëè êðèâàÿ y(x), ñîñòàâëåííàÿ èç ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñò åìû, îïðåäå-
ëåíà íà ïðîìåæóòêå [� �; � ], òî y(� � ) = y(� ), ò.å. ýòà êðèâàÿy(x) çàäàåòñÿ2� -ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé.

(d) Ñèñòåìà (2.3) íå èìååò íèêàêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (íè òèï à C, íè òèïà R), íè óñòîé÷è-
âûõ, íè íåóñòîé÷èâûõ. Ïðè ýòîì çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ìîãóò á ûòü, íî îíè íå ÿâëÿþòñÿ íè
ïðèòÿãèâàþùèìè, íè îòòàëêèâàþùèìè.
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(e) Ñèñòåìà (2.3) íå ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé ¾â áîëüøîì¿, õî òÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ â
ñèñòåìå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü àòòðàêòîðû ñ îãðàíè÷åííîé îáëà ñòüþ ïðèòÿæåíèÿ.

(f) Ñåäëîâûå òî÷êè èìåþò îáùèå ñåïàðàòðèñû, êîòîðûå â ñëó÷à å ñîåäèíåíèÿ ñîñåäíèõ ñåäëîâûõ
òî÷åê îáðàçóþò ïåòëþ.

Ïåðåõîäèì ê àíàëèçó ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (2.3). Ïðåæä å âñåãî îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå
âûøå ìíîæåñòâî � , íà êîòîðîì _y = 0 , â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíî òðåìÿ âåòâÿìè:
äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè x = � �= 2 è êðèâîé ' (x) = � (b=a) sin x.

×òî êàñàåòñÿ óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ïîêîÿ, òî ñ ó÷åòîì óêàçàííû õ ñâîéñòâ äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàð-
íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b òî÷êà O óñòîé÷èâà, òî÷êà P íåóñòîé÷èâà (îáå ÿâ-
ëÿþòñÿ ôîêóñàìè, åñëè 4b > a2, è óçëàìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå), îáå òî÷êè Q ñåäëîâûå. Äëÿ
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé b òî÷êè O è P � ñåäëîâûå, à òî÷êè Q1;2 � öåíòðû.

Ýòîé èíôîðìàöèè âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñõåìû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ b.

Íà ðèñ. 13�15 êà÷åñòâåííî èçîáðàæåíû ýòè ôàçîâûå ïîðòðåòû. Çàêðàøåííûì îáëàñòÿì ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè îòâå÷àþò îãðàíè÷åííûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà èë è çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ âûõîäîì
íà óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Íå çàêðàøåííûì îáëàñò ÿì îòâå÷àþò âðàùàòåëüíûå (ïåðè-
îäè÷åñêèå) äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà.

Ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà bâîçìîæíû òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ îãðàíè÷åííîé àìïëè-
òóäîé îêîëî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îòâå÷àþùèì òî÷êàì Q1;2, èëè ïåðèîäè÷åñêèå âðàùàòåëüíûå
äâèæåíèÿ. Ñåïàðàòðèñû èç ñåäëîâûõ òî÷åê O è P îáðàçóþò ïåòëþ, êîòîðàÿ, êàê è ïîëîæåíî,
îòäåëÿåò êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû îò ðîòàöèîííûõ.

Ïðè óìåíüøåíèè b êðèâàÿ ' (x) = � (b=a) sin x ïðèáëèæàåòñÿ ê îñè àáñöèññ, è ïðèb = 0 ñëè-
âàåòñÿ ñ ýòîé îñüþ. Òî÷êè ïîêîÿ çàïîëíÿþò ñïëîøü îòðåçîê x 2 [� �; � ], y = 0 (ìíîæåñòâî Q
íåèçîëèðîâàííûõ òî÷åê ïîêîÿ). Ïðè ýòîì òî÷êè, ëåæàùèå âíóò ðè ïðîìåæóòêà x 2 (� �= 2; �= 2),
óñòîé÷èâû, à ëåæàùèå âíå ýòîãî ïðîìåæóòêà � íåóñòîé÷èâû.

Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b âîçíèêàåò àòòðàêòîð O+ , è ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ
òî÷åê Q1;2 îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî àòòðàêòîðà. Ýòè ñåï àðàòðèñû ñîåäèíÿþò
òî÷êè (� 3�= 2; 0), (�= 2; 0) è (� �= 2; 0), (3�= 2; 0). Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè O è
P � ôîêóñû, àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãä à ýòè òî÷êè � óçëû.

Çàìå÷àíèå 1. Â [22] ïðåäñòàâëåí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (2.3) äëÿ ñëó÷àÿ a < 0, b > 0. Îí
îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 13�15, êàê ñëåäóåò èç âûøåñêàçàííîãî, òîëüêî ñäâèãîì
íà � ïî îñè x.

2.5.3. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ: ñèñòåìû, çàâèñÿùèå îò ôóíêöèî íàëüíûõ êëàññîâ. Ðàññìîòðèì
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 8

<

:
_x = y + "

F (x)
cosx

;

_y = � F (x);
" 2 R; (2.4)

â ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîé âõîäèò ôóíêöèÿ

F (x) = R(x)s(x); (2.5)

â êîòîðîé îáà ìíîæèòåëÿ R(x) s(x) ïðîáåãàþò íåêîòîðûå ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû R è � ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïðè " = 1 ñèñòåìà (2.4) áûëà èçó÷åíà â çàäà÷å î ïëîñêîïàðàëëåëüíîì äâ èæåíèè
òâåðäîãî òåëà ñ ïåðåäíèì ïëîñêèì òîðöîì â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé
ñèëû (ñì. [16, 17, 21, 23]).

Ñèñòåìà âèäà (2.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû äèíàìè÷åñ êèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà äëÿ ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà ïóòåì ðåäóêöèè ê ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ôàçîâîì
öèëèíäðå, ïðè ýòîì " = 1 , ïåðåìåííàÿ x èìååò ñìûñë óãëà àòàêè ïðè äâèæåíèè ñâîáîäíîãî òåëà,
à ïåðåìåííàÿ y � óãëîâîé ñêîðîñòè.
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Ðèñ. 13 Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Òàêæå ñèñòåìà âèäà (2.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ âò îðîãî ïîðÿäêà äëÿ çàêðåïëåí-
íîãî òâåðäîãî òåëà, ïðè ýòîì " = � 1, ïåðåìåííàÿ x èìååò ñìûñë óãëà îòêëîíåíèÿ ïðè äâèæåíèè
çàêðåïëåííîãî òåëà, à ïåðåìåííàÿ y � óãëîâîé ñêîðîñòè (ñì. [10, 12, 21, 22]).

Äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ïàðû ôóíêöèé R(x); s(x) èñïîëüçóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ. Ââîäèìûå êëàññû äîñò àòî÷íî øèðîêè: îíè ñîñòîÿò èç
ãëàäêèõ ôóíêöèé, 2� -ïåðèîäè÷åñêèõ (s � ÷åòíàÿ, à R � íå÷åòíàÿ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

(i) R(x) > 0 ïðè x 2 (0; � ), ïðè÷åì R0(0) > 0, R0(� ) < 0 (êëàññ ôóíêöèé R);
(ii) s(x) > 0 ïðè x 2 (0; �= 2), s(x) < 0 ïðè x 2 (�= 2; � ), ïðè÷åì s(0) > 0, s0(�= 2) < 0 (êëàññ

ôóíêöèé � ).

Êàê R, òàê è s ìåíÿþò çíàê ïðè çàìåíå x íà x + � . Òàêèì îáðàçîì, R 2 R , s 2 � . Â ÷àñòíîñòè,
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè òèïà ôóíêöèé ×àïëûãèíà (ñì. [20, 19] )

R = R0(x) = A sinx 2 R ; s = s0(x) = B cosx 2 � ; A; B > 0; (2.6)

ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè îïèñàííûõ âûøå êëàññî â.
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Â ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (2.4) âîçíèêàåò ïð îèçâåäåíèå (2.5). Èç âûøåïåðå-
÷èñëåííûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî F � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ íå÷åòíàÿ � -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

(iii) F (x) > 0 ïðè x 2 (0; �= 2), F 0(0) > 0, F 0(�= 2) < 0 (êëàññ ôóíêöèé � ).

Òàêèì îáðàçîì, F 2 � .
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êëàññà ôóíêöèé � ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2.4)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé âåêòîð-ôóíêöèåé, ïîýòîìó ñàìó ñèñòåìó (2 .4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà äâóìåð-
íîì öèëèíäðå

S1 � R1 =
�

(x; y) 2 R2 : x (mod 2� )
	

:

Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå íàì ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü äèíàìè÷åñ êóþ ñèñòåìó, îïðåäåëåííóþ ñ
ïîìîùüþ ïàðû ôóíêöèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïðîâåäåíè å êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà.

Ñèñòåìà (2.4) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:
8
<

:

_x = u;

_u = � F (x) + "u
d

dx
g(x);

(2.7)

ãäå

g(x) =
F (x)
cosx

(2.8)

� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.6) ñèñòåìà (2.7) ïðè ìåò âèä àíàëèòè÷åñêîé:

(
_x = u;

_u = � AB sinx cosx + "ABu cosx;
(2.9)

è ïðè a = AB , b = � "AB , u $ y ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (2.3).
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (2. 7) äëÿ âñåõ ôóíêöèé F 2 � .

Òåîðåìà 2.1.

1. Ñâîéñòâà (a)�(f) , ïðèâåäåííûå âûøå äëÿ ñèñòåì âèäà (2.3), ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñèñòåì âè-
äà (2.4).

2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé F1; F2 2 � ñèñòåìû âèäà (2.7) (òðàåêòîðíî ) òîïîëîãè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíû ìåæäó ñîáîé (ñì. [21, 23]) .

Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûå ïîðòðåòû ëþáîé ñèñòåìû âèäà (2.7) èì åþò òèïû, ýêâèâàëåíòíûå òèïó
ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (2.9) (äëÿ ôóíêöèé òèïà ôóíêöèé × àïëûãèíà (2.6)), è ïðè " = � 1
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 15. Åñëè æå " = 1 , òî ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû âèäà (2.7) òàêæå èçîáðàæåí
íà ðèñ. 15, òîëüêî ïðè x 7! x + � .

3. Êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñ ïîçèöèîííî-âÿçêèì òðåíèåì

3.1. Êëàññ ñèñòåì ñ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì â îáùåì âèäå
÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (2.1): êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó ñ îäíî é ñòåïåíüþ ñâîáîäû, â êîòîðîé ¾äè-
íàìè÷åñêàÿ¿ ÷àñòü âîçäåéñòâèÿ ëèíåéíà ïî ñêîðîñòè (òàê íàç ûâàåìîå ïîçèöèîííî-âÿçêîå òðåíèå,
ñì. [1, 3]). Ïîâåäåíèå òàêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ä èôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(
_x = y;

_y = � h(x; p)y � q(x; p):
(3.1)

Ê òàêèì ñèñòåìàì ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ñèñòåìû âèäà (2.4), åñ ëè â íèõ ïðèíÿòü

z = y + "
F (x)
cosx

:
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Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà (2.4) áóäåò ïðåîáðàçîâàíà â ñèñòåìó
8
<

:

_x = z;

_y = � F (x) + "z
d

dx
F (x)
cosx

;

ïðè ýòîì

h(x; " ) = � "z
d

dx
F (x)
cosx

; q(x; " ) = F (x):

Êàê è ðàíüøå p 2 A � âåêòîð ïàðàìåòðîâ, ãäå A � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (â ÷àñòíîñòè,
A ìîæåò áûòü ÷àñòüþ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè R2).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé p 2 A ôóíêöèè h(x; p) è q(x; p) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

(a) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ýòè ôóíêöèè ïåð èîäè÷åñêèå ïî x ñ ïåðèîäîì 2� ,
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû äëÿ âñåõ x 2 [� �; � ], íåïðåðûâíû ïî p;

(b) ôóíêöèÿ h(x; p) ÷åòíà ïî x, ò.å. h(� x; p) = h(x; p) , à ôóíêöèÿ q(x; p) íå÷åòíà ïî x, ò.å.
q(� x; p) = � q(x; p);

(c) q(x; p) > 0 äëÿ âñåõx 2 (0; � ).

Èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ýòèõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñ èðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåò-
ðîâ íàðÿäó ñ ðåøåíèåì x(t), y(t) ñóùåñòâóåò è ðåøåíèå� x(t), � y(t), òàê ÷òî êàæäîìó äâèæåíèþ
ñèñòåìû â ¾îäíó¿ ñòîðîíó îòâå÷àåò òàêîå æå ñèììåòðè÷íîå äâè æåíèå â ¾äðóãóþ¿ ñòîðîíó. Òàêèì
îáðàçîì, ñèñòåìû âèäà (3.1) îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñèñòåì ñ äèíà ìè÷åñêîé ñèììåòðèåé (ÑÄÑ). Êàê
óæå óïîìèíàëîñü, ïîäîáíûå ñèñòåìû, íî íåñêîëüêî áîëåå ñëîæ íûå, ðàññìàòðèâàëèñü ïðè èññëå-
äîâàíèè äâèæåíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (ñì. [13, 5]) è äâèæåíèÿ òåëà ñ ïëîñêèì òîðöîì
â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå (ñì. [22]). Â íàñòîÿùåì èññëåäîâà íèè îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ñèñòåìû (3.1) êàê íåêîòîðîé ìîäåëüíîé.

Â âèäó âûøå óêàçàííîé ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé h(x; p) è q(x; p) äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü
¾ñâåðíóòîå¿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî � ôàçîâûé öèëèíäð èëè åãî ðàçâåðòêà íà ïîëîñó

D =
�

(x; y) 2 R2 : � � 6 x 6 �
	

(3.2)

(ïðè ýòîì îáðàçóþùàÿ x = � êàê áû ¾ðàçðåçàåòñÿ¿ íà äâå ïðÿìûå x = � è x = � � ). Â ñèëó
ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî äëÿ ÑÄÑ èíîãäà äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàò ü ëèøü ïîëóïîëîñó

�
(x; y) 2 R2 : � � 6 x 6 �; y > 0

	
:

Òå ôàçîâûå òðàåêòîðèè (èëè ó÷àñòêè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé), íà êîòîðûõ êîîðäèíàòà y íå ìåíÿåò
çíàêà, ìîæíî îïèñàòü ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

dy
dx

= �
h(x; p)y + q(x; p)

y
; (3.3)

êîòîðîå ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå (3.1).

3.2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, îïèðàÿñü íà ï ðåäñòàâëåíèÿ (3.1), (3.3).

3.2.1. Â ñèëó ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé â ñèñòåìå (3.1) íà ôàçîâîì öèë èíäðå èìåþòñÿ ðîâíî
äâå òî÷êè ïîêîÿ O = (0 ; 0) è P = ( �; 0). Íà ðàçâåðòêå öèëèíäðà òî÷êà P êàê áû ¾ðàçðåçàåòñÿ¿
íà äâå òî÷êè P1 = ( � �; 0) è P2 = ( �; 0), òàê ÷òî â ïîëîñå (3.2) èìåþòñÿ òðè òî÷êè ïîêîÿ.

3.2.2. Ïðè q(x; p) > 0 äðóãèõ òî÷åê ïîêîÿ íåò. Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ q(x; p) ìåíÿåò çíàê íà
èíòåðâàëå x 2 (0; � ), ñóùåñòâóþò äðóãèå òî÷êè ïîêîÿ, ïðè÷åì îíè ñèììåòðè÷íû îòí îñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò.
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3.2.3. Ïðè q(x; p) > 0, x 2 (0; � ), èìååì q0
x (0; p) > 0, q0

x (�; p ) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà O
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ( O+ ) ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, åñëè

h(0; p) > 0; (3.4)

è íåóñòîé÷èâà (O� , ôîêóñ èëè óçåë, íå ñåäëî), åñëè h(0; p) < 0. Òî÷êà P � ñåäëîâàÿ ( P � ) è,
ñëåäîâàòåëüíî, íåóñòîé÷èâà.

3.2.4. Ââåäåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ îáîçíà÷åíèé:

H (p) =

�Z

� �

h(x; p)dx; hmin (p) = min
x

f h(x; p)g;

hmax (p) = max
x

f h(x; p)g; qmax (p) = max
x

f h(x; p)g:

Ðàññìîòðèì îáëàñòü íà ôàçîâîì öèëèíäðå, â êîòîðîé y � qmax . Â ýòîé îáëàñòè óðàâíåíèå (3.3)
ïðèáëèæåííî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y0 �= � h(x; p). Òîãäà ïðèðàùåíèå � y âäîëü ôàçîâîé
òðàåêòîðèè çà îäèí îáîðîò âîêðóã ôàçîâîãî öèëèíäðà ðàâíî

� y = y(� ) � y(� � ) �= � H (p):

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè H (p) > 0, òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè èç ¾áåñêîíå÷íîñòè¿ îïóñêàþòñÿ ïî ôà -
çîâîìó öèëèíäðó (ñèñòåìà äèññèïàòèâíà â áîëüøîì, áåñêîíå÷ íîñòü ¾îòòàëêèâàåò¿,1 � ). À åñëè
H (p) < 0, òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè ¾ïîäíèìàþòñÿ¿ ïî öèëèíäðó è óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (áåñêî-
íå÷íîñòü ¾ïðèòÿãèâàåò¿, 1 + ).

3.2.5. Â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêàìè âåëè÷èí h(0; p) è H (p), ò.å. ñ õàðàêòåðîì óñòîé÷èâîñòè òî÷êè
O è ñâîéñòâîì ïðèòÿæåíèÿ/îòòàëêèâàíèÿ áåñêîíå÷íîñòè, ìíîæ åñòâî A ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü
ðàçáèòî íà ÷åòûðå ïîäìíîæåñòâà:

A1 =
�

p 2 A : h(0; p) > 0; H (p) > 0; (O+ ; 1 � )
	

;

A2 =
�

p 2 A : h(0; p) < 0; H (p) > 0; (O� ; 1 � )
	

;

A3 =
�

p 2 A : h(0; p) < 0; H (p) < 0; (O� ; 1 + )
	

;

A4 =
�

p 2 A : h(0; p) > 0; H (p) < 0; (O+ ; 1 + )
	

:

Íåêîòîðûå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ìîãóò îêàçàòüñÿ è ïóñòûìè.

3.2.6. Åñëè A1 è A2 íå ïóñòû, òî ó íèõ åñòü îáùàÿ ãðàíèöà A12, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðóþ
ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè òî÷êè O. Òàê, ïðè ïåðåõîäå èç A1 â A2 òî÷êà O ïåðåõîäèò èç
òèïà O+ â òèï O� , ìîæåò èìåòü ìåñòî áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé
öèêë C+ âîêðóã òî÷êè O, êîòîðîìó îòâå÷àþò îãðàíè÷åííûå óñòîé÷èâûå àâòîêîëåáàíè ÿ èñõîäíîé
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñêëþ÷àå òñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
åùå ïàð öèêëîâ C � è C+ , îõâàòûâàþùèõ óêàçàííûé öèêë C+ .

3.2.7. Åñëè A1 è A4 íå ïóñòû, òî ïðè ïåðåõîäå èç A1 â A4 ÷åðåç èõ îáùóþ ãðàíèöó A14 ìåíÿ-
åòñÿ õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà áåñêîíå÷íîñ òè (îòòàëêèâàíèå 1 � ïåðåõîäèò â
ïðèòÿæåíèå 1 + ), è â A4 ñ íåîáõîäèìîñòüþ âîçíèêàåò çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, îõâàòûâà-
þùàÿ öèëèíäð, � ðåïåëëåð R� , êîòîðîìó îòâå÷àåò íåóñòîé÷èâûé ðîòàöèîííûé ðåæèì äâèæåí èÿ
èñõîäíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû 1. Åñëè îí åäèíñòâåí, òî îí ðàçäåëÿåò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äâóõ
àòòðàêòîðîâ: O+ è 1 + .

1 Íàðÿäó ñ óêàçàííûì ðåïåëëåðîì, ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿ õ y ìîãóò ñóùåñòâîâàòü åùå ïàðû R � , R+

çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, ðàñïîëîæåííûå íèæå åãî â ïîðÿäêå ñíè çó ââåðõ.
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Ðèñ. 16

3.2.8. Àíàëîãè÷íî, ïðè ïåðåõîäå èç ìíîæåñòâà A3 â ìíîæåñòâî A4 ÷åðåç îáùóþ ãðàíèöó A34

âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâûé öèêë C � , îõâàòûâàþùèé òî÷êó O+ è îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü ïðèòÿæå-
íèÿ ýòîé òî÷êè. Ïðè ïåðåõîäå æå â ìíîæåñòâî A2 ÷åðåç îáùóþ ãðàíèöó A32 âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé
ðîòàöèîííûé ðåæèì R+ .

3.2.9. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê A2, áëèçêèõ ê ãðàíèöåA12, ñóùåñòâóåò âûøåóêàçàííûé óñòîé-
÷èâûé öèêë C+ , à äëÿ òî÷åê, áëèçêèõ ê ãðàíèöåA32, � óñòîé÷èâûé ðîòàöèîííûé ðåæèì R+ . Ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà p îò ãðàíèöû A12 ê ãðàíèöå A32 ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèåp� ïàðàìåòðà
p, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèè C+ è R+ ñëèâàþòñÿ, îáðàçóÿ ïåòëþ ñåïàðàòðèñ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êðèâàÿ yCR (x) (íà êîòîðîé ëåæèò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåø åíèå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.3), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì yCR (x) > 0 íà (� �; � ) è

yCR (� � ) = yCR (� ) = 0 :

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (3.3), íåñëîæíî ïîëó÷èò ü
�

y2
CR (x)

2

� 0

= � h(x; p� )yCR (x) � q(x; p� ):

Èíòåãðèðóÿ â ïðåäåëàõ îò � � äî � , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
�Z

� �

h(x; p� )yCR (x)dx = 0 ; (3.5)

ñâÿçûâàþùåå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå p� ïàðàìåòðà è èñêîìîå ðåøåíèå yCR (x). Ó÷èòûâàÿ ñôîðìó-
ëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ, â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîé îöåíêè ðå øåíèÿ yCR (x) ïðèìåì

yCR (x) �= M cos
x
2

:

Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíè ÿ p� ïîëó÷èì óðàâíåíèå
�Z

� �

h(x; p� ) cos
x
2

dx = 0 : (3.6)

Òàêîå æå ïðèáëèæåííîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû p� îïðåäåëÿåòñÿ è â îáëàñòè A4, ðàçäå-
ëÿþùåå íåóñòîé÷èâûé öèêë C � è ðåïåëëåð R� .

Äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà p íà ðèñ. 16 óñëîâíî ïîñòðîåíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A
çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà íà óêàçàííûå ïîäìíîæåñòâà ñ óêàçà íèåì õàðàêòåðíûõ ïðèìåò êàæäîãî
ïîäìíîæåñòâà.

3.2.10. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà hmin (p) > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A10 ïîäìíîæåñòâî òî÷åê p, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî ýòî óñëîâèå, òàê ÷òî

A10 = f p 2 A : hmin (p) > 0g

(ïðè ýòîì ìíîæåñòâî A10 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A1, A10 � A1). Â ýòîé ñèòóàöèè
äèññèïàöèÿ, õîòÿ è ïåðåìåííàÿ, èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé îáëàñò è ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Òîãäà íà ôà-
çîâîì öèëèíäðå àòòðàêòîð O+ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, íèêàêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé (òèï à C
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èëè R) íå ñóùåñòâóåò; âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, êðîìå âõîäÿùèõ â ñå äëîâóþ òî÷êó ñåïàðàòðèñ,
ñòÿãèâàþòñÿ â òî÷êóO+ . ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V(x; y) =
y2

2
+ B (x);

ãäå

B (x) =

xZ

0

q(s)ds

� ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè çàâèñèìîñòü î ò ïàðàìåòðà çäåñü íå óêàçûâàåò-
ñÿ).

Ïî ïîñòðîåíèþ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V (x; y) > 0 âî âñåõ òî÷êàõ ôàçîâîãî öèëèíäðà, êðîìå
íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðîèçâîäíàÿ _V(x; y)j(3.1) , âû÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòåìû (3.1), óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

_V(x; y)j(3.1) = � h(x; p)y2 6 � hmin (p)y2 < 0;

òàê ÷òî âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëåííàÿ âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, óáûâàåò
íà âñåì ôàçîâîì öèëèíäðå. Ñëåäîâàòåëüíî, èçîáðàæàþùàÿ òî÷ êà ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå O+ .

3.2.11. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà hmax (p) < 0, äëÿ òî÷åê
p 2 A30,

A30 = f p 2 A : hmax (p) < 0g � A3;

òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåïåëëåðîì, íèêàêèõ çàìêíóòûõ òðàå êòîðèé íåò, è âñå ôàçîâûå
òðàåêòîðèè (êðîìå âñå òåõ æå ñåïàðàòðèñ) óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü ïî ôàçîâîìó öèëèíäðó. Â ýòîì
ñëó÷àå â ñèñòåìå ïîñòîÿííî äåéñòâóåò àíòèäèññèïàöèÿ.

3.3. Ïðèìåð ìàÿòíèêîâîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó (òèïà ìàÿòíèêîâîé
ñèñòåìû), îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè

(
_x = y;

_y = � (a + bcosx)y � sinx;

ãäåp = f a; bg � âåêòîð ïàðàìåòðîâ p 2 R2. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (3.1), åñëè â íåé ïðèíÿòü

h(x; p) = a + bcosx; q(x; p) = sin x:

Ãðàíèöû A12 è A34 çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì h(0; p) = 0 , ò.å. a + b = 0 . Íåñëîæíî ñ ïîìîùüþ (3.6)
âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ a� , b� ïàðàìåòðîâ: ýòî âñå òî÷êè, ëåæàùèå íà
ïðÿìîé b = � 3a. Ïîñêîëüêó hmin (p) = a � j bj, òî îáëàñòü A10 îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì a > jbj.
Àíàëîãè÷íî, îáëàñòü A30 çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì a < �j bj. Â ýòèõ îáëàñòÿõ ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí
àòòðàêòîð (íà÷àëî êîîðäèíàò èëè áåñêîíå÷íîñòü) è îòñóòñòâ óþò êàêèå áû òî íè áûëî çàìêíóòûå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñè ñòåìà íå èìååò íè àâòîêîëåáàíèé, íè
ðîòàöèîííûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðäèëè ïîëó÷åííûå êà÷åñòâåííûå âû âîäû. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðàñ÷å-
òîâ óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b
íèêàêèõ äðóãèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé (òèïà C èëè R), êðîìå óêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå,
íå ñóùåñòâóåò.

Íà ðèñ. 17 èçîáðàæåíû âñå ïåðå÷èñëåííûå ãðàíèöû è îáëàñòè ñ ó êàçàíèåì õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ
êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà. Ýòîé èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ê à÷åñòâåííî ïðåäñòàâèòü ñåáå ôà-
çîâûé ïîðòðåò â òîì èëè èíîì ñëó÷àå.

Ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðè ôè êñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà b > 0, îòâå÷àþùåãî çà ïåðåìåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ äåìïôèðîâàíèÿ, è èçìåíåíèè â øè-
ðîêèõ ïðåäåëàõ ïàðàìåòðà a, îòâå÷àþùåãî çà ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ äåìïôèðîâàíèÿ (è ëè
àíòèäåìïôèðîâàíèÿ).
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Ðèñ. 17

Íà ðèñ. 18�23 ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû ñ èñòåìû (3.1) ïðè íåêîòîðîì ôèê-
ñèðîâàííîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè b è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ a. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíî
ìíîæåñòâî � , äëÿ äàííîé ñèñòåìû îíî ñîñòîèò èç îäíîé ôóíêöèè

' (x) = �
sinx

a + bcosx
;

êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü òî÷êè ðàçðûâà. Æèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíû ç àìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè
(òèïîâ C è R).

Ïðîâåäåííûé àíàëèç (ñì. ðèñ. 17) è äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ï îêàçàëè, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
a > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð � òî÷êà O+ è íå ñóùåñòâóþò íèêàêèå çàìêíóòûå
òðàåêòîðèè (íåò íè àâòîêîëåáàíèé, íè ðîòàöèîííûõ ðåæèìîâ ä âèæåíèÿ èñõîäíîé ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû). Íà ðèñ. 18 è 19 ýòó ñèòóàöèþ èëëþñòðèðóþò ñëó÷àè a > b è 0 < a < b .

Êàê òîëüêî a ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì (èìååò ìåñòî àíòèäåìïôèðîâàíèå ), íà ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè èç áåñêîíå÷íîñòè ¾ñïóñêàåòñÿ¿ çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðà åêòîðèÿ òèïà R (áåñêîíå÷íîñòü �
ñëàáàÿ îòòàëêèâàþùàÿ ¾òî÷êà¿). Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 3.2.7, ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå,
áåñêîíå÷íîñòü ïðèîáðåòàåò ïðèòÿãèâàþùèé õàðàêòåð, à çàìê íóòàÿ òðàåêòîðèÿ � ýòî íåóñòîé÷è-
âûé ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì R� (ñëó÷àé � b=3 < a < 0 íà ðèñ. 20). Ïðè ýòîì èìååòñÿ åùå è ñèì-
ìåòðè÷íûé åìó íåóñòîé÷èâûé ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì R� â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ( y < 0). Ýòè
ðåæèìû ðàçäåëÿþò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè è îáëàñ òü ïðèòÿæåíèÿ íà÷àëà êîîðäè-
íàò (òî÷êà O), êîòîðàÿ ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ óñòîé÷èâîé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè àíòèäåìïôèðîâàíèÿ (îòðèöàòåëüíîì çíà÷ åíèè a) óñòîé÷èâîñòü íà÷àëà êî-
îðäèíàò òåì íå ìåíåå ñîõðàíÿåòñÿ, õîòÿ îáëàñòü åå ïðèòÿæåíè ÿ óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò çà
ñ÷åò íàëè÷èÿ ïåðåìåííîé ñîñòàâëÿþùåé äåìïôèðîâàíèÿ.

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè a ðåæèìû R� ñáëèæàþòñÿ (â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îí îïóñ-
êàåòñÿ, â íèæíåé � ïîäíèìàåòñÿ) è â êîíöå êîíöîâ îáà îíè ¾ñàäÿ òñÿ¿ íà ñåïàðàòðèñû, îáðàçóÿ
ïåòëþ ñåïàðàòðèñ (ñëó÷àé a = � b=3 íà ðèñ. 21).

Ïðè ïåðåõîäå a ÷åðåç êðèòè÷åñêîé çíà÷åíèå a = � b=3 ñ ïåòëè ñåïàðàòðèñ ¾ñíèìàåòñÿ¿ çà-
ìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ òèïà C. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 3.2.9 � ýòî öèêë C � , òàêæå
ðàçäåëÿþùèé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè O+ è 1 + (ñëó÷àé � b < a < � b=3 íà ðèñ. 22).

Ñ óìåíüøåíèåì a öèêë C � ¾ñæèìàåòñÿ¿, è ïðèa = � b îí ¾ñõëîïûâàåòñÿ¿ â òî÷êó O, ïðîèñõî-
äèò áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñò ü (æåñòêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè
òî÷êè O).
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Ðèñ. 18 Ðèñ. 19

Ðèñ. 20 Ðèñ. 21

Ðèñ. 22 Ðèñ. 23



98 Á. ß. ËÎÊØÈÍ, Â. À. ÑÀÌÑÎÍÎÂ, Ì. Â. ØÀÌÎËÈÍ

Ïî ìåðå äàëüíåéøåãî óìåíüøåíèÿ a òî÷êà O íåóñòîé÷èâà, íèêàêèõ àòòðàêòîðîâ íåò, è âñå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (ñëó÷àé a < � b íà ðèñ. 23).

Íåîáõîäèìî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà ( ??)�( ??), îïèñàííûå âûøå è îòìå÷åííûå â òåîðå-
ìå 2.1, êà÷åñòâåííî ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñ. 20�23.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè èìååò ìåñòî å äèíñòâåííîñòü âîçíèêàþùèõ
öèêëîâ.

Àíàëîãè÷íóþ öåïî÷êó èçìåíåíèé ìîæíî ïðîñëåäèòü è äëÿ îòðèö àòåëüíûõ çíà÷åíèé b.

4. Ïîëíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç
îäíîé ñèñòåìû ñ ïîçèöèîííî-âÿçêèì òðåíèåì

è ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè

4.1. Ìàÿòíèêîâàÿ ñèñòåìà ñ ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå îáîáùåíèå
ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëåííûõ ðàíåå â ïðåäûäóùèõ ïàð àãðàôàõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-
âåäåíèå ìàÿòíèêà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ ó ðàâíåíèé

(
_x = y;

_y = � (a + bcosx)y � (c + dcosx) sin x;
(4.1)

ñ àíàëèòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ãäå a, b, c, d � ïàðàìåòðû, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ èç R.

Óðàâíåíèÿ (4.1) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (3.1) ñ ïî çèöèîííî-âÿçêèì òðåíèåì, êîãäà

h(x; p) = ( a + bcosx)y; q(x; p) = ( c + dcosx) sin x:

Î÷åâèäíî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ÷åò íîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè, ñôîðìóëè-
ðîâàííûì äëÿ ñèñòåìû (3.1), òàê ÷òî âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà 3. 2.1�3.2.11, ñôîðìóëèðîâàííûå â
ðàçäåëå 3.2 ãë. 3, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ (4.1).

Îòìåòèì îäíî ãëîáàëüíîå ñâîéñòâî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû . Åñëè a > 0, òî ñèñòåìà (4.1)
äèññèïàòèâíà â áîëüøîì (¾áåñêîíå÷íîñòü¿ îòòàëêèâàåò, 1 � ). Åñëè æå a < 0, òî áåñêîíå÷íîñòü
ïðèòÿãèâàåò,1 + . Ïðè a = 0 âîïðîñ î õàðàêòåðå áåñêîíå÷íîñòè òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå jcj > jdj â ñèñòåìå (4.1) ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå íåïîäâèæíûå
òî÷êè ïîêîÿ ( O è P). À â ñëó÷àå jcj < jdj, êðîìå ýòèõ òî÷åê ïîêîÿ, ñóùåñòâóþò åùå äâå òî÷êè
ïîêîÿ Q1;2(�x; 0), ãäå �x = arccos(c=d), íàëè÷èå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ
ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

4.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê àíàëèçó
óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ïîêîÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ, îáðà òèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
âñå ïàðàìåòðû âõîäÿò ëèíåéíî è, âî-âòîðûõ, êàê ïîäñêàçûâàå ò àíàëèç çàäà÷è â ðàçäåëå 3.3 ãë. 3,
âàæíûì îêàçûâàþòñÿ îòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ, à íå èõ âåëè÷èíû. È âîîáùå, æåëàòåëüíî áûëî áû
èìåòü äåëî ñ êàêèì-òî îãðàíè÷åííûì ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, à íå
ñ áåñêîíå÷íûì ïðîñòðàíñòâîì R4. Ñ ýòîé öåëüþ ÷åòûðå ïàðàìåòðà a, b, c, d ïðåäñòàâèì â âèäå

a = r cos'; b = r sin '; c = � cos ; d = � sin  ; (4.2)

r , ' , � ,  � íîâûå ÷åòûðå ïàðàìåòðà, ïðè÷åì ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùí îñòè ñ÷èòàòü, ÷òî

r > 0; � > 0; � � 6 ' 6 �; � � 6  6 �:

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå (4.2) ïîçâîëèëî íåñêîëüêî ¾ ñæàòü¿ ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà
R4, õîòÿ áû ïî äâóì ïàðàìåòðàì ' è  . Óðàâíåíèÿ (4.1) òàêæå ïðåîáðàçóþòñÿ è ïðèìóò âèä

(
_x = y;

_y = � r (cos' + sin ' cosx)y � � (cos + sin  cosx) sin x:
(4.3)
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Ðèñ. 24. a > b > 0 Ðèñ. 25. 0 < a < b

Ðèñ. 26. j tg  j < 1 Ðèñ. 27. j tg  j > 1

Íà ÿçûêå ýòèõ ïàðàìåòðîâ óñëîâèå äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû â áîëüøîì (áåñêîíå÷íîñòü îòòàë-
êèâàåò,1 � ), èìååò âèä íåðàâåíñòâà

j' j <
�
2

: (4.4)

Ïðè j' j > �= 2 áåñêîíå÷íîñòü ïðèòÿãèâàåò ( 1 + ), à ïðè j' j = �= 2 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî ï åðâûé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî ðàç-
áèåíèÿ êâàäðàòà

� � 6 ' 6 �; � � 6  6 �

íà îáëàñòè îäèíàêîâîãî ïîâåäåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.

4.3. ×àñòíûå ñëó÷àè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâà ïðîñòûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.
Ïóñòü � = 0 , r 6= 0 . Òîãäà ñèñòåìà (4.3) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

y = C � r (x cos' + sin ' sinx):

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ¾ïàðàëëåëüíûå¿ ñèí óñîèäû, âûòÿíóòûå âäîëü ïðÿìîé,
íàêëîí êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ' (ðèñ. 24 è 25). Ïðè ýòîì âñå òî÷êè îñè x � òî÷êè
ïîêîÿ ñèñòåìû. Â ñëó÷àå a > b > 0 (ðèñ. 24) âñå ýòè òî÷êè óñòîé÷èâû. Â ñëó÷àå0 < a < b
(ðèñ. 25) íåêîòîðàÿ ÷àñòü òî÷åê, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå P, ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Íà ðèñ. 24
è 25 óñòîé÷èâûå òî÷êè îòìå÷åíû æèðíîé ëèíèåé, à íåóñòîé÷èâû å � êðóæî÷êàìè. Áåñêîíå÷íîñòü
èìååò îòòàëêèâàþùèé õàðàêòåð. Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ìîæíî ïð îâåñòè è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèé a.

Ïóñòü òåïåðü � 6= 0 , r = 0 . Òîãäà ñèñòåìà (4.3) ñòàíîâèòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, åå ïåðâûé èíòåãðàë

y = C + 2 � (cos cosx + sin  cos2 x):

Ïðè j tg  j < 1 ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé ïîðòðåò àíàëîãè÷åí ïîðòðåòó êëàñ ñè÷åñêîãî ôèçè-
÷åñêîãî ìàÿòíèêà (ðèñ. 26), òî÷êè ïîêîÿ � òîëüêî òî÷êè O è P.
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Ðèñ. 28 Ðèñ. 29

Ïðè j tg  j > 1, êðîìå òî÷åê ïîêîÿ O è P, ïîÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïîêîÿ Q1;2 ñåäëîâîãî òèïà. Â îá-
ëàñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñåïàðàòðèñàìè, òî÷ êè O è P ¾îêðóæåíû¿ çàìêíóòûìè
ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè, îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè çàïîëíå íà çàìêíóòûìè ôàçîâûìè òðàåêòî-
ðèÿìè (ðèñ. 27).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r > 0 è � > 0.

4.4. Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, óñòîé÷èâîñòü òî÷åê ïî-
êîÿ ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì èñõî äíûõ ïàðàìåòðîâ, ò.å. ââåäåííûìè
óãëàìè ' è  . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå òî÷êè ïîêîÿ. Êàê è ðàíüøå, òî÷êó ïîêîÿ áóäåì
îòìå÷àòü çíà÷êîì ¾ + ¿, åñëè îíà óñòîé÷èâà, çíà÷êîì ¾ � ¿, åñëè íåóñòîé÷èâà (íî íå ñåäëîâàÿ), è
çíà÷êîì ¾ � ¿, åñëè îíà ñåäëîâàÿ.

Äëÿ òî÷êè O èìååì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

cos' + sin ' > 0

cos + sin  > 0

)

) O+ ;
cos' + sin ' < 0

cos + sin  > 0

)

) O� ; cos + sin  < 0 ) O� :

Íà ðèñ. 28 èçîáðàæåíî ðàçáèåíèå êâàäðàòà � � 6 ' 6 � , � � 6  6 � íà ñîîòâåòñòâóþùèå
îáëàñòè. Æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíû ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé. Ê ðîìå òîãî, îáëàñòè îòìå÷åíû
ðàçëè÷íîé øòðèõîâêîé, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè çàêðàøåíà.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè P ïîëó÷èì:

cos' � sin ' > 0

� cos + sin  > 0

)

) P+ ;
cos' � sin ' < 0

� cos + sin  > 0

)

) P � ; � cos + sin  < 0 ) P � :

Íà ðèñ. 29 ïðåäñòàâëåíî ðàçáèåíèå òîãî æå êâàäðàòà � � 6 ' 6 � , � � 6  6 � íà ñîîòâåòñòâó-
þùèå îáëàñòè, îòìå÷åííûå ðàçëè÷íîé øòðèõîâêîé. Æèðíûìè ëè íèÿìè, êàê è ðàíüøå, âûäåëåíû
ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé.

Íàêîíåö, äëÿ òî÷êè Q, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ åå ñóùåñòâîâàíèÿ, èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíî øåíèÿ:

sin( � ' ) < 0

sin  < 0

j ctg  j 6 1

9
>=

>;
) Q+ ;

sin( � ' ) > 0

sin  < 0

j ctg  j 6 1

9
>=

>;
) Q� ;

sin  > 0

j ctg  j 6 1

)

) Q� :

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñèòóàöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 30 ñ ñîõðàíåíè åì ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèé.
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Ðèñ. 30 Ðèñ. 31

¾Ñêëàäûâàÿ¿ âñå ïîëó÷åííûå êàðòèíêè, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçá èåíèå êâàäðàòà � � 6 ' 6 � ,
� � 6  6 � íà îáëàñòè îäèíàêîâîãî êà÷åñòâà òî÷åê ïîêîÿ. Ýòî ðàçáèåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 31
ñ óêàçàíèåì õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) òî÷åê ïîêîÿ.

Êðîìå òîãî, íà ðèñ. 31 âûäåëåíà îáëàñòü j' j 6 �= 2, â êîòîðîé ñèñòåìà äèññèïàòèâíà â áîëü-
øîì ( 1 � , áåñêîíå÷íîñòü èìååò îòòàëêèâàþùèé õàðàêòåð). Âíå ýòîé îáë àñòè áåñêîíå÷íîñòü èìååò
ïðèòÿãèâàþùèé õàðàêòåð ( 1 + ). Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà, èìååòñÿ âñåãî 24 âîçìîæíûõ âàð è-
àíòà, êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àþùèõñÿ â çàâèñèìîñòè îò óñòîé÷èâ îñòè òî÷åê ïîêîÿ è ñâîéñòâà ïðèòÿ-
æåíèÿ/îòòàëêèâàíèÿ áåñêîíå÷íîñòè. Íà ðèñ. 31 õîðîøî âèäíî , êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöû
îáëàñòåé ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ïîêîÿ è ñâîé ñòâà ïðèòÿæåíèÿ/îòòàëêèâàíèÿ áåñ-
êîíå÷íîñòè. Ïðè àíàëèçå ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ìîæíî ïðîñëåäèò ü ýòó ïåðåñòðîéêó ïðè ïåðåõîäå
èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ.

Ïðåæäå ÷åì çàíèìàòüñÿ âîïðîñîì ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåò îâ, îáðàòèì âíèìàíèå åùå íà
îäíî ñâîéñòâî ¾ñèììåòðèè¿ ñèñòåìû (4.1). Ïóñòü ïðè ôèêñèðî âàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a,
b, c, d ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå x(t), y(t). Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
a, � b, � c, d ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå x(t) + � , y(t) (ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ýòèì ñâîéñòâîì
âûøå). Â íîâûõ ïàðàìåòðàõ (4.2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îäíîâð åìåííîé ñìåíå çíàêîâ ó sin ' è cos 
ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3) ñäâèãàåòñÿ íà � . Â ÷àñòíîñòè, ïðîèñõîäÿò çàìåíû O� ! P �

è P � ! O� , ãäå çíà÷êîì ¾ � ¿ îáîçíà÷åí îäèí èç ñèìâîëîâ ¾ + ¿, ¾� ¿, ¾� ¿. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ðèñ. 31 îáëàäàåò íåêîòîðîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî òî÷åê ' = 0 ,  = � �= 2 ñ òî÷íîñòüþ äî
çàìåíû O $ P. Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèììåòðèÿ èìååò ìåñòî îòíî ñèòåëüíî òî÷êè
' = 0 ,  = �= 2 ïðè  2 [0; � ] è îòíîñèòåëüíî òî÷êè ' = 0 ,  = � �= 2 ïðè  2 [� �; 0].

Ó÷èòûâàÿ ýòî ñâîéñòâî, âìåñòî êâàäðàòà � � 6 ' 6 � , � � 6  6 � äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü
åãî ¾ïîëîâèíó¿ � îáëàñòü 0 6 ' 6 � , � � 6  6 � . Òîãäà âìåñòî 24 âàðèàíòîâ îñòàåòñÿ 14.

4.5. Çàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Êàê îòìå÷àëîñü ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è, îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò çàìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó èì îòâå÷ àþò ïåðèîäè÷åñêèå àâòîðîòàöèîí-
íûå èëè àâòîêîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Áîëåå òîãî, äà æå ïðè ïîâåðõíîñòíîì àíàëèçå
ðèñ. 31 óæå âîçíèêàåò âîïðîñ î ñîñóùåñòâîâàíèè íåñêîëüêèõ à òòðàêòîðîâ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò
ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ îáëàñòè

�
' 2

�
�
2

;
3�
4

�
;  2

�
�

�
4

;
�
4

� �
;

â êîòîðîé ñîñóùåñòâóþò äâà àòòðàêòîðà: íà÷àëî êîîðäèíàò è á åñêîíå÷íîñòü (O+ ; 1 + ).
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Ðèñ. 32

Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ âîçíèêàåò è îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâîâàíè ÿ íåóñòîé÷èâûõ çàìêíóòûõ ôà-
çîâûõ òðàåêòîðèé â îáëàñòÿõ ñ íåñêîëüêèìè ñåäëîâûìè òî÷êàì è, íàïðèìåð, â îáëàñòè

�
' 2

�
�
2

;
3�
4

�
;  2

�
' � �; �

�
4

� �
;

â êîòîðîé èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ (O� ; P � ; Q� ; 1 + ).
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Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ç àìêíóòûå òðàåêòîðèè, è õàðàê-
òåðèñòèê ýòèõ òðàåêòîðèé ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííî ãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð â ïàêåòå MatLab ïðè çàäàííîé îòíîñè òåëüíîé òî÷íîñòè 10� 6. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà âðåìåíè îäèí èç êîýôôèöè åíòîâ r , � ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì
åäèíèöå, ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü ïðè � = 1 . Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ êàæ-
äîé èç ïîñòðîåííûõ îáëàñòåé (âñåõ 14 âàðèàíòîâ) íàéäåíû êðè òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
' ,  , ïðè êîòîðûõ âíóòðè îáëàñòè ïðîèñõîäÿò ïåðåñòðîéêè ôàçîâû õ ïîðòðåòîâ, â ÷àñòíîñòè,
âîçíèêàþò èëè èñ÷åçàþò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè òèïîâ C è R. Íà ðèñ. 32 (âûøåóêàçàííîé ¾ïî-
ëîâèíå¿ ðèñ. 31) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëè çà, óêàçàíû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, îòìå÷åí õàðàêòåð èõ óñòîé÷èâîñòè, î êðàøåíà îáëàñòü, â êîòîðîé ñèñòåìà
äèññèïàòèâíà â áîëüøîì.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ íà ðèñóíêàõ äëÿ ôèêñèðîâàííûõ äèàïà çîíîâ èçìåíåíèÿ  êà÷åñòâåí-
íî ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðè èçìåíåíèè ' îò 0 äî � è ïðèâåäåí êîììåíòàðèé
ê ýòîìó èçìåíåíèþ. Ïî îñè àáñöèññ äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíè ÿ âìåñòî y îòêëàäûâàåòñÿ arctg y.
Â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîñòü îòîáðàæàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì �= 2.

Ïðè  = 0 èìååì ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â ðàçäåëå 3.3 ãë. 3, õîòÿ è â íåñê îëüêî äðóãèõ îáî-
çíà÷åíèÿõ. Ïîýòîìó ñïåöèàëüíî íà íåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áó äåì, à íà÷íåì ñ ñèòóàöèè, êîãäà
çíà÷åíèÿ ýòîãî óãëà ëåæàò â äèàïàçîíå 0 < j j < �= 4.

5. Ïîëíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç îäíîé ñèñòåìû
ñ ïîçèöèîííî-âÿçêèì òðåíèåì è ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè

(êëàññèôèêàöèÿ ïîðòðåòîâ)

Â äàííîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû.

5.1. Ñëó÷àé 0 < j j < �= 4.
A. 0 < ' < �= 2. Ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè (êðîìå ñåïàðàòðèñ, âõîäÿùèõ â ñåäëîâ óþ òî÷êó P)

ñòÿãèâàþòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 33).
B. �= 2 < ' < ' � . Èç 1 � ¾ñïóñêàåòñÿ¿ öèêëR� , îòòàëêèâàþùàÿ áåñêîíå÷íîñòü 1 � ïðåâðàùà-

åòñÿ â ïðèòÿãèâàþùóþ 1 + . Áèôóðêàöèÿ àíàëîãè÷íà áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà (ðèñ. 3 4).
C. ' = ' � . Öèêë R� , îïóñêàÿñü, ëîæèòñÿ ïðè ' = ' � íà ñåïàðàòðèñû òî÷åê P, îáðàçóÿ ïåòëþ

ñåïàðàòðèñ (ðèñ. 35).
D. ' � < ' < 3�= 4. Ñ ïåòëè ñíèìàåòñÿ íåóñòîé÷èâûé öèêë C � , êîòîðûé ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà '

ñæèìàåòñÿ (ðèñ. 36).
E. 3�= 4 < ' < � . Ïðè ' = 3 �= 4 öèêë C � ñæèìàåòñÿ â òî÷êó O, ïðîèñõîäèò æåñòêàÿ ïîòåðÿ åå

óñòîé÷èâîñòè, òî÷êà O+ ïðåâðàùàåòñÿ â íåóñòîé÷èâóþ O� . Ïîñëå ýòîãî âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè
óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ. 37).

5.2. Ñëó÷àé �= 4 <  < �= 2. A. 0 < ' < �= 4. Ñîñóùåñòâóþò äâà àòòðàêòîðà. Çàêðàøåíà
îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè O. Íå çàêðàøåíà îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè P (ðèñ. 38).

B. �= 4 < ' < ' �
1. Ïðè ' = �= 4 òî÷êà P+ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ñ íåå ¾ñíèìàåòñÿ¿ óñòîé÷èâûé

öèêë C+ (ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè òî÷êè PO). Ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà
(ðèñ. 39).

C. ' = ' �
1. Ýòîò öèêë ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ' è ïðè ' = ' �

1 âîêðóã íåóñòîé÷èâîé òî÷êè P �

îáðàçóåòñÿ ïåòëÿ ñåïàðàòðèñ. Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå âíóòðåíí îñòè óêàçàííîé ïåòëè è ñåïàðàòðèñ,
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè (ðèñ. 40).

D. ' �
1 < ' < �= 2. Ïåòëÿ ðàñïàäàåòñÿ, è âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå âõîäÿùèõ â òî÷êó Q ñåïàðàòðèñ,

ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè O (ðèñ. 41).
E. �= 2 < ' < ' �

2. Èç áåñêîíå÷íîñòè ñïóñêàåòñÿ íåóñòîé÷èâûé öèêë R� . Îòòàëêèâàþùàÿ áåñêî-
íå÷íîñòü 1 � ñòàíîâèòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé 1 + . Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè O � ìåæäó äâóìÿ R�

(ðèñ. 42).
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Ðèñ. 33 Ðèñ. 34

Ðèñ. 35 Ðèñ. 36

Ðèñ. 37

Ðèñ. 38 Ðèñ. 39

F. ' = ' �
2. Öèêë R� , îïóñêàÿñü, ¾ñàäèòñÿ¿ íà ñåïàðàòðèñû òî÷åêQ, îáðàçîâàâ ïåòëþ, îõâàòû-

âàþùóþ ôàçîâûé öèëèíäð. Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè O çàêðàøåíà (ðèñ. 43).
G. ' �

2 < ' < ' �
3. Öèêë R� èñ÷åçàåò. Âîêðóã òî÷åêP îáðàçóþòñÿ ñïèðàëüíûå ¾õâîñòèêè¿

îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê O (ðèñ. 44).



ÌÀßÒÍÈÊÎÂÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÅÉ 105

Ðèñ. 40 Ðèñ. 41

Ðèñ. 42 Ðèñ. 43

Ðèñ. 44 Ðèñ. 45

H. ' = ' �
3. Ñ ðîñòîì ' ýòè õâîñòèêè èñòîí÷àþòñÿ, è ïðè ' = ' �

3 èñ÷åçàþò âîâñå. Ïðè ýòîì
îáðàçóåòñÿ ïåòëÿ ñåïàðàòðèñ âîêðóã òî÷êèO, ìåæäó òî÷êàìè Q (ðèñ. 45).

I. ' �
3 < ' < 3�= 4. Ýòà ïåòëÿ ïðè óâåëè÷åíèè ' ïîðîæäàåò íåóñòîé÷èâûé öèêë C � , êîòîðûé

ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ' ñæèìàåòñÿ (ðèñ. 46).
J. 3�= 4 < ' < � . Ïðè ' = 3 �= 4 ïðîèñõîäèò æåñòêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè òî÷êè O. Ïîñëå ýòîãî

âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ. 47).

5.3. Ñëó÷àé 3�= 4 6 j j < � . A. 0 < ' < �= 4. Åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð � òî÷êà P. Âñå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñòÿãèâàþòñÿ ê ýòîé òî÷êå. Ñ ðîñòîì ' ñõîäèìîñòü ê ýòîé òî÷êå çàìåäëÿåòñÿ
(ðèñ. 48).
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Ðèñ. 46 Ðèñ. 47

Ðèñ. 48 Ðèñ. 49

B. �= 4 < ' < ' � . Ïðè ' = �= 4 ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ Õîïôà: ñ óñòîé÷èâîé òî÷êè P+

ñíèìàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë C+ , à òî÷êà P ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ñòÿãèâàþòñÿ ê ýòîìó öèêëó (ðèñ. 49).

C. ' = ' � . Ñ óâåëè÷åíèåì ' öèêë ðàñøèðÿåòñÿ, è ïðè ' = ' � îí ñàäèòñÿ íà ñåïàðàòðèñû
ñåäëîâîé òî÷êè O, îáðàçóÿ ïðèòÿãèâàþùèå ïåòëè, îõâàòûâàþùèå ôàçîâûé öèëèí äð (ðèñ. 50).

Ðèñ. 50 Ðèñ. 51

D. ' � < ' < �= 2. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ' ñ ýòèõ ïåòåëü ñíèìàþòñÿ äâà ñèììåòðè÷-
íûõ óñòîé÷èâûõ öèêëà R+ (ïîêàçàí òîëüêî îäèí), êîòîðûå ðàçäâèãàþòñÿ ñ ðîñòîì ' . Ïî÷òè âñå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñòÿãèâàþòñÿ ê îäíîìó èç öèêëîâ R+ (ðèñ. 51).

E. �= 2 < ' < � . Ïðè ' = �= 2 ýòè öèêëû óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü, òàê ÷òî îíà ïðåâðàùàåòñÿ â
ïðèòÿãèâàþùóþ 1 + . Ñ óâåëè÷åíèåì ' âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ. 52).
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Ðèñ. 52

6. Ïîëíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç îäíîé ñèñòåìû ñ ïîçèöèîíí î-âÿçêèì
òðåíèåì è ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè (êëàññèôèêàöèÿ ïîðòðåòîâ) . Ïðîäîëæåíèå

Â äàííîé ãëàâå ïðîäîëæàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåò îâ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû.

6.1. Ñëó÷àé � �= 2 6 j j < � �= 4. A. 0 < ' < �= 2. Äâå óñòîé÷èâûõ òî÷êè, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ
îäíîé èç íèõ çàêðàøåíà. Âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñòÿãèâàþòñÿ ê îäíîé èëè äðóãîé (ðèñ. 53).

Ðèñ. 53 Ðèñ. 54

B. �= 4 < ' < ' �
1. Èç ¾ñïóñêàåòñÿ¿ öèêëR� , è îòòàëêèâàþùàÿ áåñêîíå÷íîñòü 1 � ïðåâðàùàåòñÿ

â ïðèòÿãèâàþùóþ 1 + . Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ðàçäåëó 5.1 ãëàâû 5 (ðèñ. 54).
C. ' = ' �

1. Öèêë R� , îïóñêàÿñü, ëîæèòñÿ, â êîíöå êîíöîâ, ïðè ' = ' �
1 íà ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ

òî÷åê P, îáðàçóÿ ïåòëþ, îõâàòûâàþùóþ ôàçîâûé öèëèíäð (ðèñ. 55).

Ðèñ. 55 Ðèñ. 56
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D. ' �
1 < ' < � +  . Ñ ïåòëè ñíèìàåòñÿ íåóñòîé÷èâûé öèêë C � , êîòîðûé ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà

' ñæèìàåòñÿ. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ëåæàùèå ñíàðóæè ýòîãî öèêëà, óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ.
56).

E. � +  < ' < ' �
2. Ïðè  = � +  óñòîé÷èâûå òî÷êè Q+ ïîðîæäàþò óñòîé÷èâûå öèêëû C+ è

ïðåâðàùàþòñÿ â íåóñòîé÷èâûå òî÷êè Q� (áèôóðêàöèÿ Õîïôà). Ñ ðîñòîì ' öèêëû C+ ðàñòóò, à
öèêë C � ñæèìàåòñÿ (ðèñ. 57).

Ðèñ. 57 Ðèñ. 58

F. ' = ' �
2. Â ñëó÷àå íåîáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè íåêîòîðîì ' = ' �

2 ýòè öèêëû ñîâïàäàþò ñ
ñåïàðàòðèñàìè, êàê íà ðèñóíêå 1 (ðèñ. 58).

G. ' �
2 < ' < � . Öèêëû èñ÷åçëè, è âñå òðàåêòîðèè ñòàëè óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ. 59).

Ðèñ. 59

6.2. Ñëó÷àé � 3�= 4 6  < � �= 2. A. 0 < ' < ' �
1. Èìåþòñÿ äâå óñòîé÷èâûå òî÷êè ïîêîÿ. Îá-

ëàñòü ïðèòÿæåíèÿ îäíîé èç íèõ çàêðàøåíà. Âñå ôàçîâûå òðàåêòî ðèè ñòÿãèâàþòñÿ ê ýòèì òî÷êàì
(ðèñ. 60).

B. ' = ' �
1. Ñ ðîñòîì ' ¾õâîñòû¿ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ èñòîí÷àþòñÿ, è ïðè ' = ' �

1 < �= 2 êàæ-
äàÿ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ (îáå çàêðàøåíû) ïðåâðàùàþòñÿ âî âíó òðåííîñòü ïåòëè, îáðàçîâàííîé
ñåïàðàòðèñàìè òî÷êè O (ðèñ. 61).

C. ' �
1 < ' < � +  . Ïðè óâåëè÷åíèè ' â ñëó÷àå íåîáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòè ïåòëè ðàñïàäàþòñÿ

íà ðàñøèðÿþùèéñÿ óñòîé÷èâûé öèêë C+ è ïàðó ñæèìàþùèõñÿ íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ C � . Ñì.
ïðèìå÷àíèå â ðàçäåëå 6.1 ãëàâû 6 (ðèñ. 62).

D. � +  < ' < ' �
2. Ïðè ' = � +  öèêëû C � ñæèìàþòñÿ â òî÷êè Q, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ

íåóñòîé÷èâûìè (áèôóðêàöèÿ Õîïôà). Âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñ òÿãèâàþòñÿ ê åäèíñòâåííîìó
àòòðàêòîðó � óñòîé÷èâîìó öèêëó C+ (ðèñ. 63).

E. ' = ' �
2. Ñ ðîñòîì ' ýòîò öèêë ðàñøèðÿåòñÿ è ïðè íåêîòîðîì ' = ' �

2 ñëèâàåòñÿ ñ ñåïàðàòðè-
ñàìè òî÷åê P, îáðàçóÿ ïåòëè, îõâàòûâàþùèå ôàçîâûé öèëèíäð (ðèñ. 64).

1Â îáùåì ñëó÷àå ñîâïàäåíèå ïðîèñõîäèò ïîýòàïíî: ñíà÷àëà öèê ëû C+ ñ ñåïàðàòðèñàìè, çàòåì ñ öèêëîì C � èëè
íàîáîðîò. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñíàðóæè C � óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü.



ÌÀßÒÍÈÊÎÂÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÅÉ 109

Ðèñ. 60 Ðèñ. 61

Ðèñ. 62 Ðèñ. 63

Ðèñ. 64 Ðèñ. 65

F. ' �
2 < ' < �= 2. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ' ñ ýòîé ïåòëè ñíèìàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë R+ ,

êîòîðûé ñ ðîñòîì ' ïîäíèìàåòñÿ è óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü ïðè ' = �= 2 (ðèñ. 65).
G. �= 2 < ' < � . Ïðè ' > �= 2 âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (ïîëîæèòåëü íóþ

èëè îòðèöàòåëüíóþ) (ðèñ. 66).
Ðàçäåë 5.3 ãëàâû 5 ïðè3�= 4 6 j j < � â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ àíòèïîäîì ðàçäåëó 5.1

ãëàâû 5 ïðè 0 < j j < �= 4: ìåíÿþòñÿ òî÷êè O è P ìåñòàìè, èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé
õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè öèêëîâ. Èíà÷å îáñòîèò äåëî äëÿ çíà÷å íèé j j îêîëî �= 2 (ñì. ðàçäåëû 5.2
ãëàâû 5 è 6.2 ãëàâû 6).

Â ïðèâåäåííûõ ðàçäåëàõ îòñóòñòâóåò äèàïàçîí �= 2 <  < 3�= 4. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ýòèõ
çíà÷åíèÿõ  êàðòèíà ýâîëþöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ àíàëîãè÷íà òîé, êîòîðà ÿ ïðåäñòàâëåíà â ðàç-
äåëå 5.2 ãëàâû 5 äëÿ�= 4 <  < �= 2, íåêîòîðûå íåñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ â äîñòàòî÷íîé ñòåïåí è
íàãëÿäíîñòè îòðàæåíû íà ðèñ. 30.
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Ðèñ. 66

6.3. Çàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ âûçûâà-
þò çàìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, êàê òèïà C (öèêëû, ðàñïîëîæåííûå íà ðàçâåðòêå ôàçîâîãî
öèëèíäðà), òàê è òèïà R (öèêëû, îõâàòûâàþùèå ôàçîâûé öèëèíäð). Èç ðèñ. 30 âèäíî, ÷ò î ïðè
ñìåíå ñâîéñòâà ïðèòÿæåíèÿ/îòòàëêèâàíèÿ áåñêîíå÷íîñòè (ñ ìåíå çíàêà êîýôôèöèåíòà a â óðàâ-
íåíèè (4.1)) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç çíà÷åíè å j j = �= 2 âîçíèêàåò öèêë òèïà R.
Â ïîëîñàõ j j < �= 4 è 3�= 4 < j j < � ïðè èçìåíåíèè ' âäîëü ïðÿìûõ  = const íàáëþäàåòñÿ
ïåðåõîä îò öèêëà R ê öèêëó C. Îí ïðîèñõîäèò îäíèì è òåì æå ñïîñîáîì: ÷åðåç îáðàçîâàíèå
ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê âîêðóã òî÷êè ïîêîÿ. Ðàññìî òðèì ýòîò âîïðîñ áîëåå ïîäðîáíî.
Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðî â óäàåòñÿ íàéòè àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé óê àçàííîìó ïåðåõîäó.

Èñêîìàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, îòâå÷àþùàÿ ïåðåõîäó îò öèêëà R ê öèêëó C (èëè íàîáîðîò),
êà÷åñòâåííî ïðåäñòàâëåíà â ðàçäåëå 5.3 ãëàâû 5 (ïðè ' = ' � ), ðàçäåëå 6.1 ãëàâû 6 (ïðè ' =
' �

1), ðàçäåëå 6.2 ãëàâû 6 (ïðè ' = ' �
2). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè áóäåì èñêàòü

óðàâíåíèå ¾ïåðåõîäíîé¿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè â âèäå

yR (x) = A cos
x
2

� B sinx: (6.1)

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, yR (� � ) = yR (� ) = 0 , è ôóíêöèÿ (6.1) îáðàçóåò ïåòëþ âîêðóã òî÷êè O. Êðî-
ìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì ò ðåáîâàíèÿì y0

R (� � ) > 0; y0
R(� ) <

0, îòêóäà ñëåäóåò îäíî èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íà èñêîìûå ïàðà ìåòðû A è B :

A > 2jB j:

Èç ñèñòåìû (4.1) ñëåäóåò óðàâíåíèå

yy0+ ( a + bcosx)y + ( c + dcosx) sin x = 0 :

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (6.1) â ýòî óðàâíåíèå è ïðèðàâíèâàÿ íó ëþ ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû
ïðè ÷åòûðåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ( cosx, sinx, cos 3x=2, sin 2x, äðóãèõ ôóíêöèé òàì
íåò), ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíè é

8
>>>><

>>>>:

B � 4a � 2b = 0 ;

A2 + 4aB � 4c = 0 ;

3B � 2b = 0 ;

B 2 � bB + d = 0 :

Îíà ñîäåðæèò äâà èñêîìûõ êîýôôèöèåíòà A; B è ïàðàìåòðû ñàìîãî óðàâíåíèÿ (4.1). Èç ýòèõ
óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ A > 2jB j óäàåòñÿ âûðàçèòü â ÿâíîé ôîðìå äâà èñêîìûõ êîýôôè-
öèåíòà A; B è äâà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè óðàâíåíèÿ ÷åðåç ïàðàìå òðû a è c:

A = 2
p

c + 2a2; B = � a; b= � 3a; d = 2a2 (6.2)

ïðè åäèíñòâåííîì óñëîâèè c > � 2ajaj.
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èñêîìîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè, îïèñ ûâàþùåé ïåðåõîä ìåæäó öèêëà-
ìè R è C, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé c > � 2ajaj, b = � 3a, d = 2a2 èìååò âèä

yR(x) = 2
p

c + 2a2 cos
x
2

+ 2asinx: (6.3)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü íàéäåíî è óðàâíåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè, îïèñûâàþùåé
ïåðåõîä ìåæäó öèêëàìè R è C â ïîëîñå � 3�= 4 <  < � �= 4.

sectionÄîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû
Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñèñòåìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè

ñëó÷àÿìè ñèñòåìû (4.1). Â ýòîì ðàçäåëå îòìåòèì åùå äâå ïîäîá íûå ñèñòåìû.

6.4. Êîëåáàíèÿ òåëà ñ ïëîñêèì òîðöîì. Â [22] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ òåëà ñ
ïëîñêèì òîðöîì â óñëîâèÿõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ. Ïðè îïðåäåë åííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à ñâîäèëàñü
ê óðàâíåíèÿì (çäåñü ââåäåíû íåñêîëüêî èíûå îáîçíà÷åíèÿ, ÷å ì â öèòèðóåìîé ðàáîòå)

(
_x = y � bsinx;

_y = � ay � dsinx cosx;
(6.4)

ãäåx � óãîë àòàêè (óãîë ìåæäó ñêîðîñòüþ íàáåãàþùåãî ïîòîêà è íîðì àëüþ ê ïëîñêîñòè òîðöà),
y � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà. Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ óðàâíåíèÿõ èìåå òñÿ âñåãî òðè ïàðàìåòðà, à íå
÷åòûðå, êàê â îáùåì ñëó÷àå.

Óðàâíåíèÿ (6.4) ëåãêî ïðèâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
(

_x = z;

_z = � (a + bcosx)z � (ab+ dcosx) sin x;

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå z = y � bsinx, êîòîðàÿ èìååò âèä ñèñòåìû (4.1), åñëè òàì ïîëîæèòü

c = ab:

Ýòî óñëîâèå â ïàðàìåòðàõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà èìååò âèä

cos =
r 2

�
sin ' cos': (6.5)

Âûøå óæå îòìå÷àëàñü ðîëü ïàðàìåòðà r 2=� , îáîçíà÷èì åãî áóêâîé p. Îí ìîæåò ïðèíèìàòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Íà ðèñ. 67 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì (6. 5) â ïëîñêîñòè ';  (òî÷íåå, â
îáëàñòè f 0 6 ' 6 �; � � 6  6 � g) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòîò ðèñóíîê ñ ðèñ.
32, âèäèì, ÷òî öèêëû òèïà R ïðè óñëîâèè (6.5) âîîáùå íå ñóùåñòâóþò íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ õ p.
À âîò öèêëû òèïà C ìîãóò ñóùåñòâîâàòü: â îáëàñòè f �= 4 < ' < ' �

1; �= 4 <  < �= 2g � öèêë C+ ,
ãäå ñèñòåìà äèññèïàòèâíà â áîëüøîì, è â îáëàñòè f ' �

1 < ' < 3�= 4; �= 2 <  < 3�= 4g � öèêë C � ,
ñèñòåìà â áîëüøîì àíòèäèññèïàòèâíà, à çíà÷åíèÿ ' �

1 ñîîòâåòñòâóþò äèàïàçîíàì èçìåíåíèÿ  (ñì.
ðàçäåëû âûøå).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî àâòîðîòàöè îííûõ ðåæèìîâ â èñõîäíîé ñèñòå-
ìå (6.4) íå ñóùåñòâóåò, à àâòîêîëåáàòåëüíûå ìîãóò ñóùåñòâî âàòü â ñðàâíèòåëüíî óçêîì äèàïàçîíå
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Íåòðóäíî îïðåäåëèòü è äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðûõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü àâ-
òîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå p, ó÷èòûâàÿ ðèñ. 32 è 67, î÷åâèäíî,
îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé ' = �= 4;  = �= 4. Ñëåäîâàòåëüíî, àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ìîãóò ñóùå-
ñòâîâàòü òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé p, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó p 2 (0;

p
2).
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Ðèñ. 67

6.5. Äåòàëüíûé àíàëèç. Ïðè ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿ òíèêà
ñ ïëàñòèíêîé âäîëü äåðæàâêè èñïîëüçîâàëèñü ãèïîòåçà êâàçè ñòàöèîíàðíîñòè îáòåêàíèÿ è êîí-
öåïöèÿ ìãíîâåííîãî óãëà àòàêè [13, 10, 12]. Õàðàêòåðíîé îñî áåííîñòüþ ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ
íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ âèäà a + bcosx â àíàëèòè÷åñêîé çàïèñè ìîìåíòà f (x; y) â (2.1). Îòîáðàçèì
ýòó îñîáåííîñòü â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (4.1).

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (4.4), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìåþò ìåñ òî ðàâåíñòâà

cos' = cos  ; sin ' = sin  :

Îòñþäà ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî òî÷åê â êâàäðàòå � � 6 ' 6 �; � � 6  6 � , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ýòèì ðàâåíñòâàì; îíî ñîñòîèò èç îòðåçêà ïðÿìîé

 = '; � � < ' < �; (6.6)

è äâóõ òî÷åê

 = � ' = �
�
2

: (6.7)

Ïðè ýòîì ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.3) ïðè ïîäõîäÿùåé çàìåíå âðåì åíè ïðèìåò âèä
(

_x = y;

_y = � (cos' + sin ' cosx)(sy + sin x);
(6.8)

ãäå ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð s = r=
p

� íå âëèÿåò íà ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ïîêîÿ è õàðàêòåð èõ
óñòîé÷èâîñòè (î÷åâèäíî ñîîòíîøåíèå s =

p
p). Ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âëèÿíèè ïàðàìåòðà ' .
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òî÷êè j j = j' j = �= 2. Âî âñåõ ýòèõ ÷åòûðåõ òî÷êàõ óðàâíåíèÿ (6.8)
ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

(
_x = y;

_y = � cosx(sy + k sinx);
(6.9)

ãäåk ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ � 1 íåçàâèñèìî îò çíàêà ïåðåä ñêîáêîé. Ïî ñòðóêòóðå âñå ÷åòûðå
óðàâíåíèÿ (6.9) ñîâïàäàþò ñ ðàññìîòðåííûì âûøå óðàâíåíèåì (2.3). Â ñèëó ñâîéñòâ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (6.9) ñèììåòðè÷íû îòíîñè òåëüíî ïðÿìîé x = �= 2, è ïîýòîìó
íèêàêèõ öèêëîâ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ( j j = j' j = �= 2) íåò.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ òî÷åê îòðåçêà (6.6). Èç ðèñ. 32 âèäíî, ÷òî è äëÿ ýòèõ òî÷åê
öèêëû íà ôàçîâîì ïîðòðåòå îòñóòñòâóþò. Ïðè÷åì äëÿ îòðåçêîâ

 = '; ' 2 (� �; � 3�= 4) [ (� �= 4; � )

èç ðèñ. 32 ÿñåí è õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ïîêîÿ. Íå ÿñåí õ àðàêòåð óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ïîêîÿ
äëÿ îòðåçêà

 = '; ' 2 (� 3�= 4; � �= 4)

(ñëåâà îò ýòîãî îòðåçêà òî÷êè Q íåóñòîé÷èâû, à ñïðàâà � óñòîé÷èâû). Òàêèì îáðàçîì, âäîëü
îòðåçêà

 = '; � � < ' < �

èìååì ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ïîêîÿ è õàðàêòåðà èõ óñòîé÷èâîñò è, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 68.

Ðèñ. 68

Çäåñü ÷åðåçQ? îáîçíà÷åíà òî÷êà Q ñ íåèçâåñòíûì õàðàêòåðîì óñòîé÷èâîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì, òàê ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà åå óñòî é÷è-
âîñòè íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, óðàâíåíèÿ, ñ îäåðæàùèå âòîðîé ïîðÿäîê îòêëîíå-
íèé îò òî÷êè Q. Ìîæíî ïîêàçàòü, ïðèìåíÿÿ ìåòîäèêó Ìàëêèíà (ñì. [14]) ê óðà âíåíèÿì âòîðîãî
ïðèáëèæåíèÿ (îïóñêàÿ âûêëàäêè èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè), ÷òî òî÷êà Q â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì.

6.6. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ: ñèñòåìû, çàâèñÿùèå îò ôóíêöèîíàëü íûõ êëàññîâ. Âûøå,
à òàêæå â [23], ïðîâåäåíî ïîëíîå èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (2.4) íà ôàçîâîì öèëèí-
äðå. Ñèñòåìà (2.4) îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâà ôóíêö èé � è èìååò ôàçîâûé ïîðòðåò,
íå ìåíÿþùèé ñâîåãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ïðè âàðüèðîâàíèè ô óíêöèè F âäîëü âñåãî êëàññà�
(ðèñ. 15).

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñèñòåìà âèäà (2.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà è ç ñèñòåìû äèíàìè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà ïóòåì ð åäóêöèè ê ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà
íà ôàçîâîì öèëèíäðå, ïðè ýòîì " = 1 , ïåðåìåííàÿ x èìååò ñìûñë óãëà àòàêè ïðè äâèæåíèè ñâî-
áîäíîãî òåëà, à ïåðåìåííàÿ y � óãëîâîé ñêîðîñòè.

Òàêæå ñèñòåìà âèäà (2.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ âò îðîãî ïîðÿäêà äëÿ çàêðåïëåí-
íîãî òâåðäîãî òåëà, ïðè ýòîì " = � 1, ïåðåìåííàÿ x èìååò ñìûñë óãëà îòêëîíåíèÿ ïðè äâèæåíèè
çàêðåïëåííîãî òåëà, à ïåðåìåííàÿ y � óãëîâîé ñêîðîñòè [10, 12, 21, 22].
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6.6.1. Íåñîõðàíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ îáùåé ñèñòåìû. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùóþ ñèñòåìó, ÷åì ñèñòåìà (2.4), à èìå ííî,

8
<

:
_x = y + A1

F (x)
cosx

;

_y = A2F (x) � hy; A1 > 0; A2 < 0;
(6.10)

íà ôàçîâîì öèëèíäðå
S1 � R1 = f (x; y) 2 R2 : x mod 2� g;

â ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîé âõîäèò ôóíêöèÿ F (x), ïðîáåãàþùàÿ ôóíêöèîíàëüíûé êëàññ � (ñì. ðàç-
äåë 2.5.3 ãëàâû 2). Ñèñòåìà (6.10) áûëà èçó÷åíà â çàäà÷å î ïëîñêîïàðàëëåëüíîì äâèæåíèè òâåð-
äîãî òåëà ñ ïåðåäíèì ïëîñêèì òîðöîì â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåä å ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé ñèëû è
äîïîëíèòåëüíîãî äåìïôèðîâàíèÿ ñî ñòîðîíû ñðåäû (ñì. [2, 4, 7]).

Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå íàì îïÿòü ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü äèíà ìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïðåäåëåí-
íóþ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïðîâåäåíè å êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà.

Ñèñòåìà (6.10) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:
8
<

:

_x = u;

_u = A2F (x) + u
d

dx
g(x) � h(u � g(x)) ;

(6.11)

ãäå ïî-ïðåæíåìó

g(x) = A1
F (x)
cosx

(6.12)

� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.6) ( F (x) = AB sinx cosx � ôóíêöèÿ òèïà ôóíêöèé

×àïëûãèíà [20, 19]) ñèñòåìà (6.11) ïðèìåò âèä àíàëèòè÷åñêî é ñèñòåìû
(

_x = u;

_u = � AB sinx cosx + ABu cosx � hu + hAB sinx;
(6.13)

è ïðè A1 = 1 , A2 = � 1, a = h, b = � AB , c = � hAB , d = AB , u $ y ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (4.1).
Ñèñòåìà ÷àñòíîãî âèäà (2.9) ñîõðàíÿåò âñå òîïîëîãè÷åñêèå î ñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ôàçîâîãî

ïîðòðåòà îáùåé ñèñòåìû (2.7). À âîò ñèñòåìà (6.13) íå îáëàäà åò òàêèì ñâîéñòâîì ïî îòíîøå-
íèþ ê ñèñòåìå (6.10) [21, 23] ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Ïðîñòðàí ñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé ñèñòåì âèäà
(6.10) äåëèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, íà äâà êëàññà, â êàæäîì èç êî òîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé
ïîðòðåò èìååò îïðåäåëåííûé òèï. Ïî ìåðå èññëåäîâàíèÿ ñèñòå ìû (6.10) áóäåò óêàçàíî, äëÿ êàêèõ
ôóíêöèé F 2 � ïðîâîäèòñÿ êà÷åñòâåííûé àíàëèç.

6.6.2. Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû. Ïðîâåäåì êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (6.10) íà
ôàçîâîì öèëèíäðå.

Ìíîæåñòâî òî÷åê ïîêîÿ ñèñòåìû (6.10) ðàçáèâàåòñÿ íà ñëåäóþ ùèå ÷àñòè.
Ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëîñ íà ïëîñêîñòè

� (x1 ;x2) = f (x; y) 2 R2 : x1 < x < x 2g;

ïðè ýòîì
� (� �= 2;�= 2) = � ; � (�= 2;3�= 2) = � 0:

Â ïîëîñå � (èëè � 0) ñóùåñòâóþò èçîëèðîâàííûå òî÷êè ïîêîÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû

f x = 0 mod �; y = 0g:

Ó ñèñòåìû (6.10) òàêæå ñóùåñòâóþò òî÷êè ïîêîÿ
�

� arccos
�

� A1h
A2

�
; �

A2

h
F

�
arccos

�
� A1h

A2

���
(6.14)
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åñëè è òîëüêî åñëè

0 < h < �
A2

A1
:

Ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ îíè ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü â ïîë îñå � .
Åñëè è òîëüêî åñëè

A2

A1
< h < 0;

òî, â ñâîþ î÷åðåäü, òî÷êè ïîêîÿ (6.14) ïîÿâëÿþòñÿ â ïîëîñå � 0 (è òîëüêî â íåé).

6.6.3. Ñèììåòðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû íà ôàçîâîì öèëèíä ðå êâàçèñêîðîñòåé. Âåêòîðíîå
ïîëå ñèñòåìû (6.10) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè âèäàìè ñèììåòðèé:

1) öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé; òàêàÿ ñèììåòðèÿ âîçëå òî÷åê (�k; 0); k 2 Z, âîçíèêàåò ïî ïðè÷èíå
òîãî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû â êîîðäèíàòàõ (x; y) ìåíÿåò çíàê ïðè çàìåíå

�
�k � x

� y

�
)

�
�k + x

y

�
;

2) íåêîòîðîé ðàñøèðåííîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé; òàêàÿ ñèì ìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå S1f x mod
2� g � R2f y; hg îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé

f (x; y; h) 2 R3 : x =
�
2

+ �i; i 2 Zg

âîçíèêàåò ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî x-ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû â êîîðäèíàòàõ
(x; y) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå

0

@
�= 2 + �i � x

y
� h

1

A )

0

@
�= 2 + �i + x

y
h

1

A ;

à y-ñîñòàâëÿþùàÿ ìåíÿåò çíàê.

Ñëåäñòâèåì íåêîòîðîé ðàñøèðåííîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé ÿ âëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ çåðêàëüíàÿ
ñèììåòðèÿ íåêîòîðàÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (2.4) íà ôàçîâîì öèëèíäðå
êâàçèñêîðîñòåé, åñëè è òîëüêî åñëè â ñèñòåìå (6.10) ïîëîæèòü h = 0 .

6.6.4. Çàìå÷àíèÿ îá èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû. Ó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïðè íåêîòîðûõ
óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò ïðèòÿãèâàþùèå è îòòàëêèâàþùèå íå òîëü êî òî÷êè ïîêîÿ, íî è ïðåäåëüíûå
öèêëû. Òàêèì îáðàçîì (ñì. òàêæå [21, 23]), ó ñèñòåìû (6.10) å ñëè è ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë
íà âñåì ôàçîâîì öèëèíäðå, òî îí ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé íå òîëüêî â îòòàëêèâàþùèõ è
ïðèòÿãèâàþùèõ òî÷êàõ, íî è íà öåëûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ.

Â äàííîé ðàáîòå âîïðîñû èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåì ÷åðåç êîíå÷ íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé ïîäðîáíî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

6.7. Òîïîëîãè÷åñêîå ñòðîåíèå òèïè÷íûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå,
â îòëè÷èå îò ñèñòåìû (2.4), ñèñòåìà (6.10) ïðè ôèêñèðîâàííî ì çíà÷åíèè h 6= 0 ïðè ðàçíûõ ôóíê-
öèÿõ F 2 � ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûé òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñâîåãî ôàçîâîãî ï îðòðåòà. Ðàçëè÷èÿ â
òîïîëîãè÷åñêèõ òèïàõ ïîðòðåòîâ íà öèëèíäðå ìîãóò ïîÿâëÿòü ñÿ ïðè óñëîâèè, åñëè

F
000

1 (0) + 3 F
0

1(0) > 0

äëÿ ïîðòðåòà ñèñòåìû (6.10) ñ îäíîé ôóíêöèåé F = F1(x) 2 � (ðîæäàåòñÿ íåóñòîé÷èâûé öèêë
ïðè h > A 1F 0(0)) è åñëè

F
000

2 (0) + 3 F
0

2(0) < 0

äëÿ ïîðòðåòà ñèñòåìû (6.10) ñ äðóãîé ôóíêöèåé F = F2(x) 2 � (ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë ïðè
h < A 1F 0(0)) . Â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî êîíêðåòíî âûäåëÿòü òîò ïîäêëàñ ñ ôóíêöèé èç êëàññà
� , äëÿ êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ôàçîâûõ ïîðò ðåòîâ ñèñòåì, îïðåäåëÿåìûõ ñ
ïîìîùüþ òàêîãî ïîäêëàññà.
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6.7.1. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïîêîÿ ñèñòåìû. Ïðîâåäåì òèïè÷íóþ òîïîëîãè÷å-
ñêóþ êëàññèôèêàöèþ îñîáûõ òî÷åê (0; 0) è (�; 0) ñèñòåìû (6.10) äëÿ ôóíêöèè òèïà ôóíêöèé
×àïëûãèíà (2.6) íà öèëèíäðå, ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå äàëåå ñî îòíîøåíèÿ íà ïîñòîÿííûå A1 è A2

äëÿ íåå îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ñèñòåìû ( 6.10) çàìåíîé A1 íà A1F 0(0) è
A2 íà A2F 0(0).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ñèñòåìû (6.10) ïðè óñëîâèè (2.6), ëèíåàðèçîâàííîé âîçëå òî÷êè
(0; 0), èìåþò âèä:

� 1;2 =
1
2

(A1 � h � [(h1 + A1)2 + 4A2]1=2);

à áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïîñòîÿííû õ:
�

A1; �
A2

A1
; � A1 + 2

p
� A2; � A1 � 2

p
� A2

�
:

Äëÿ òî÷êè (�; 0) èìååì àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïðè çàìåíå A1 íà � A1.
Òî÷êè ïîêîÿ (6.14) ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè äëÿ ëþáîãî

h 2
�

A2

A1
; �

A2

A1

�
:

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (6 .10) îáùåãî âèäà îòëè÷àþòñÿ
îò ïðåäûäóùèõ íåíóëåâîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé (ò. å. A1;2 7! A1;2F 0(0)).

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷ åíèÿ è àááðåâèàòóðû:

� =
A2

A1
; � �

+ = A1 � 2
p

� A2; � �
� = � A1 � 2

p
� A2;

ïðè ýòîì, êàê è â äðóãèõ ìåñòàõ ðàáîòû, Ñ � ñåäëî, ÓÓ � óñòîé÷èâ ûé óçåë, ÍÓ � íåóñòîé÷èâûé
óçåë, ÓÔ � óñòîé÷èâûé ôîêóñ, ÍÔ � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ, ÓÖ � óñò îé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë,
ÍÖ � íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, ÔÏ � ôàçîâûé ïîðòðåò.

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïîêîÿ (0; 0) è (�; 0) ïðèâåäåíà â òàáëèöàõ 1�4 è ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì
÷åòûðåì ñëó÷àÿì:

Ñëó÷àé 1 (òàáë. 1):

� < � �
� < � �

+ < � A1 < 0 < A 1 < � +
� < � +

+ < � �:

Ñëó÷àé 2 (òàáë. 2):

� �
� < � < � �

+ < � A1 < 0 < A 1 < � +
� < � � < � +

+ :

Ñëó÷àé 3 (òàáë. 3):

� �
� < � A1 < � < � �

+ < 0 < � +
� < � � < A 1 < � +

+ :

Ñëó÷àé 4 (òàáë. 4):

� �
� < � A1 < � +

� < � < 0 < � � < � �
+ < A 1 < � +

+ :

Íà ðèñ. 69�76 íà ôàçîâûõ ïîðòðåòàõ âìåñòî ñèìâîëîâ � , 
 ñëåäóåò ïîíèìàòü ïåðåìåííûå x,
y ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, íà ýòèõ ðèñóíêàõ ïîëîæåíèÿ ðàâ íîâåñèÿ, ëåæàùèå íà îñè àáöèññ,
èìåþò êîîðäèíàòû (� �; 0).

6.7.2. Î òðàåêòîðèÿõ, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ó ñèñòåìû âèäà
(6.10) ïðè ëþáîì h 2 R íå ñóùåñòâóåò ôàçîâîé òðàåêòîðèè, èìåþùåé ãîðèçîíòàëüíóþ èëè âåð-
òèêàëüíóþ àñèìïòîòû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè â îêðåñòíîñòè áåñ êîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè [21, 23].

Ëåììà 6.1. Ó ñèñòåìû (6.10) äëÿ ëþáîãî h 6= 0 ñóùåñòâóþò òðàåêòîðèè, óõîäÿùèå íà áåñ-
êîíå÷íîñòü è ñòðåìÿùèåñÿ ê íåêîòîðûì ïðÿìûì ñåìåéñòâà, çàä àâàåìîãî ëèíåéíîé äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìîé

dy + hdx = 0 :
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Òàáëèöà 1

Ñëó÷àé Èíòåðâàë èçìåíåíèÿ h (0,0) (�; 0) Íîìåð ôèãóðû

1 (�1 ; � ) ÍÓ Ñ 69

2 (0; � �
� ) ÍÓ ÍÓ 76�

3 (� �
� ; � �

+ ) ÍÔ ÍÓ 76�

4 (� �
+ ; � A1) ÍÔ ÍÔ 76

5 (� A1; 0) ÍÔ ÓÔ ÍÖ�72, 74

6 (0; A1) ÍÔ ÓÔ ÓÖ�71, 73

7 (A1; � +
� ) ÓÔ ÓÔ 75

8 (� +
� ; � +

+ ) ÓÓ ÓÔ 75�

9 (� +
+ ; � � ) ÓÓ ÓÓ 75�

10 (� �; + 1 ) Ñ ÓÓ 70

Òàáëèöà 2

Ñëó÷àé Èíòåðâàë èçìåíåíèÿ h (0,0) (�; 0) Íîìåð ôèãóðû

1 (�1 ; � �
� ) ÍÓ Ñ 69

2 (� �
� ; � ) ÍÔ Ñ 69�

3 (�; � �
+ ) ÍÔ ÍÓ 76�

4 (� �
+ ; � A1) ÍÔ ÍÔ 76

5 (� A1; 0) ÍÔ ÓÔ ÍÖ�72, 74

6 (0; A1) ÍÔ ÓÔ ÓÖ�71, 73

7 (A1; � +
� ) ÓÔ ÓÔ 75

8 (� +
� ; � � ) ÓÓ ÓÔ 75�

9 (� �; � +
+ ) Ñ ÓÔ 70�

10 (� +
+ ; + 1 ) Ñ ÓÓ 70
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Òàáëèöà 3

Ñëó÷àé Èíòåðâàë èçìåíåíèÿ h (0,0) (�; 0) Íîìåð ôèãóðû

1 (�1 ; � �
� ) ÍÓ Ñ 69

2 (� �
� ; � A1) ÍÔ Ñ 69�

3 (� A1; � ) ÍÔ Ñ 69�

4 (�; � �
+ ) ÍÔ ÓÓ 74�

5 (� �
+ ; 0) ÍÔ ÓÔ 74

6 (0; � +
� ) ÍÔ ÓÔ 69

7 (� +
� ; � � ) ÍÓ ÓÔ 73�

8 (� �; A 1) Ñ ÓÔ 70�

9 (A1; � +
+ ) Ñ ÓÔ 70�

10 (� +
+ ; + 1 ) Ñ ÓÓ 70

Òàáëèöà 4

Ñëó÷àé Èíòåðâàë èçìåíåíèÿ h (0,0) (�; 0) Íîìåð ôèãóðû

1 (�1 ; � �
� ) ÍÓ Ñ 69

2 (� �
� ; � A1) ÍÔ Ñ 69�

3 (� A1; � +
� ) ÍÔ Ñ 69�

4 (� +
� ; � ) ÍÓ Ñ 69

5 (�; 0) ÍÓ ÓÓ 74�

6 (0; � � ) ÍÓ ÓÓ 73�

7 (� �; � �
+ ) Ñ ÓÓ 70

8 (� �
+ ; A1) Ñ ÓÔ 70�

9 (A1; � +
+ ) Ñ ÓÔ 70�

10 (� +
+ ; + 1 ) Ñ ÓÓ 70



ÌÀßÒÍÈÊÎÂÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÅÉ 119

Ðèñ. 69 Ðèñ. 70

Ðèñ. 71 Ðèñ. 72

Ðèñ. 73 Ðèñ. 74

Ïðè ýòîì â ëþáîé ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òàêîé òðàåêòîðèè äð óãèå òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ
ê íåé.

Íà ôàçîâîì öèëèíäðå ñóùåñòâóåò îäíà ïðÿìàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ö åíòðàëüíîé ñèììåòðèè), ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ àñèìïòîòîé äëÿ òðàåêòîðèé, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷í îñòü.

Ëåììà 6.2. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì (ïðè h > 0) è îòòàë-
êèâàþùèì (ïðè h < 0) ñëîæíûì óçëîì [21, 23].

6.7.3. Î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ ðàçëè÷íîãî òèïà íà ôàçîâîì ö èëèíäðå. Ðàññìîòðèì âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ðàçëè÷íîãî òèïà íà ôà çîâîì öèëèíäðå äëÿ ñèñòåì âèäà
(6.10). Äëÿ íà÷àëà èññëåäóåì íàëè÷èå òðàåêòîðèé, íå ñòÿãèâàåìûõ ïî ôàçîâîìó öèëèíäðó â òî÷êó,
ò.å. òðàåêòîðèé, îõâàòûâàþùèõ ôàçîâûé öèëèíäð.

Ëåììà 6.3. Ïðè h 6= 0 íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé êðèâîé, îõâàòûâàþùåé ôàçîâûé öèëè íäð
ñèñòåìû âèäà (6.10), è ñîñòîÿùåé èç ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 75 Ðèñ. 76

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìå (6.10) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó

_x = u;

_u = A2F (x) + A1u
d

dx
F (x)
cosx

� h
�

u � A1
F (x)
cosx

�
;

(6.15)

ïîëó÷åííóþ íåîñîáûì ïðåîáðàçîâàíèåì, çàäàííûì â âèäå

u = y + A1
F (x)
cosx

;

ïåðåâîäÿùèì èñêîìûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (6.10) â àí àëîãè÷íûå òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû (6.15).

Ñèñòåìó (6.15) ïðè h = 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç (6.15 0).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé� (x; y) óïîðÿäî÷åííîé ïàðû àâòîíîìíûõ ñèñòåì

x0 = X 1(x; y); y0 = Y1(x; y) è x0 = X 2(x; y); y0 = Y2(x; y)

íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

� (x; y) = X 1(x; y)Y2(x; y) � X 2(x; y)Y1(x; y);

êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà çíàê ñèíóñà óãëà îò âåêòîðíîãî ïîëÿ ïåðâ îé ñèñòåìû äî âåêòîðíîãî ïîëÿ
âòîðîé ñèñòåìû. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. [21, 22, 23].

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñèñòåì (6.15) è (6.150) èìååò âèä

hu
�

u � A1
F (x)
cosx

�
: (6.16)

Îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè f (x; u) 2 R2 : u > 0g ëèøü íà êðèâîé
�

(x; u) 2 R2 : u = A1
F (x)
cosx

�
:

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (6.15 0) èçîáðàæåí íà ðèñ. 15. Ó ñèñòåìû (6.15 0) ñóùåñòâóåò òðàåê-
òîðèÿ, îõâàòûâàþùàÿ ôàçîâûé öèëèíäð è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷ êó (� �= 2; " ), ïðè ëþáîì " > 0.
Ñóùåñòâóåò òàêæå êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà (ñì. òàêæå [21, 23]), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (� �= 2; 0) è
âõîäÿùàÿ â òî÷êó (3�= 2; 0). Äîêàæåì, ÷òî êëþ÷åâûå ñåïàðàòðèñû îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü ( ñì.
ðèñ. 15), ñîäåðæàùóþ êðèâóþ êîíòàêòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé ñèñò åì (6.15) è (6.150).

Äåéñòâèòåëüíî, êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ

f (x; u) 2 R2 : x = 0g
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â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â òî÷êå (0; u� ), ãäå

u� =

0Z

� �= 2

A2F (x) + A1U(x) d
dx

F (x)
cosx

U(x)
dx; (6.17)

è u = U(x) � óðàâíåíèå êëþ÷åâîé ñåïàðàòðèñû, çàäàííîé â âèäå ãðàôèêà â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè.

Ïðàâàÿ ÷àñòü (6.17) ñòðîãî áîëüøå W1, ãäå

W1 = A1

0Z

� �= 2

d
dx

F (x)
cosx

dx = � A1F 0
� �

2

�
:

Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
xZ

� �= 2

A2F (x)
U(x)

dx > 0 8x 2
�

0;
�
2

�
;

ïîñêîëüêó U(x) > u1(x), ãäå u = u1(x) � óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñû ñèñòåìû (6.15 0) ïðè A1 = 0 ,
âûõîäÿùåé èç òî÷êè (� �= 2; 0) è âõîäÿùåé â òî÷êó (�= 2; 0). Òîãäà

� A1F 0
� �

2

�
+

xZ

� �= 2

A2F (x)
U(x)

dx + A1
F (x)
cosx

> A 1
F (x)
cosx

8x 2
�

0;
�
2

�
;

è ïðè òàêèõ x

U(x) =

xZ

� �= 2

A2F (x) + A1U(x) d
dx

F (x)
cosx

U(x)
dx > A 1

F (x)
cosx

:

Â ïîëîñå æå � (�= 2;3�= 2) êðèâàÿ êîíòàêòîâ ëåæèò ëèøü â çàìûêàíèè íèæíåé ïîëóïëîñêîñ òè,
÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó, ïîñêîëüêó èñêîìàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêò îðèÿ, îõâàòûâàþùàÿ ôàçîâûé öè-
ëèíäð, âûíóæäåíà ëåæàòü âûøå êëþ÷åâîé ñåïàðàòðèñû â âåðõíå é ïîëóïëîñêîñòè.

Äàëüíåéøóþ ÷àñòü ýòîãî ðàçäåëà ïîñâÿòèì èññëåäîâàíèþ òðàå êòîðèé, ñòÿãèâàåìûõ ïî öèëèí-
äðó â òî÷êó, â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèþ âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ öèê ëîâ íà ïëîñêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ó ñèñòåì âèäà (6.10) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñóù åñòâóþò åäèíñòâåííûå ïðåäåëü-
íûå öèêëû ëèáî â ïîëîñå � , ëèáî â � 0 (ñì. [21, 23]).

Ïðîñòðàíñòâî � ðàçáèâàåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, íà äâå ÷àñòè (êàæäàÿ èç êîòîðî é ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû), îòâå÷àþùèå ðîæäåíèÿì öèêëîâ ñ ðàçíûìè õàðàêòåðàìè ó ñòîé÷èâîñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü

� 1 = f F 2 � : F (x) < F 0(0)jxj cosx; x 2 (� "; " ); x 6= 0g

ñîîòâåòñòâóåò ðîæäåíèþ óñòîé÷èâîãî öèêëà ñëåâà îò çíà÷åíè ÿ A1F 0(0), à âòîðàÿ ÷àñòü

� 2 = f F 2 � : F (x) > F 0(0)jxj cosx; x 2 (� "; " ); x 6= 0g

� ðîæäåíèþ íåóñòîé÷èâîãî öèêëà ñïðàâà îò A1F 0(0) (" > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî).
Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ïîäêëàññ � 1 ôóíêöèé êëàññà � . Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ òèïà ôóíêöèé

×àïëûãèíà F0(x) = AB sinx cosx 2 � 1 (A; B > 0).

Ëåììà 6.4. Åñëè F 2 � 1, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ó ñèñòå ì
âèäà (6.10) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè h > A 1F 0(0) íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé ôàçîâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè.

Àíàëîãè÷íàÿ ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ ñèñòåìû (6.10) ïðè óñëîâ èè h < A 1F 0(0), êîãäà F 2 � 2.
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Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè F 0(0) � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè

d
dx

F (x)
cosx

ïðè x 2 (� �= 2; �= 2), òî çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç òðàåêòîðèé ñèñòåì âè äà (6.10),
íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íå ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì h > A 1F 0(0).

Ñëåäñòâèå 6.2. Íàõîäÿñü â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 6.1, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñó ùåñòâóåò
h > 0 òàêîå, ÷òî åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ó ñèñòå ì âèäà (6.10) â ïîëîñå �
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h 2 (h; A1F 0(0)) .

Ñëåäñòâèå 6.3. Â ñèëó ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ, à òàêæå íåêîòîðîé ðàñøèðåííîé çåðêàëüíîé
ñèììåòðèè, ñóùåñòâóåò òàêîå �h < 0, ÷òî åäèíñòâåííûé íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ó
ñèñòåì âèäà (6.10) â ïîëîñå � 0 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h 2 (� A1F 0(0); �h).

6.7.4. Êëàññèôèêàöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû äëÿ íåêîòî ðîãî ïîäìíîæåñòâà äîïóñòè-
ìûõ ôóíêöèé. Äëÿ çàâåðøåíèÿ êëàññèôèêàöèè òèïè÷íûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñ èñòåìû (6.10)
íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ èìåþùèõñÿ ãè ïåðáîëè÷åñêèõ ñåäåë. Äëÿ êðàòêî-
ñòè èçëîæåíèÿ îïóñòèì äàííîå èññëåäîâàíèå è ïðèâåäåì ñâîäê ó îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî
óñòðîéñòâó ôàçîâîãî öèëèíäðà ñèñòåìû (6.10) äëÿ îáëàñòè ôó íêöèé � 1.

Ñîñòàâíîé íîìåð ñëó÷àÿ i:j îáîçíà÷àåò: i � íîìåð òàáëèöû, à j � íîìåð ñëó÷àÿ â ñàìîé òàáëèöå.
Äëÿ ñëó÷àåâ 1.1, 1.10, 2.1, 2.2, 2.9, 2.10, 3.1, 3.2, 3.3, 3.8, 3.9, 3.10, 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.7, 4.8, 4.9,

4.10 è òîëüêî äëÿ íèõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (6.14) îòñóòñòâó þò (ñì. [21, 23]). Â òàáëèöàõ 1�4
çâåçäî÷êîé ïîìå÷åíû ïîðòðåòû, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü òî ïîëîãè÷åñêèì òèïîì íåêîòîðûõ
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (íàïðèìåð, âìåñòî óçëà èìååòñÿ ôîêóñ òîé æå óñòîé÷èâîñòè, è íàîáîðîò),
íî ÿâëÿþòñÿ (àáñîëþòíî) ãðóáûìè.

Ïðîâåäåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãðóáûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ äëÿ íå êîòîðîé ïîäîáëàñòè ïðîñòðàí-
ñòâà ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ìíîãîîáðàçèè ðàç ëè÷íûõ íåýêâèâàëåíòíûõ òîïîëî-
ãè÷åñêèõ òèïîâ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (6.10) ïðè h 6= 0 .

7. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé àýðîäèíàìè÷åñ êîãî ìàÿòíèêà
ñ ïëàñòèíêîé âäîëü äåðæàâêè

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàëèñü ïðèìåðû ìàÿòíèêîâû õ ñèñòåì, â êîòîðûõ ïîçèöèîí-
íàÿ è ñêîðîñòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ âõîäèë è àääèòèâíî, äàæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà
ñêîðîñòíàÿ ÷àñòü âîçäåéñòâèÿ çàâèñåëà è îò êîîðäèíàòû. Îòì åòèì òàêæå, ÷òî ýòî âîçäåéñòâèå áû-
ëî ëèíåéíûì ïî ñêîðîñòè. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü çàäà÷ó, â êîòîðîé íàðóøàþòñÿ îáà
ýòè óñëîâèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðèêëàäíàÿ àýðîäèíàìèêà ïîñòàâ ëÿåò ìíîæåñòâî çàäà÷, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ýòîìó òðåáîâàíèþ: òàì ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû îïèñûâàþ òñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ
îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ è èõ ðàçäåëåíèå íà ïîçèöèîííóþ è ñêîðîñ òíóþ ñîñòàâëÿþùèå çàòðóäíå-
íî. Äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è ñîäåðæàòåëüíûì ïðèìåðîì òàêèõ çàä à÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè
àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿòíèêà [13].

7.1. Î ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Òàêîé ìàÿòíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîíêóþ ïëîñêóþ
ïëàñòèíêó, æåñòêî çàêðåïëåííóþ âäîëü äåðæàâêè, äðóãîé êîí åö äåðæàâêè çàêðåïëåí íà íåïî-
äâèæíîì öèëèíäðè÷åñêîì øàðíèðå (îñü êà÷àíèÿ ìàÿòíèêà). Âñÿ ýòà êîíñòðóêöèÿ íàõîäèòñÿ â
ñòàöèîíàðíîì âîçäóøíîì ïîòîêå, ñêîðîñòü êîòîðîãî ðàâíà V . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðíûé ðàçìåð
ïëàñòèíêè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè (øèðèíà ïëàñòèíêè) â íàïðàâ ëåíèè ¾âäîëü äåðæàâêè¿ ìíîãî
áîëüøå åå ðàçìåðà â íàïðàâëåíèè ¾ïîïåðåê äåðæàâêè¿. Íà ðèñ. 77 ïðåäñòàâëåíî ïîïåðå÷íîå ñå÷å-
íèå òàêîãî àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïëîñêîñòüþ êà÷àíèÿ . Ïëàñòèíêà AB øèðèíîé 2b æåñòêî
çàêðåïëåíà ñâîèì ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì G íà äåðæàâêå OG è ìîæåò âðàùàòüñÿ âìåñòå ñ äåð-
æàâêîé êàê îäíî öåëîå âîêðóã îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñ òè ÷åðòåæà è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó O. Ïðåíåáðåæåì âçàèìîäåéñòâèåì äåðæàâêè ñ ïîòîêîì è òðåíèåì â îñè êà÷àíèÿ è áóäåì
ó÷èòûâàòü ëèøü àýðîäèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, îêàçûâàåìî å ïîòîêîì ñðåäû íà ïëàñòèíêó.
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Ðèñ. 77

Â ïðèêëàäíîé àýðîäèíàìèêå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ðàìêàõ êâà çèñòàòè÷åñêîé òåîðèè îáòåêà-
íèÿ ïîäîáíûõ òåë àýðîäèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ñâîäèòñÿ ê ñ èëå D ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è
áîêîâîé ñèëå L . Òî÷êó C ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè äåéñòâèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé R=D+L ñ ïëàñòèíêîé
íàçûâàþò öåíòðîì äàâëåíèÿ. Âåëè÷èíû D è L ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ïðèìåì, êàê
îáû÷íî, â ñëåäóþùåé ôîðìå:

D =
1
2

Cd(� )�SV 2
C ; L =

1
2

Cl (� )�SV 2
C ;

ãäåCd(� ) è Cl (� ) � àýðîäèíàìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû, S � ïëîùàäü ïëàñòèíêè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñèëà R âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

åòñÿ âåêòîðîì V C ñêîðîñòè öåíòðà äàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäû, ò.å. ìãíîâåí íûìè çíà÷åíèÿìè
âåëè÷èíû VC ýòîé ñêîðîñòè è óãëà � (ýôôåêòèâíîãî óãëà àòàêè) ìåæäó âåêòîðîì V C è äåðæàâ-
êîé. Âåêòîð U àáñîëþòíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðà äàâëåíèÿ ðàâåí U=V + V C , ïðè÷åì

jU j = U = ( r � " (� )) _#;

ãäå r � äëèíà äåðæàâêè OG, # � óãîë ïîâîðîòà äåðæàâêè, "(� ) � ñäâèã öåíòðà äàâëåíèÿ C, îò-
ñ÷èòûâàåìûé îò ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà G, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ "(� ) ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé,
åñëè öåíòð äàâëåíèÿ ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó ê îñè âðàùåíèÿ è îòð èöàòåëüíîé � â ïðîòèâîïîëîæíîì
ñëó÷àå. Çäåñü âåëè÷èíû#, _# èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è x, y â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.

7.2. Àýðîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ìàÿòíèêà ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè [13, 14, 11]:

#0 = !; ! 0 = � q(� )( l � e(� ))u2; (7.1)

u sin � = sin # + ( l � e(� )) !; u cos� = cos #: (7.2)

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è ïåðåìåíí ûå:

l =
r
b

; a =
b3�S
2J

; e(� ) =
"(� )

b
; q(� ) = aCn (� ); � =

V t
b

; u =
VC

V
; ! =

b_#
V

; (7.3)

ãäåJ � ìîìåíò èíåðöèè âñåé êîíñòðóêöèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè � , Cn (� ) = Cl (� ) cos� + Cd(� ) sin � � êîýôôèöèåíò íîðìàëüíîé àýðîäèíàìè÷åñêîé
ñèëû.

Çàâèñèìîñòè q(� ) è e(� ), â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàçèñòàòè÷åñêîé ìîäåëüþ îáòåêàíèÿ, îïð åäåëÿþòñÿ
èç ñòàòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ è ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Íàïðèìåð,
â ðàáîòå [18] ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè òàêèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ïëîñêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèíîê
ðàçëè÷íîãî óäëèíåíèÿ � .
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Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü (7.1), (7.2) äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñîäåð æèò äâå ôóíêöèè îò óãëà àòàêè,
q(� ) è e(� ), îïðåäåëÿåìûå òîëüêî ôîðìîé ìàÿòíèêà, è äâà êîíñòðóêòèâíû õ ïàðàìåòðà: áåçðàç-
ìåðíóþ äëèíó äåðæàâêè l, è áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó a, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíóþ ìîìåíòó
èíåðöèè êîíñòðóêöèè.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòà [13, 10, 12] , ââåäåííàÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíå-
íèé (7.1), ñîäåðæèò íåÿâíûì îáðàçîì çàâèñèìîñòü îò óãëîâîé ñêîðîñòè ! . ßñíî, ÷òî çàâèñèìîñòü
¾ñèëû¿ q(� )( l � e(� ))u2 îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ #; ! , îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè (7.2), íîñèò
íåëèíåéíûé è íåàääèòèâíûé õàðàêòåð. Òåì íå ìåíåå, ñèñòåìó ( 7.1), (7.2) â îáëàñòè îòíîñèòåëüíî
ìàëûõ çíà÷åíèé ! ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, íàïðèìåð, (3.2). Îáû÷íî â ïðèêëàä íîé àýðîäèíà-
ìèêå ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü ââîäèòñÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå âð àùàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå, íîñèò
ëèíåéíûé õàðàêòåð è èìååò äîâîëüíî îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïð èìåíèìîñòè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè q(� ) è e(� ) îïðåäåëåíû, íåïðåðûâíû, òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìû
íà îòðåçêå [� �; � ] è îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (øòðèõîì çäåñü îáîçíà÷åí à ïðîèçâîäíàÿ
ïî óãëó � ):

(a) ôóíêöèÿ q(� ) � íå÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî � = 0 , ÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî � = �= 2, q(� ) > 0 ïðè
� 2 (0; � ), q(0) = 0 , q0(0) > 0, q0(�= 2) = 0 , q00(�= 2) < 0;

(b) ôóíêöèÿ e(� ) � ÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî � = 0 , íå÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî � = �= 2, e(� ) > 0 è
e0(� ) < 0 ïðè � 2 (0; �= 2), e(�= 2) = 0 , e(0) = max � e(� ) = em , e0(0) = 0 , e00(0) < 0.

Êàê è ñëåäóåò îæèäàòü, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè òåëüíî ñèììåòðèè îáòåêà-
íèÿ ìàÿòíèêà ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèìì åòðèè, ò.å. íàðÿäó ñ ðåøåíèåì
(#; !; �; u ) èìååòñÿ òàêæå è ðåøåíèå (� #; � !; � �; u ). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äîñòàòî÷íî ðàññìàò-
ðèâàòü ëèøü ïîëóïîëîñó

Q = f (#; ! ) : # 2 [� �; � ]; ! > 0g

êàê ðàçâåðòêó ÷àñòè ôàçîâîãî öèëèíäðà.

7.3. Î ìíîãîçíà÷íîñòè. Ðàçðåøàÿ êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (7.2) îòíîñèòåëüíî � è u è
ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè � = � (#; ! ) è u = u(#; ! ) â óðàâíåíèÿ (7.1), ìîæíî áûëî áû
ïðèñòóïèòü ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà ïðè ðàçíûõ çí à÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ
äàííûõ. Îäíàêî ïðè e 6= 0 óðàâíåíèÿ (7.2) ìîãóò èìåòü íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ìîæíî ñòðîãî
ïîêàçàòü [12], ÷òî íà èíòåðâàëå

h =
�

(#; ! ) : # = �
�
2

; ! 2
�

1
l + em

;
1

l � em

��
(7.4)

èìåþòñÿ ðîâíî òðè ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé:

� 1 = sgn(l! � 1)
�
2

; u1 = jl! � 1j; (7.5)

ñóùåñòâóþùåå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ! , è äâà ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèÿ

� 2 = ~�; u 2 = 0 ; � 3 = � ~�; u 3 = 0 ; (7.6)

ñóùåñòâóþùèå ïðè ! 2 (1=(l + em ); 1=(l � em )) , ãäå ~� (! ) � åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

e(� ) = 1 �
1
!

:

Îòìåòèì, ÷òî ~� 2 (0; �= 2) ïðè ! 2 (1=l; 1=(l � em )) ; ~� 2 (�= 2; � ) ïðè ! 2 (1=(l + em ); 1=l).
Âíå èíòåðâàëà h íà ïðÿìîé # = � �= 2 óðàâíåíèÿ (7.2) èìåþò òîëüêî îäíî ðåøåíèå (7.5).
Ðàññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå íàéäåííûõ ðåøåíèé ïðè ìàëûõ îòêëîí åíèÿõ � # è � ! îò èíòåðâà-

ëà (7.4), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ïðîìåæóòêà ! 2 (1=l; 1=(l � em )) ïåðâîå ðåøåíèå � 1, u1

îïðåäåëåíî íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñëåâà è ñïðàâà ïî # îò ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà, à âòî-
ðîå è òðåòüå ðåøåíèÿ � 2, u2 è � 3, u3 îïðåäåëåíû òîëüêî â íåêîòîðîé îáëàñòè H1 � Q, ïðè-
ìûêàþùåé ê èíòåðâàëó (7.4) ñïðàâà. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èì ååò ìåñòî è äëÿ ïðîìåæóòêà
# = � �= 2; ; ; ! 2 (1=(l + em ); 1=l): ïåðâîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ñëåâà è ñïðàâà îò èíòåðâàëà (7.4), à
âòîðîå è òðåòüå � òîëüêî â íåêîòîðîé îáëàñòè H2 � Q, ïðèìûêàþùåé ê ýòîìó èíòåðâàëó ñëåâà.
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Òàêèì îáðàçîì, ê èíòåðâàëó (7.4) ïðèìûêàþò äâå îáëàñòè H1 è H2 òðåõçíà÷íîñòè ôóíêöèè
� (#; ! ) (äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � (� �= 2; 1=l) = � �= 2). Ýòè îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿ-
ìè íà ïëîñêîñòü (#; ! ) äâóõ ñêëàäîê ïîâåðõíîñòè � (#; ! ) ñ îäíîé îáùåé òî÷êîé # = � �= 2; ! = 1=l.

Ãðàíèöà îáëàñòè H1 ñîñòîèò èç òðåõ êóñêîâ: ÷àñòè èíòåðâàëà (7.4) (îòðåçêà# = � �= 2, ! 2
(1=l; 1=(l � em )) ), íà êîòîðîì � èìååò òðè çíà÷åíèÿ: � 1; � 2; � 3, è äâóõ îãèáàþùèõ, óðàâíåíèÿ
êîòîðûõ çàäàþòñÿ â ñëåäóþùåé íåÿâíîé ôîðìå:

(
sin(# � � ) + ! (l � e(� )) cos� = 0 ;

cos(# � � ) + ! (l � e(� )) sin � + !e 0(� ) cos� = 0 ;
(7.7)

ãäå j#j < �= 2, à ïàðàìåòð � 2 (0; �= 2). Íà îäíîé îãèáàþùåé ñîâïàäàþò ðåøåíèÿ � 1 è � 2, íà
äðóãîé � � 1 è � 3. Â òî÷êå (#� ; ! � ) ïåðåñå÷åíèÿ îãèáàþùèõ (òî÷êå âîçâðàòà) ñîâïàäàþò âñå òðè
ðåøåíèÿ: � 1 = � 2 = � 3 = � � . Çíà÷åíèå � � åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

2e0(� ) sin � � e00(� ) cos� = 0 : (7.8)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå � � â óðàâíåíèÿ (7.7), íàõîäèì è #� ; ! � .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäàåòñÿ è ãðàíèöà îáëàñòè H2, íî â óðàâíåíèÿõ (7.7) ñëåäóåò ïðèíÿòü

� � < # < � �= 2; � 2 (�= 2; � ). Â òî÷êå âîçâðàòà íà ýòîé ãðàíèöå èìååì � 1 = � 2 = � 3 = � � � � , ÷òî
ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (7.8).

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü

e(� ) = em cos�; l = 2 ; em = 0 ; 64 (� = 8) :

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (7.8) ïîëó÷àåì cos2 � � = 2=3, òàê ÷òî â òî÷êàõ âîçâðàòà èìååì

� 1 = � 2 = � 3 = arccos
p

2=3 � 0; 61

â îáëàñòè H1;

� 1 = � 2 = � 3 = � � arccos
p

2=3 � 2; 53

â îáëàñòè H2.
Èç óðàâíåíèé (7.7) íàõîäèì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê âîçâðà òà:

#� �= � 1; 43; ! � �= 0; 69

â îáëàñòè H1;

#� �= � 1; 64; ! � �= 0; 39

â îáëàñòè H2.
Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè ! > 0 (ðèñ. 78) èçîáðàæåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà

òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7. 2) ïðè � = const (íà ðèñ. 79 �
óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò).

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè l > e m ôîðìà îáëàñòåé H1 è H2 àíàëîãè÷íà èçîáðàæåííîé, õîòÿ ðàçìåðû
èõ íåñêîëüêî èçìåíÿþòñÿ. Ïðè l < e m ñ óìåíüøåíèåì l ¾ñðåäíÿÿ¿ òî÷êà # = � �= 2, ! = 1=l
îáëàñòè íåîäíîçíà÷íîñòè ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ è ïðè l ! 0 óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü. Ýâîëþöèÿ
îáëàñòåéH1 è H2 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 80 ïðè ðà çíûõ çíà÷åíèÿõ
l. Æèðíîé ëèíèåé âûäåëåíà ãðàíèöà îáëàñòè ïðè l = em .

Ïîñêîëüêó â ðåàëüíîì äâèæåíèè ìàÿòíèêà õàðàêòåð îáòåêàíèÿ è ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ñî
ñòîðîíû ñðåäû ìåíÿþòñÿ ñêîðåå íåïðåðûâíî, ÷åì ñêà÷êàìè, òî â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè îáëàñòè íåîäíîçíà÷íîñòè çíà÷åíèÿ óãëà � ñëåäóåò âûáèðàòü, ñîõðàíÿÿ, ïî
âîçìîæíîñòè, íåïðåðûâíîñòü åãî èçìåíåíèÿ â ïðîöåññå äâèæå íèÿ.

Èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðè ! > 0 â îáëàñòè Q ïåðåìåùàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî, òàê ÷òî ïðè âõîäå
â îáëàñòè H1 è H2 è ïðè äâèæåíèè âíóòðè èõ çàâåäîìî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âå òâü � (#; ! ), à
ñêà÷îê ñ îäíîé âåòâè íà äðóãóþ ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî ïðè âûõ îäå èç ýòèõ îáëàñòåé.
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Ðèñ. 78

Ðèñ. 79

Ðèñ. 80

7.4. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç. Èç óðàâíåíèé (7.1), (7.2) ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ ïîëîæåíèÿõ #(� ) =
�#, ! (� ) = �! ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà �! = 0 , �� = �#, �u = 1 .

Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (#; ! ) â îáëàñòè Q çàâåäîìî ñóùåñòâóþò òðè òî÷êè ïîêîÿ:
M 1 = (0 ; 0), M 2 = ( �; 0), M 3 = ( � �; 0), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ � 1 = 0 , � 2 = � , � 3 = � �
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(òî÷êè O è P â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ). Ïåðâîé òî÷êå ïîêîÿ îòâå÷àåò ïîëîæ åíèå ìàÿòíèêà ¾ïî
ïîòîêó¿. Òî÷êàì M 2 è M 3 îòâå÷àåò ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà (¾ïðîòèâ ïîòîêà ¿). Ïðè
l > e m äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìàÿòíèêà äðóãèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñè ÿ íåò.

Ïðè l < e m ñóùåñòâóåò åùå ïàðà òî÷åê ïîêîÿ: M 4 = ( �#; 0) è M 5 = ( � �#; 0) (òî÷êà Q � â ïðåæíèõ
îáîçíà÷åíèÿõ), ãäå �# = � r � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ e(� ) = l . Ýòèì òî÷-
êàì îòâå÷àþò äâà ñèììåòðè÷íûõ îòêëîíåííûõ ïîëîæåíèÿ ìàÿòí èêà, ïðè êîòîðûõ öåíòð äàâëåíèÿ
(òî÷êà C) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O êðåïëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè l = 0 èìåþòñÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ
ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà, êîãäà ïëàñòèíêà îðòîãîíàëüíà íàáåãàþ ùåìó ïîòîêó.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç �# è �� ( �# = �� ïðè ! = 0 ) áóäåì îáîçíà÷àòü ëþáûå èç ñòàöèîíàðíûõ
çíà÷åíèé # è � , ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé èç óêàçàííûõ òî÷åê. Äëÿ êàæäîé èç òî ÷åê M k = ( �#k ; 0)
îáîçíà÷èì ÷åðåç x; y; z; v ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ �#; �!; ��; �u, òàê ÷òî

# = �# + x; ! = �! + y; � = �� + z; u = �u + v:

Ïðîâåäåì àíàëèç óñòîé÷èâîñòè êàæäîé èç òî÷åê ïîêîÿ â çàâèñè ìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà l.

7.4.1. Òî÷êà M 1. Òî÷êà M 1 = (0 ; 0). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = x + ( l � em )y; v = 0 , óðàâíåíèÿ ìàëûõ
îòêëîíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

_x = y; _y = � q0
0(l � em )[x + ( l � em )y]:

Çäåñü è äàëååq0
0 = q0(0), e00

0 = e00(0), : : :.
Òàê êàê q0

0 > 0, òî ïðè l > e m òî÷êà M 1 = (0 ; 0) óñòîé÷èâà, à ïðè l < e m � íåóñòîé÷èâà
(ñåäëîâàÿ). Ïðè l = em õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâîéíîé íóëåâîé êîðåí ü, è ñóäèòü
îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íåëüçÿ. Óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ â òàêîì ñëó÷àå ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè äå:

_x = y; _y = e00
0q0

0
x3

2
: (7.9)

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ïåðâûé èíòåãðàë

V(x; y) =
y2

2
� e00

0q0
0
x4

8
;

ïðè÷åì V (x; y) > 0 â ñèëó íåðàâåíñòâ e00
0 < 0 è q0

0 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà
M 1 = (0 ; 0) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ÿâëÿåòñÿ öåí òðîì. Îãðàíè÷èìñÿ
ýòèì óòâåðæäåíèåì äëÿ ñëó÷àÿ l = em , ïîñêîëüêó ïðèâëå÷åíèå ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà îò ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé q(� ) è e(� ) ëèøåíî ñìûñëà.

7.4.2. Òî÷êè M 2 è M 3. Òî÷êà M 2 = ( �; 0) (èëè M 3 = ( � �; 0)). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

� z = � x + ( l + em )y; q(� ) = q(� � � );

çàêëþ÷àåì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7.9) èìååò âèä

_y = q0
0(l + em )(x � (l + em )y):

Âèäíî, ÷òî òî÷êè M 2 = ( �; 0) è M 3 = ( � �; 0) � ñ¼äëà.

7.4.3. Òî÷êè M 4 è M 5. Òî÷êà M 4 = ( � r ; 0) (èëè M 5 = ( � � r ; 0)). Èç êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñëåäóåò, ÷òîv = 0 ; z = x, ïîýòîìó âòîðîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (7.9) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

_y = q(� r )e0(� r )x:

Ïîñêîëüêó e0(� r ) < 0, ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâàíèè óðàâíåíè é ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ íåëüçÿ. Ó÷èòûâàÿ ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñò è, âûðàçèì z = x(1� ye0(� r ) cos� r )
è âûïèøåì óðàâíåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìå íû ïåðåìåííûõ çàïèøåì óðàâ-
íåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

_z1 = z2; _z2 = � z1(1 + az1 + bz2); (7.10)
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ãäå a è b� ïîñòîÿííûå ÷èñëà. Âåëè÷èíà b, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîýôôèöèåíòó ïðè ïðîèçâåäåíèè
xy, çàâåäîìî ïîëîæèòåëüíà, à âåëè÷èíà a, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîýôôèöèåíòó ïðè x2, ìîæåò áûòü
ëþáîãî çíàêà.

Ïåðåéäåì â ñèñòåìå (7.10) ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîë àãàÿ

z = � cos'; z 2 = � sin ':

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ � èìååì

d�
d'

= � 2R2(' ) + � 3R3(' ) + : : : ;

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
8
>><

>>:

R2(' ) = acos2 ' sin ' + bsin2 ' cos';

R3(' ) = � a2 cos5 ' sin ' � b2 sin3 ' cos3 ' + ~R3(' );

~R3(' ) = � 2abcos4 ' sin2 ':

Âèäíî, ÷òî ¾ñðåäíèé¿ âêëàä â èçìåíåíèå âåëè÷èíû � âíîñèò òîëüêî ñëàãàåìîå ~R3(' ). Ïîñêîëüêó
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ � ôóíêöèÿ ' (� ) � óáûâàþùàÿ ( _' (� ) = � 1 + �o(� )), òî ïðè ab > 0 òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.10) íåóñòîé÷èâî, à åñëè ab < 0, òî îíî àñèìïòîòè÷åñêè (íî íå
ýêñïîíåíöèàëüíî) óñòîé÷èâî.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì è îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷èì: ïðè l 2 (0; em ) òî÷êè M 4 =
(� r ; 0) è M 5 = ( � � r ; 0) � óñòîé÷èâûå (íåóñòîé÷èâûå) ôîêóñû, åñëè âûïîëíåíî (íå âûï îëíåíî)
íåðàâåíñòâî

2e0(� r )q0(� r ) + e00(� r )q(� r ) > 0: (7.11)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ýòèõ òî÷åê ëèíåéíàÿ ÷àñòü ¾ïîçèöèîííîé ¿ ñèëû íîñèò õàðàêòåð ¾âîññòà-
íàâëèâàþùåé¿ ñèëû, è èõ óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü îï ðåäåëÿåòñÿ çíàêîì êîýôôèöèåíòà
íåëèíåéíîé ÷àñòè ïîçèöèîííîé ñèëû (çíàêîì êîýôôèöèåíòà a â ñèñòåìå (7.10)).

Ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè òî÷åê M 4 = ( � r ; 0), M 5 = ( � � r ; 0) ïîëíî-
ñòüþ ïîäòâåðæäàþòñÿ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâî ñòè ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ñòðîãîãî
ìåòîäà [14].

Îñîáûé èíòåðåñ ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè òî÷åê M 4 = ( � r ; 0), M 5 = ( � � r ; 0) ïðåäñòàâëÿåò
ñëó÷àé l = 0 (ïëàñòèíêà çàêðåïëåíà â öåíòðå ìàññ), êîòîðîìó îòâå÷àåò ïî ëîæåíèå ïëàñòèíêè
ïîïåðåê ïîòîêà ( �# = � r = �= 2). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè. Â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùèõ âûêëàäîê èç óðàâíåí èé (7.1), (7.2) èìååì

_x = y; _y = e0
1z(1 � 2e0

1yz) + [ e000
1 q1 + 3e0

1q00
1 ]z3; x = z;

e0
1 = e0(�= 2); q1 = q(�= 2); : : : :

È âíîâü ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ìî ãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó
(êîýôôèöèåíò ~a � ëþáîãî çíàêà, ~b > 0):

_z1 = z2; _z2 = � z1(1 + ~az2
1 + ~bz1z2):

Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ î, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëÿ-
ïóíîâà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ â íåêîò îðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò
ôóíêöèÿ

V(z1; z2) = 2 z2
1 + ~az4

1 + 2~bz2
2

èìååò â ñèëó ïîñòðîåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îòðèöàòåëüíî îï ðåäåëåííóþ ïðîèçâîäíóþ _V =
� ~bz2

1z2
2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè l = 0 òî÷êè M 4 = ( �= 2; 0) è M 5 = ( � �= 2; 0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâû.
Èòàê, ïðè l > e m ïîëîæåíèå ¾ïî ïîòîêó¿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè l = em îíî óñòîé÷èâî

íå àñèìïòîòè÷åñêè, à ïîëîæåíèå ¾ïðîòèâ ïîòîêà¿ íåóñòîé÷èâ î. Äðóãèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
íåò. Ïðè 0 < l < e m ïîëîæåíèÿ ¾ïî ïîòîêó¿ è ¾ïðîòèâ ïîòîêà¿ íåóñòîé÷èâû, òî÷êè M 1 = (0 ; 0),
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M 2 = ( �; 0) è M 3 = ( � �; 0) � ñ¼äëà. Ñóùåñòâóåò ïàðà ñèììåòðè÷íûõ îòêëîíåííûõ (óñòîé÷ èâûõ
èëè íåóñòîé÷èâûõ) ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëüêó ñèñòåì à (7.1), (7.2) â öåëîì äèññèïàòèâíà,
òî ïðè çíà÷åíèÿõ l, ïðè êîòîðûõ óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòñóòñòâóþò , ñëåäóåò îæèäàòü
ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà, îõâàòûâàþùåãî îäíó èëè íåñêîë üêî òî÷åê ïîêîÿ, è, âîçìîæíî, îä-
íîé èëè íåñêîëüêèõ ïàð èç óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî öèêëî â (ïîä öèêëîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, êàê îõâàòûâàþùàÿ ôàçî âûé öèëèíäð, òàê è ëåæàùàÿ â
ïîëîñå j#j < � ). Ïðè l = 0 ïîëîæåíèÿ ¾ïî ïîòîêó¿ è ¾ïðîòèâ ïîòîêà¿ òàêæå îñòàþòñÿ íåóñ òîé÷è-
âûìè, íî ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà ¾ïîïåðåê ïîòîêà¿ àñèìïòîòè÷åñ êè óñòîé÷èâî (òî÷êè M 4 = ( �= 2; 0)
è M 5 = ( � �= 2; 0) � óñòîé÷èâûå ôîêóñû).

7.5. Ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà. Ïðîâåäåííûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç äàåò îïðåäåëåííîå ïðåäñò àâ-
ëåíèå î ïîâåäåíèè ìàÿòíèêà âáëèçè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è î ñ îîòâåòñòâóþùèõ ôàçîâûõ òðàåê-
òîðèÿõ â îêðåñòíîñòè òî÷åê ïîêîÿ, ò.å. ïðè j! j � 1. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè j! j � 1 âîçäåéñòâèå ñðåäû
íîñèò äèññèïàòèâíûé õàðàêòåð, ò.å. îáåñïå÷èâàåò òåíäåíöèþ ê óìåíüøåíèþ ýíåðãèè. Îäíàêî â
íåêîòîðûõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìî æåò ïðîÿâëÿòüñÿ àíòèäèññèïàòèâ-
íûé õàðàêòåð [22, 10] âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîãî
õàðàêòåðà âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ïðè ¾ñðåäíèõ¿ çíà÷åíèÿõ! îñëîæíÿåòñÿ îòìå÷åííîé âûøå íåîä-
íîçíà÷íîñòüþ ðåøåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ýòî âûíóæ äàåò îáðàòèòüñÿ ê ÷èñëåííîìó
ìîäåëèðîâàíèþ êàê ê ñïîñîáó èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàÿòíè êà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ êîí-
ñòðóêòèâíîãî ïàðàìåòðà � äëèíû äåðæàâêè.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëà âûáðàíà ïëàñòèíêà ñ óäëèíåíèåì 8. Çíà÷åíè å áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà a
ïðèíÿòî ðàâíûì 0,001, à áåçðàçìåðíàÿ äëèíà l äåðæàâêè âàðüèðîâàëàñü â ïðîìåæóòêå îò 0 äî 3.

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà óñòàíîâëåíî, ÷òî õàð àêòåð äâèæåíèé ìàÿòíèêà ¾â áîëü-
øîì¿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèé l; âûäåëÿþòñÿ íåñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé l, ïðè ïå-
ðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå ïðîèñõîäèò êîðåííàÿ ïåðåñòðîéêà ôàçî âîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû. Íà ðèñ. 81
ïðåäñòàâëåíû óñëîâíî (íå â ìàñøòàáå, íî ñ óêàçàíèåì íåêîòîð ûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé) çàâèñèìîñòè
ìàêñèìàëüíûõ ïî óãëó # çíà÷åíèé ! max óãëîâîé ñêîðîñòè íà õàðàêòåðíûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ
â çàâèñèìîñòè îò äëèíû äåðæàâêè. ×åðåç lk (k = 1 ; 2; : : : ; 6) îáîçíà÷åíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
äëèíû äåðæàâêè, ïðè ýòîì l1 = em , S+ è S� � çíà÷åíèÿ ! max íà ñåïàðàòðèñå, âõîäÿùåé â ñåäëî-
âóþ òî÷êó M 2 = ( �; 0) è âûõîäÿùåé èç ñåäëîâîé òî÷êè M 3 = ( � �; 0), áëèæàéøèå ê ýòèì òî÷êàì,
C+ � çíà÷åíèÿ ! max íà óñòîé÷èâîì öèêëå, íå îõâàòûâàþùåì ôàçîâûé öèëèíäð, R+ è R� �
çíà÷åíèÿ ! max íà óñòîé÷èâîì (çíàê + ) è íåóñòîé÷èâîì (çíàê � ) öèêëàõ, îõâàòûâàþùèõ ôàçîâûé
öèëèíäð (êðèâûå R� âûäåëåíû ïóíêòèðîì). Öèêëàì C+ îòâå÷àþò àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, à öèêëàì R+ è R� � àâòîðîòàöèîííûå.

Ðèñ. 81

Ïðîèëëþñòðèðóåì âêðàòöå ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ñ ïîìî ùüþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. Ïî-
ñêîëüêó çíà÷åíèÿ ¾àìïëèòóä¿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé óêàçàíû íà ðèñ. 81, òî íà ôàçîâîì ïîðòðåòå
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(ðèñ. 82�85) îãðàíè÷èìñÿ ëèøü êà÷åñòâåííûì èçîáðàæåíèåì ý òèõ òðàåêòîðèé, âûäåëÿÿ æèðíûìè
ëèíèÿìè íàèáîëåå õàðàêòåðíûå èç íèõ: ñåïàðàòðèñû è öèêëû.

Ðèñ. 82 Ðèñ. 83

Ðèñ. 84 Ðèñ. 85

Ïðè l > l 1 = em ñîãëàñíî ðèñ. 81 âûõîäÿùàÿ èç ñåäëîâîé òî÷êè M 3 = ( � �; 0) ñåïàðàòðèñàS�

ðàñïîëîæåíà íèæå âõîäÿùåé â ñåäëîâóþ òî÷êó M 2 = ( �; 0) ñåïàðàòðèñû S+ . Âñå îñòàëüíûå ôàçî-
âûå òðàåêòîðèè ñòÿãèâàþòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò � òî÷êó M 1 = (0 ; 0) � åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð,
êîòîðîìó îòâå÷àåò óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíè êà ¾ïî ïîòîêó¿. Ïðè óìåíüøåíèè
äëèíû äåðæàâêè (ïðè l > e m ) îáå ñåïàðàòðèñû S� è S+ ïîäõîäÿò áëèæå ê îñè #. Ïåðâîå êðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå äëèíû äåðæàâêè l = l1 = em . Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà M 1 = (0 ; 0) ñ òî÷íîñòüþ äî
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÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Â îñòàëü íîì õàðàêòåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà íå
èçìåíÿåòñÿ. Íà ðèñ. 82�85 îí íå èëëþñòðèðóåòñÿ.

Êàê òîëüêî äëèíà äåðæàâêè ñòàíåò ìåíüøå ïåðâîãî êðèòè÷åñêî ãî çíà÷åíèÿ, õàðàêòåð ôàçîâîãî
ïîðòðåòà êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Òî÷êà M 1 = (0 ; 0) ïåðåñòàåò áûòü óñòîé÷èâîé (ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-
âîé) è ïîðîæäàåò ïàðó íåóñòîé÷èâûõ ôîêóñîâ M 4 = ( � r ; 0) è M 5 = ( � � r ; 0). Òàêèì îáðàçîì, âñå
ýòè òðè òî÷êè íåóñòîé÷èâû, òàêæå íåóñòîé÷èâû è ñåäëîâûå òî÷ êè M 2 = ( �; 0) è M 3 = ( � �; 0).

Â ñèëó äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû â öåëîì ñåïàðàòðèñû, âûõîäÿ ùèå èç òî÷êè M 1 = (0 ; 0), íå
ìîãóò óéòè â áåñêîíå÷íîñòü, âñëåäñòâèå ÷åãî íåîáõîäèìî âîç íèêàþò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Ñíà-
÷àëà îäíà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ C+ , êàê ýòî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 82 (l = 0 ; 55), îõâàòûâàþùàÿ
âñå òðè òî÷êèM 1 = (0 ; 0), M 4 = ( � r ; 0) è M 5 = ( � � r ; 0). Òàêîé öèêë êàê áû íàñëåäóåò ñâîéñòâà
åäèíñòâåííîãî àòòðàêòîðà, êîòîðûé áûë ïðè l > e m . Ýòà íåîáû÷íàÿ áèôóðêàöèÿ (òèïà áèôóð-
êàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà) îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì äèíàìè÷åñêî é ñèììåòðèè â ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìå è õàðàêòåðîì íåëèíåéíîñòè ïîçèöèîííîé ñèëû. Òðàåê òîðèÿ C+ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
àòòðàêòîðîì, ê êîòîðîìó ñòÿãèâàþòñÿ âñå (êðîìå S+ ) ôàçîâûå òðàåêòîðèè, êàê èçíóòðè öèêëà,
òàê è ñíàðóæè.

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ l öèêë C+ ðàñøèðÿåòñÿ, ñåïàðàòðèñûS� è S+ îïóñ-
êàþòñÿ, è ïðè íåêîòîðîì íîâîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè äëèíû äå ðæàâêè l = l2 < l 1 (ðàñ÷åòû
ïîêàçàëè, ÷òî l2 �= 0; 4245) îáå ñåïàðàòðèñû ñîâïàäàþò, îáðàçóÿ ïåòëþ ñåïàðàòðèñ. Íà ý òó æå
ïåòëþ ñàäèòñÿ è ðàñøèðèâøèéñÿ äî ïðåäåëà (îò ' = � � äî ' = � ) öèêë C+ . Ðàñêðó÷èâàþùèì-
ñÿ ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì, ëåæàùèì âíóòðè óêàçàííîé ïåòëè, îò âå÷àþò âñå áîëåå ðàçìàøèñòûå
êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, íå ñîâåðøàþùåãî íè îäíîãî ïîëíîãî îáîð îòà, ïðè÷åì êàæäîå ïîñëåäóþùåå
êîëåáàíèå ïðîèñõîäèò ñ óâåëè÷åíèåì èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæä ó ïîñëåäîâàòåëüíûìè îñòàíîâêàìè
ìàÿòíèêà. Ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì, ðàñïîëîæåííûì âíå ýòîé ïåò ëè, îòâå÷àåò âðàùåíèå ìàÿòíèêà
â îäíó è òó æå ñòîðîíó, ïðè÷åì âðåìÿ êàæäîãî îáîðîòà ìîíîòîíí î ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðè l < l 2 èç ïåòëè îáðàçóþòñÿ ñåïàðàòðèñû S� è S+ (òåïåðü S� âûøå, ÷åì S+ ) è çàìêíóòàÿ
óñòîé÷èâàÿ òðàåêòîðèÿ R+ (ðèñ. 83, l = 0 ; 3), îõâàòûâàþùàÿ ôàçîâûé öèëèíäð (ïðè ýòîì îáðàçó-
åòñÿ è âòîðàÿ òðàåêòîðèÿR+ â îáëàñòè! < 0). Òðàåêòîðèè R+ îòâå÷àåò óñòîé÷èâûé ðîòàöèîííûé
ðåæèì âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ äëèíû äåðæàâêè â èíòåðâàëå 0 < l < l 2 ñåïà-
ðàòðèñû ïðîäîëæàþò ¾îïóñêàòüñÿ¿, à òðàåêòîðèè R+ ðàçäâèãàþòñÿ, òàê ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ìàÿòíèêà â ðîòàöèîííîì ðåæèìå âîçðàñòàåò.

Ïðè ñëåäóþùåì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè l = l3 (l3 �= 0; 267 < l 2) â îáëàñòè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèé ! âîçíèêàåò íîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðè÷åì ïîëóóñò îé÷èâàÿ: âñå ôàçîâûå
òðàåêòîðèè ðàñïîëîæåííûå âûøå íåå, ñòÿãèâàþòñÿ ê íåé, à òðà åêòîðèè ðàñïîëîæåííûå íèæå
íåå, îòòàëêèâàþòñÿ îò íåå è ñïóñêàþòñÿ ê óñòîé÷èâîé òðàåêòî ðèè R+ .

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè äëèíû äåðæàâêè ýòà ïîëóóñòîé÷èâ àÿ òðàåêòîðèÿ ðàçäâàèâàåòñÿ
íà ïàðó ïåðèîäè÷åñêèõ: íåóñòîé÷èâóþ R�

1 è ðàñïîëîæåííóþ âûøå íåå óñòîé÷èâóþ R+
1 , êîòîðûå

ïîñòåïåííî óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà ñ óìåíüøåíèåì çíà÷åíèÿ l . Òðàåêòîðèÿ R�
1 ðàçäåëÿåò îáëà-

ñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâûõ òðàåêòîðèé R+ è R+
1 . Ïðè ýòîì îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òðàåêòîðèè R+

îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíîé. Èç ëþáîãî íåïîäâèæíîãî íà÷à ëüíîãî ïîëîæåíèÿ, êðîìå ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ, ìàÿòíèê ¾ñàìîñòîÿòåëüíî¿ âûõîäèò íà àâòîð îòàöèîííûé ðåæèì, îòâå÷àþùèé
òðàåêòîðèè R+ . Íàëè÷èå íåóñòîé÷èâîé òðàåêòîðèè R�

1 îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìàÿòíèê ¾ñà-
ìîñòîÿòåëüíî¿ íå ìîæåò âûéòè íà ðåæèì àâòîðîòàöèè, îòâå÷àþ ùèé òðàåêòîðèè R+

1 , äëÿ âûõîäà
íà íåãî íåîáõîäèìà ïðåäâàðèòåëüíàÿ ðàñêðóòêà.

Ñ ïîñëåäóþùèì óìåíüøåíèåì äëèíû äåðæàâêè ïðè íåêîòîðîì çíà ÷åíèè l = l4 (l4 �= 0; 24 <
l3 �= 0; 267 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîíêðåòíîé ïëàñòèíêè) ðîæäàåòñÿ åùå î äèí ïîëóóñòîé÷èâûé
öèêë, êîòîðûé ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè l ðàñïàäàåòñÿ íà ïàðó ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé:
óñòîé÷èâóþ R+

2 è âûøå íåå � íåóñòîé÷èâóþ R�
2 , íî îáå ðàñïîëîæåííûå íèæå òðàåêòîðèè R+ .

Ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé ïîðòðåò êà÷åñòâåííî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 84 (l = 0 ; 2), íà êîòîðîì
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ðåæèìû R�
2 è R�

1 âûäåëåíû æèðíûì ïóíêòèðîì. Âèäíî î÷åðåäíîå ðàçáèåíèå ôàçîâ îãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâûõ ðîòàöèîííûõ ðåæèìîâ . Òåïåðü ìàÿòíèê ñàìîñòîÿòåëüíî
âûõîäèò èìåííî íà àâòîðîòàöèîííûé ðåæèì R+

2 , à íå íà R+ , êàê áûëî ðàíüøå.
Ñ óìåíüøåíèåì l òðàåêòîðèÿ R+

2 îïóñêàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê ñåïàðàòðèñàì S� è S+ , è ïðè
êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè l = l5 �= 0; 00085òðàåêòîðèÿ R+

2 ñîâïàäàåò ñ ñåïàðàòðèñàìè S� è S+ , ïðè
ýòîì âñå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó M 1 = (0 ; 0), ñîâïàäàÿ åùå è ñ ñåïàðàòðèñàìè òî÷êè M 1 = (0 ; 0)
è îáðàçóÿ äâå ïåòëè. Âíóòðè ïåòåëü òî÷êè M 4 = ( � r ; 0) è M 5 = ( � � r ; 0) � íåóñòîé÷èâûå ôîêóñû.

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà l ñ ýòèõ ïåòåëü ñíèìàþòñÿ îðáèòàëüíî óñòîé-
÷èâûå öèêëû C+

1 è C+
2 , îõâàòûâàþùèå òî÷êè M 4 = ( � r ; 0) è M 5 = ( � � r ; 0) ñîîòâåòñòâåííî, êàê ýòî

èëëþñòðèðóåòñÿ ôàçîâûì ïîðòðåòîì íà ðèñ. 85 (l = 6 � 104). Òî÷êè M 4 = ( � r ; 0) è M 5 = ( � � r ; 0)
âñå åùå îñòàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ôîêóñàìè, âûõîäÿùèå èç íèõ ò ðàåêòîðèè íàìàòûâàþòñÿ íà
öèêëû C+

1 è C+
2 èçíóòðè. Âñå îñòàëüíûå òðàåêòîðèè, ðàñïîëîæåííûå íèæå R�

2 , íàìàòûâàþòñÿ íà
ýòè æå öèêëû ñíàðóæè. Ýòèì òðàåêòîðèÿì îòâå÷àþò êîëåáàòåëü íûå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, ïåðåõî-
äÿùèå (ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëíûõ îáîðîòîâ) â îäèí èç äâóõ óñòîé÷èâûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ
ðåæèìîâ.

Ñ óìåíüøåíèåì l óêàçàííûå öèêëû ñæèìàþòñÿ, è, íàêîíåö, ïðè l = l6 �= 0; 00045êàæäûé èç
íèõ ñõëîïûâàåòñÿ â óñòîé÷èâóþ òî÷êó ( M 4 = ( � r ; 0) èëè M 5 = ( � � r ; 0)). Äëÿ âñåõ l èç èíòåðâàëà
l 2 [0; l6) ýòè òî÷êè � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ôîêóñû (õîòÿ íå ýêñïî íåíöèàëüíî, òàê ÷òî çà-
òóõàíèå î÷åíü ìåäëåííîå). Òåïåðü òðàåêòîðèÿì, ðàñïîëîæåí íûì íèæå R+

2 , îòâå÷àþò çàòóõàþùèå
êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà îêîëî ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ, áëèçêîã î ê ïîëîæåíèþ ¾ïîïåðåê ïîòîêà¿.

Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå l = 0 . Çàäà÷à î ïîâåäåíèè òàêîãî ìàÿòíèêà (ôëþãåðà)
èññëåäîâàëàñü åùå Í. Å. Æóêîâñêèì [6], èì áûëî îòìå÷åíî ñëåä óþùåå: ¾Åñëè òàêîé ôëþãåð
ïîñòàâèòü ïðîòèâ âåòðà, òî îí ñòàíîâèòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ âåòðà è èìååò â ýòîì
ïîëîæåíèè õîðîøóþ óñòîé÷èâîñòü. Íî åñëè ìû ñîîáùèì ôëþãåðó âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå â òîì
èëè äðóãîì íàïðàâëåíèè, òî îí áóäåò ïðîäîëæàòü âðàùàòüñÿ â ç àäàííîì íàïðàâëåíèè¿, ïðè÷åì
â ðåæèìå ñàìîâðàùåíèÿ ¾îïûò äàåò ïðèáëèçèòåëüíî ! �= 0; 5¿.

Ëþáîïûòíî, ÷òî äàæå â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé çäåñü äèíàìè÷åñ êîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿä-
êà, îñíîâàííîé íà êâàçèñòàòè÷åñêîé ìîäåëè àýðîäèíàìè÷åñê îãî âîçäåéñòâèÿ íà ïëàñòèíêó, ýòè
ñâîéñòâà ïîëó÷èëè ñâîå íå òîëüêî êà÷åñòâåííîå ïîäòâåðæäåí èå, íî è êîëè÷åñòâåííîå ( ! �= 0; 45,
ñì. ðèñ. 81). Áîëåå òîãî, èç ýòîãî æå ðèñóíêà âèäíà îöåíêà òîé í à÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
(! �= 0; 39), ïðåîäîëåíèå êîòîðîé íåîáõîäèìî äëÿ âûõîäà â îáëàñòü ïðèò ÿæåíèÿ àâòîðîòàöèîííî-
ãî ðåæèìà R+ .

Âûñîêîñêîðîñòíûå ðåæèìû àâòîðîòàöèè R+
1 è R�

1 ðàíåå íå îáñóæäàëèñü, âîçìîæíî, èç-çà òðóä-
íîñòè èõ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èëè èç-çà îñîáåííîñòåé êî íêðåòíîãî ïðîôèëÿ, èñïîëüçîâàí-
íîãî â ðàñ÷åòàõ.
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