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Алгебра и логика, 38, N 1 (1999), 96—125 

УДК 512.544 

О ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЧАСТИ 
НЕКОТОРЫХ ГРУПП ШУНКОВА 

А . К . Ш Л Ё П К И Н 

Говорят, что группа G насыщена группами из множества Ху если 

любая конечная подгруппа группы G вложима в G в подгруппу L, изоморф­

ную некоторой группе из X. Множество X будем называть насыщающим 

множеством для группы G. 

В данной статье продолжается изучение групп Шункова, насыщен­

ных группами из фиксированного множества конечных простых неабеле-

вых групп [1, 2]. С помощью схемы рассуждений из [3, 4] удается по­

казать существование периодической части в группе Шункова в случаях, 

когда насыщающее множество для нее совпадает с одним из следующих: 

{L2(q)}, {Sz(q)}, {Re(q)}, {U3{2n)} (теоремы 1 .2-1 .5) . 

§ 1. О с н о в н ы е р е з у л ь т а т ы и в с п о м о г а т е л ь н ы е у т в е р ж д е н и я 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Группа G называется группой Шункова, если 

для любой ее конечной подгруппы Н, в фактор-группе NG(H)/H любые 

два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную под­

группу (см. [5]). 

Имеют место: 

Т Е О Р Е М А 1.2. Группа Шункова G, насыщенная группами из мно­

жества { £ 2 ( р п ) } , гдер — фиксированное число, обладает периодической 

частью, которая изоморфна простой группе L2{P), где Р — локально 

конечное поле характеристики р. 

© Сибирский фонд алгебры и логики. 1999 
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Т Е О Р Е М А 1.3. Группа Шункова G, насыщенная группами из мно­

жества {Re(q)}, обладает периодической частью, которая изоморфна 

простой группе PuRe(Q) над локально конечным полем Q характери­

стики 3. 

Т Е О Р Е М А 1.4. Группа Шункова G, насыщенная группами из 

{Sz(q)}, обладает периодической частью, которая изоморфна простой 

группе Судзуки Sz(Q) над локально конечным полем Q характеристи­

ки 2. 

Т Е О Р Е М А 1.5. Группа Шункова G, насыщенная группами из мно­

жества {17з(2 п)} ; обладает периодической частью, которая изоморфна 

простой группе Uz(Q), где Q — локально конечное поле характеристи­

ки 2, 

Насыщающие множества из теорем 1.2—1.5 состоят из конечных 

простых групп Шевалле ранга 1. Приведем несколько хорошо известных 

результатов о группах Шевалле (см. [6]). 

Л Е М М А 1.6. Пусть G — конечная простая группа Шевалле 

лиевского ранга 1 характеристики р, Р — ее силовская р-подгруппа, 

В = NQ(P) — подгруппа Бореля группы G, Н — подгруппа Картана в 

G, N — NG(H). Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) В = Р А Я uN = HX(v), где v2 = 1; 

2) G = BNB и G — дважды транзитивная группа] 

3) Я — циклическая группа, и если G ф U$(q), то N — группа 

диэдра] 

4) все инволюции в G сопряжены. 

Из описания (см. [7]) собственных подгрупп группы Хг(^) легко вы­

текают следующие 

Л Е М М А 1.7. Пусть G = £2(0); где q = рп > 3 — нечетное число. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) силовская р-подгруппа Р группы G является элементарной абе­

левой, а В = NG(P) = Р А Я — группой Фробениуса с ядром Р и цикли­

ческим неинвариантным множителем Я порядка %у^; 
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2) силовская 2-подгруппа группы G является группой диэдра; 

3) если а — инволюция из G, то С а ( а ) — группа диэдра; 

4) группа G порождается любыми двумя централизаторами инво­

люций. 

Л Е М М А 1.8. Пусть G = L2{q), где q = 2п > 2, Р — силов­

ская 2-подгруппа группы G, В = N G { P ) - Тогда справедливы следующие 

утверждения: 

1) Р — элементарная абелева группа и любые две силовские 

2-подгруппы группы G имеют тривиальное пересечение. В частности, 

CQ{O) = Р для любой инволюции а 6 Р ; 

2) В = РХН — группа Фробениуса с ядром Р и циклическим неин­

вариантным множителем Н порядка q — 1, действующим транзитивно 

на множестве 
р*. 

3) N = NG(H) = HX(t) — группа диэдра; 

4) если К — подгруппа в G и К обладает нормальной подгруппой 

нечетного порядка, то NG(K) — группа диэдра; 

5) G порождается любыми двумя силовскими 2-подгруппами. 

Л Е М М А 1.9 (теорема Судэуки, см. [7, 8]). С точностью до сопря­

женности группа Sz(q) содержит следующие максимальные подгруппы: 

1) группа Фробениуса В = Р А Я порядка q2(q~-l) с ядром Р порядка 

q2 и циклическим неинвариантным множителем Я порядка g — 1, причем 

Р является силовской 2-подгруппой в Sz(q), В — подгруппой Бореля и 

Я — подгруппой Картона; 

2) группа диэдра N = NG(H) — H\(t) (нормализатор подгруппы 

Картана) порядка 2(q — 1); 
3) группа Фробениуса (а)Х(Ь), где \а\ = q + г + 1, \Ь\ =4, и г2 = 2q; 

4) группа Фробениуса {а)Х(Ь), где \а\ — q — г + 1, |Ь| = 4 и г2 = 2q; 

5) группа Sz(s), где s* = q = 2 2 f c + 1 и t — простой делитель числа 

2k+ 1. 

Л Е М М А 1.10. Пусть G = Sz(q), Р — силовская 2-подгруппа 

группы G, В ~ РХН — подгруппа Бореля, Я — подгруппа Картана из В. 
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Тогда имеют место следующие утверждения: 

1) Р — группа порядка q2 и периода 4, Р9 = Z(P) = Ф(Р) = Пх(Р); 

2) все инволюции группы сопряжены и CQ{O) = Р для любой инво­

люции а € Р ; 

3) любые две силовские 2-подгруппы в G имеют тривиальное пере­

сечение; 

4) Я действует транзитивно на множесстве инволюций из Р; 

5) G порождается любой парой своих силовских 2-подгрупп. 

Из [6, теорема 3.33] и [9] следует 

Л Е М М А 1 .11. Пусть G = Re(q), где q = 3 2 n + 1 > 3, а — инволю­

ция из G, Т — силовская 2-подгруппа в G. Тогда 

1) Т — элементарная абелева группа порядка 8, CQ(T) = Т и Н = 

= NG(T) = T\({b)\(d)), где (b)X(d) — группа Фробениуса порядка 21; 

2) C G { O ) - (а) X L , где L ~ L2(q); 

3) G = (5,Сс?(а)} ; где 5 — произвольная силовская 2-подгруппа 

группы G, не содержащая а. 

Л Е М М А 1.12 [10]. Пусть G = Us(2n), Р — силовская 2-подгруппа 

группы G и В = NG{P). Тогда 

1 ) G — B{v)B, где v — инволюция и В Г) BV = Н — подгруппа 

Картана; 

2) Р — группа периода 4, ступени нильпотентности 2 и Р1 = 

= Z ( P ) = Ф(Р) = QiCP); 

3) любые две силовские 2-подгруппы группы G имеют тривиальное 

пересечение; 

4) если а — инволюция из Р, mo CG(G ) = РАЯ", где Я 1 — цикличе­

ская группа, Нг < В и Z(P) < Сс?(Ях); 

5) Я = РХН, Я — циклическая группа порядка 1

; где d = 3, 

если 3 делит 2п + 1, « d = 1 — в противном случае; 

6) Я = Яо X Ях, где Ях — подгруппа из утверждения 3 лелшы, 

| Я 0 | = 2 П - 1 w |Ях| = 2Пд1 у причем v инвертирует Но и централизу­

ет Ях; 
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7 ) РХНо — группа Фробениуса с неинвариантным множителем Но, 

действующим транзитивно на множестве инволюций группы Р; 

8 ) C G ( # I ) = Нг х L, где L ~ L2(2n) и S = L П P — силовская 

2-подгруппа в L; 

9 ) G порождается любой парой своих силовских 2-подгрупп; 

1 0 ) для любого простого 2f-элемента а Е G подгруппа NG(O>) имеет 

четный порядок. 

Из результатов работ [ 1 1 — 1 4 ] вытекает 

Л Е М М А 1ЛЗ . Пусть локально конечная группа G является объ­

единением цепочки G\ < G2 < Gz < • • • конечных простых групп Шевалле 

лиевского ранга 1. Тогда G — простая группа Шевалле лиевского ранга 

1 над локально конечным полем. 

Обозначим через mp(G) — р-ранг группы G — максимум рангов 

элементарных абелевых р-подгрупп группы G. Из [ 15 ] следует 

Л Е М М А 1.14. Пусть G — группа Шункова, mp(G) = 1 для всех 

р G TC(G) и G не содержит группы кватернионов. Тогда G обладает 

периодической частью Т, причем либо Т — локально циклическая группа, 

либо Т — АХВ, где А и В — локально циклические группы. 

Л Е М М А 1.15 (теорема Шункова [ 1 6 ] ) . Периодическая группа с 

почти регулярной инволюцией локально конечна и почти разрешима. 

Л Е М М А 1.16 (теорема Санова [ 1 7 ] ) . Произвольная группа периода 

4 локально конечна. 

Л Е М М А 1.17 (теорема Дицмана [ 1 8 ] ) . Если группа содержит ко­

нечное число элементов конечного порядка, то она обладает конечной 

периодической частью. 

В силу теоремы Дицмана достаточно теоремы 1 . 2 — 1 . 5 доказать для 

случая, когда 

группа G содержит бесконечно много элементов конечного порядка, 

что и будет предполагаться в дальнейшем. 

Л Е М М А 1.18 [ 1 9 ] . Группа Шункова, содержащая бесконечно мно-
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го элементов конечного порядка, содержит бесконечную локально конеч-

нг/ю подгруппу. 

Л Е М М А 1,19. Пусть группа Шункова G насыщена конечными 

неабелевыми простыми группами и Н — собственная нормальная под­

группа группы G. Тогда либо Н является группой без кручения, либо 

Н содержит все элементы конечного порядка группы G. В частности, 

если G — периодическая группа, то она проста. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В случае, когда Н не содержит неединич­

ных элементов конечного порядка, утверждение леммы очевидно. Пусть 

теперь 6 ф 1 — элемент конечного порядка из Я . По условиям леммы 

(&) < L < G, где L — конечная простая неабелева подгруппа группы G. 

Поскольку 1 ф LH Я — нормальная подгруппа в L, то L < Я . Следова­

тельно, Я содержит некоторую инволюцию t. 

Пусть z — произвольная инволюция из G. По условиям леммы 

(t,z) < L < (?, где L — конечная простая неабелева подгруппа группы 

G. Так как L имеет нетривиальное пересечение с Я , то L < Я и, следо­

вательно, z G Я . Значит, все инволюции группы G лежат в Я . 

Пусть теперь Ь — произвольный элемент конечного порядка из G. 

По условиям леммы, (6) < L < G, где L — конечная простая неабелева 

подгруппа группы G. Поскольку все инволюции лежат в Я , т о L имеет 

нетривиальное пересечение сН,1<НжЬеН. Значит, Я содержит все 

элементы конечного порядка из G. • 

Л Е М М А 1.20. Пусть группа Шункова G насыщена конечными 

простыми группами Шевалле ранга 1. Тогда все инволюции в G сопря­

жены. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть t — произвольные инволюции из G. 

Тогда L = (z,t) — конечная группа и, по условию леммы, L < М < G, где 

М является конечной простой группой Шевалле лиевского ранга 1. По 

лемме 1.6 все инволюции в М сопряжены. • 
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§ 2 . Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.2 

На протяжении данного параграфа предполагается, что выполнены 

условия теоремы 1.2. 

Л Е М М А 2 .1 . Силовские р-подгруппы группы G являются элемен­

тарными абелевыми и имеют тривиальные пересечения. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Р — произвольная силовская р-под­

группа группы G и 1 ф Ь G Р . Элемент Ь вложим в некоторую конечную 

подгруппу L ~ Li2(pn), поэтому, учитывая леммы 1.7 и 1.8, порядок элемен­

т а Ь равен р. Возьмем два произвольных элемента а, Ь Е р* и рассмотрим 

подгруппу (6 ,6 а ) . В силу свойств групп Шункова (Ь,Ь а) представляет со­

бой конечную р-группу, она вложима в подгруппу, изоморфную Ь2{рп), 

и, согласно леммам 1.7, 1.8, (ЪуЪа) является элементарной абелевой груп­

пой. Элементы а и Ь из Р выбирались произвольно, значит, подгруппа 

(b,ba,... , 6 а Р ~ 1 ^ абелева, подгруппа (b,ba,..., baP ^ \{а) конечна и элемен­

тарная абелева (в силу лемм 1.7, 1.8 и условий теоремы). Следовательно, 

Р является элементарной, абелевой группой. 

Пусть Л, В — две р-подгруппы группы С и Л П 5 = Д / 1 . По­

кажем, что (А, В) — р-подгруппа. По доказанному выше А к В — эле­

ментарные абелевы группы, поэтому достаточно рассмотреть случай, ко­

гда А я В конечны. Рассмотрим NQ(D). ПО условиям теоремы любая 

конечная подгруппа if, содержащая подгруппу D, вложима в подгруппу, 

изоморфную L2(pn)j и является либо элементарной абелевой группой, ли­

бо группой Фробениуса, ядро которой представляет собой элементарную 

абелеву группу (лемма 1.7). Из определения группы Шункова вытекает, 

что для любых а £ А \ D, b £ В \ D группа (D ,b ,b a ) — элементарная 

абелева р-группа. Так же, как и выше 

(D,a,b) = (D,b,ba,...,baP-1)\(a) 

является элементарной абелевой р-подгруппой. Последнее равносильно то­

му, что (А, В) — элементарная абелева р-группа. • 
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Л Е М М А 2.2» Пусть р — нечетное число, a — инволюция из G. 

Тогда С = С<з(а) обладает периодической частью Q = A\(t), где Q — 

бесконечная локально циклическая группа, t — инволюция и сг — с~г для 

любого элемента с Е 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть С содержит конечное число элементов 

конечного порядка. В этом случае С обладает конечной периодической 

частью Т (лемма 1.17). По условиям теоремы Т < К < G, где К — ко­

нечная простая группа, изоморфная ~&2(pn)- Следовательно, Т < Ctf( a)> с 

другой стороны — из определения группы Т имеем С # ( а ) < Т , и, значит, 

Cjc(a) = Т и Т — группа диэдра (лемма 1.7). 

Рассмотрим случай, когда С содержит бесконечно много элементов 

конечного порядка, а значит, и бесконечную локально конечную подгруп­

пу Q (лемма 1.18). Без ограничения общности можно считать, что а Е Q 

и Q является максимальной локально конечной подгруппой группы С. По­

кажем, что Q — нормальная подгруппа в С. 

Пусть g — произвольный элемент простого порядка г ф 2 из а 

х — произвольный элемент из С. Конечная подгруппа (a>g,gx) вложима, 

по условиям теоремы, в конечную подгруппу К группы G, изоморфную 

^г (р п ) - Так как (а,д,дх) < Ск{о) и последняя является группой диэдра 

(лемма 1.7), то (д) = (дх) (нетрудно убедиться, что в периодической груп­

пе диэдра найдется только одна циклическая подгруппа порядка больше 2. 

Пусть теперь д — произвольный элемент конечного порядка больше 

2 из Q и (d) — максимальная нормальная в Q циклическая подгруппа груп­

пы (а,д,дх). Из определения подгруппы (d) следует, что а Е (d). Пусть 

(d) ф (д). Тогда (д) содержит элемент 6 такой, что Ьч Е (d) для некото­

рого простого числа q. Группа {d,b,bx) конечна по определению групп 

Шункова, и по условию теоре!^ы (d,b,bx) < К < G, где К — конечная 

простая группа, изоморфная L2(pn). Так как (6,6*) < С # ( а ) , т о , по лемме 

1.7, (6,6*) — циклическая группа и (6) = (6Ж). Поскольку х — произ­

вольный элемент из С, (Ь) будет нормальной подгруппой в С. Получили 

противоречие с выбором (d). 

Следовательно, (d) = (д) = (дх) для любого элемента д конечного 
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порядка из Q и любого х Е С. Значит, все элементы конечного порядка 

больше 2 вместе с инволюцией а порождают в Q абелеву, нормальную в С 

подгруппу А и Q = AX(t), где t — инволюция из С , отличная от а. Пусть 

х — произвольный элемент из С. Так как (t,tx) = (d)X(t) — конечная 

группа диэдра из NQ{A), ТО {d) < А (в противном случае приходим к про­

тиворечию с максимальностью Q), tx £ Q ш Q — нормальная подгруппа 

группы С. • 

Л Е М М А 2.3. Пусть р ф 2 , Q и а такие, как в формулировке 

леммы 2 . 2 . Тогда G обладает локально конечной простой подгруппой 

L такой, что Q < L и L ~ £ 2 ( Р ) , где Р — локально конечное поле 

характеристики р. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Как следует из леммы 2 . 2 , Q представима в 

виде объединения конечных подгрупп диэдра D», где 

причем без ограничения общности можно считать: \D{\ > 4 , каждая из 

подгрупп Di, совпадает с централизатором инволюции а в некоторой про­

стой подгруппе Li группы G и Li ~ Хз(р п*). Таким образом, цепочке ( 1 ) 

поставлена в соответствие последовательность 

конечных простых подгрупп Li ^ L2(pni) группы G. 

Далее, без ограничения общности можно считать, ч т о Di = С»А(£), 

где t — фиксированная инволюция (лемма 2 . 2 ) . По лемме 1 .6 инволюции а 

и t сопряжены в Li, в частности, подгруппа Сх-(а) = Di сопряжена в Li 

с подгруппой Ti = Сх,(а) . По лемме 2 . 2 подгруппа d в С<з(а) однозначно 

определена своим порядком = \С%\ \ то же самое верно для подгруппы Vi, 

которая является однозначно определенной (максимальной) циклической 

подгруппой порядка т,- > 2 группы Г,- такой, что Tt* = ViX(a) < Cc(t). 

Поскольку инволюции а и t сопряжены в G и циклическая подгруп­

па Vi в CG(<) однозначно определена своим порядком шг- (лемма 2 . 2 ) , то 

Di < D2 < Dz < ... . ( 1 ) 

(2) 
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подгруппы 2";, так же как и подгруппы Di, составляют цепочку 

2\ < Т 2 < Т 3 . . . . (3) 

В силу леммы 1.7 имеем L{ = (Т;,!?,;). Из (1) и (3) следует, что 

подгруппы L{ составляют цепочку 

Предположим, что выполняется равенство L = \JL{. По построению 

имеем Q < L . По лемме 1.13, L — локально конечная простая группа, 

изоморфная L2(P)Y где Р — локально конечное поле характеристики р. • 

Л Е М М А 2 .4 . Пусть р ф 2 u L — подгруппа, как в формулировке 

леммы 2.3. Тогда L является периодической частью группы G. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим обратное. Тогда в силу леммы 

1.19 в G\NG(L) найдется элемент Ь порядка р . Подгруппа К = (а, 6) явля­

ется конечной как группа Шункова, и по условию теоремы выполняется 

К < М < G, где М ~ L2(pn). Пусть Н — М Г\ L и t — произвольная 

инволюция из Н. 

Предположим, что для некоторого g из М справедливо включение 

t9 Е Н. По леммам 1.7 и 2.2, С'м(^) и Cm{t9) лежат в X, а значит, и в Я . 

Теперь, используя лемму 1.7, видим, что Я — сильно вложенная подгруппа 

в М (теорема 4.31 [6]). 

По теореме Бендера (см. теорему 4.24 [6]) М является простой груп­

пой Шевалле характеристики 2 лиевского ранга 1. Таким образом, имеет 

место исключение М ~ L2{5) ~ L2{4) (см. (2.6) из [6]), в частности, 

р = 5, Я совпадает с нормализатором силовской 2-подгруппы группы М 

и ее порядок равен 12. 

Пусть теперь К — произвольная 5-подгруппа из L и \К\ < оо. Из 

строения подгруппы Бореля группы L следует, что NL(K) содержит ин­

волюцию £, инвертирующую любой элемент из К (лемма 1.7). Если силов­

ская 5-подгруппа группы G, содержащая К, не содержится в X, то в силу 

леммы 2.1 в разности NG(K)\L найдется элемент 6 порядка 5. Подгруппа 

Li < L2 < L3 < ... . (4) 
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S = (if, b,t) конечна как группа Шункова, и по условию теоремы выпол­

няется S < М < G, где М ~ L2(5n). Так же, как и выше, покажем, что 

подгруппа Я = М ПЬ сильно вложена в М , однако в этом случае порядок 

подгруппы Я делится на 10 и отличен от 12. Применяя теорему Бендера 

(см. теорему 4.24 [6]), получаем противоречие. Следовательно, всякая 

силовская 5-подгруппа группы G, имеющая нетривиальное пересечение с 

£ , полностью содержится в L . 

Пусть Р — силовская 5-подгруппа группы G. Учитывая леммы 1.6, 

2.1 и наличие вложения произвольной конечной подгруппы группы NQ{P) 

в простую конечную подгруппу, изоморфную ^ 2 ( 5 П ) , в группе В/Р все 

конечные подгруппы являются циклическими. Поскольку G — группа 

Шункова, согласно условию 5 ^ TC(NG{P)/Р) группой Шункова будет и 

фактор-группа В/Р. Из леммы 1.14 следует, что NG(P)/P обладает пе­

риодической частью Я , которая является локально циклической группой. 

Порядок подгруппы Картана | Я | = ^— в L2(5n) делится на 2, и значит, В 

содержит инволюцию. Обозначим через В полный прообраз В в NG(P). 

Тогда В = Р\Св{<*) = Р А Я , где а — инволюция из Я , инвертирующая 

все элементы из Р. Из лемм 2.1 и 2.3 получаем, что нормализатор всякой 

нетривиальной конечной 5-подгруппы группы Р содержится в Я . 

Пусть b — элемент порядка 5 из Р . В силу леммы 1.19 для некоторого 

элемента д £ G\L конечная подгруппа К = (b,b9) не содержится в L . По 

условиям теоремы К < М < G, где М ~ L2{bn). Далее, в £ 2 ( 6 " ) , т . е. в М , 

найдется инволюция t, инвертирующая элемент 6, а из доказанного ранее 

следз^ет, что t содержится в подгруппе Я = L П М'. Так же, как и выше, 

докажем, ч т о Я — сильно вложенная подгруппа в М , причем ее порядок 

делится на 10. Снова применяя теорему Бендера, получаем противоречие. 

Таким образом, предположение G ф NG{L) неверно и ( ? = NG(L). • 

Лемма 2.4 завершает доказательство теоремы 1.2 для случая нечет­

ного р , и остается рассмотреть случай р = 2. 

Л Е М М А 2.5. Пусть р = 2, Р — силовская 2-подгруппа группы G> 

Тогда имеют место следующие утверждения: 

1) Р — элементарная абелева 2-группа и любые две силовские 
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2-подгруппы группы G имеют тривиальное пересечение] 

2) NQ(P) обладает периодической частью В, причем В = РХН — 

группа Фробениуса с ядром Р и локально циклическим неинвариантным 

множителем Н, действующим транзитивно на множестве инволюций 

группы Р (в частности, 2 $ тг(Я П Вх) для любого х Е G \ NQ(P))', 

3) силовские 2-подгруппы группы G сопряжены. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1) Это утверждение фактически вытекает из 

леммы 2.1. 

2) Из условий теоремы и из леммы 1.8 следует, что любая конечная 

подгруппа группы NG(P)/P будет циклической. Нетрудно показать, что 

фактор-группа NQ(P)/P является группой Шункова. В силу леммы 1.14 

группа NG(P) обладает периодической частью В и В/Р представляет со­

бой локально циклическую группу. Пусть а — элемент простого порядка 

q из В \ Р. Используя наличие вложения конечных подгрупп вида VX(a), 

где V < Р , в простые подгруппы L2(2n) и строение подгрупп в L2(2n), 

легко показать, что VX(a) — группа Фробениуса с неинвариантным мно­

жителем (а) и ядром V. Поэтому РХ{а) является группой Фробениуса с 

неинвариантным множителем (а) и ядром Р. По лемме Фраттини имеем 

В = Р А Я , где Я = # в ( ( а ) ) , и Р А Я — группа Фробениуса. Наконец, в 

силу леммы 1.20 и первого утверждения леммы группа Я действует тран­

зитивно на множестве Р * . 

3) В L2{2n) централизаторы инволюций являются 2-группами, по­

этому из первого утверждения леммы и из леммы 1.20 следует, что силов­

ские 2-подгруппы в G сопряжены. • 

Л Е М М А 2 .6 . Пусть р = 2 и В — подгруппа, как в лемме 2.5. 

Тогда G обладает локальной конечной простой подгруппой L, содержа­

щей подгруппу В, причем L ~ L2(F) для некоторого локально конечного 

поля F характеристики 2. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Я , Р , В — такие подгруппы, как в 

лемме 2.5. Зафиксируем инволюцию г Е Р . По лемме 2.5, Я является ло­

кально циклической группой, действующей транзитивно на Р * , следова­

тельно, В — счетная группа. Представим Я в виде объединения цепочки 
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циклических подгрупп Н = f]{am), где 

(<*i> < (02) < («з) . . . . (5) 

Из леммы 2.5 следует, что нормализатор любой 2-подгруппы группы Р 

содержится в NQ(P)J И если %а — ib для некоторых элементов а, Ь € С?, 

то Ра = РЬ. Выберем некоторый элемент 6 простого порядка из G \ В 

такой, что Ьг — Ь~1 (его существование легко вытекает из определения 

подгруппы В и из леммы 2.5). Рассмотрим подгруппы Li = (M,fej) , г Д е 

kj = i a>, j = 1 ,2 , . . . и (су) — подгруппы цепочки (5). 

Так как G — группа Шункова и соотношения k\ = kj, Ьг = б" 1 , 

i V = (б***1)^' выполнимы, все подгруппы Lj, где j = 1 ,2 , . . . , конечны. 

Пусть Bj = В П Lj. Из леммы 2.5 следует, что I?j — сильно вложен­

ная подгруппа в Ljt причем Pj = РП Lj — силовская 2-подгрупла группы 

Lj ранга не меньше, чем 2. По теореме 4.23 [6] Lj имеет дважды тран­

зитивное представление на сопряженных с Bj подгруппах группы Lj. В 

частности, Lj = Bj(tj)Bj где tj — некоторая инволюция из Lj. Используя 

лемму 2.5, легко убедиться в том, что Bj = PjXHj и Hj — циклическая 

группа, причем PHj > P(a>j)- По условиям теоремы, Lj содержится в не­

которой подгруппе М группы G, изоморфной L2(2n). Используя описание 

подгрупп в L2(2n) (см. например, [7]), заключаем, что Lj ~ L 2 ( 2 n j ) для 

подходящего числа nj. 

Из выбора элементов aj и включений P(aj) < PHj вытекает, что 

kj € Lj+i для j = 1 ,2 , . . . , следовательно, подгруппы Lj образуют возра­

стающую цепочку 

Lx < L2 < L3 . . . . (6) 

Объединение L членов этой цепочки будет простой локально конечной 

группой, изоморфной L2(F) для некоторого локально конечного поля F 

характеристики 2 (лемма 1.13). 

В силу выбора элементов aj и включений P{aj) < PHj пересечение 

PDL содержит все инволюции вида г 6, где Ь Е (a^), j — 1,2, Э т о озна­

чает , что Р < L (лемма 2.5). Кроме того, в L содержатся все подгруппы 

F(aj) ^ PBjy j = 1 ,2 , . . . , что влечет В < L. Лемма доказана. • 
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Л Е М М А 2.7 . Пусть р = 2, L — подгруппа, как в лемме 2.6, Я — 

подгруппа Картана группы L . Тогда NG{H) обладает периодической 

частью N = Ni(H) = HX(v), где v — инволюция из L и для любого не¬ 

единичного элемента а из Я имеет место равенство NG((O>)) = NG(H). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Равенство N = NL(H) = ЯА(г;} следует из 

леммы 1.6. Пусть а — произвольный неединичный элемент из Я и 6 — 

элемент конечного порядка из NG({O))\N. Тогда, как нетрудно убедиться, 

Ь £ G \ L . Без ограничения общности можно считать, что ЬЧ £ Я , где 

q — простое число. Тогда | ( a ,6 q ) | < оо и Ь, v Е NG{{O>,bq)). Так как G — 

группа Шункова, подгруппа К = (a,6,v) конечна, и, по условиям теоремы, 

К < М < G, где М £ 2 ( 2 П ) . Из леммы 1.8 следует, что К является 

группой диэдра. Очевидно, инволюции v и va содержатся в различных 

силовских 2-подгруппах R и S группы М. Далее, v,va Е L , а так как 

по лемме 2.6 группа L содержит всякую силовскую 2-подгруппу группы 

G, имеющую нетривиальное пересечение с X, то Я, 5 содержатся в L . 

Группа М порождается подгруппами R и S (лемма 1.8). Отсюда М < L , 

что противоречит выбору элемента 6. Значит, все элементы конечного 

порядка из NG{{O)) лежат в N. • 

Л Е М М А 2.8 . Пусть р ~ 2 и L — локально конечная простая 

подгруппа, как в лемме 2.6. Тогда L является периодической частью 

группы G. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что G ф NG(L) и а — эле­

мент простого порядка q из подгруппы Картана группы L . По лемме 1.19 

для некоторого элемента g Е G \ N(L) имеем а9 £ L . Поскольку G — 

группа Шункова, подгруппа К = (a, а*) конечна. По условиям теоремы 

К < М < G, М ~ L2{2n). Из леммы 1.8 следует, что NM{(a)) = VX(t) 

является группой диэдра. По лемме 2.7, VX{t) < N < L ; в частности, все 

инволюции из VX(t) содержатся в L . Понятно, что все эти инволюции 

лежат в различных силовских 2-подгруппах группы М. С другой сторо­

ны, L содержит любую силовскую 2-подгруппу группы G, которая имеет 

нетривиальное пересечение с L (леммы 2.5, 2.6). Поэтому L содержит 

по меньшей мере две различные силовские 2-подгруппы группы М. По 
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лемме 1.8 группа М порождается любыми двумя различными силовски-

ми 2-подгруппами из М. Таким образом, М < L, а это противоречит 

выбору элемента д. Следовательно, aG С L, и в силу леммы 1.19 имеем 

G = NG(L). • 

Лемма 2.8 завершает доказательство теоремы 1.2 для случая р = 2, 

а значит, теорема 1.2 доказана. 

§3 . Доказательство т е о р е м ы 1.3 

На протяжении данного параграфа группа удовлетворяет всем усло­

виям теоремы 1.3. 

Л Е М М А 3 . 1 . Пусть а — инволюция из G. Тогда CG(G>) обладает 

периодической частью В = (а) х L, где L — простая группа, изоморфная 

L2(Q), Q — локально конечное поле характеристики 3, не содержащее 

подполей порядка 9. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . То, что С = CG(a) содержит бесконечно мно­

го элементов конечного порядка, вытекает из лемм 1.11, 1.18, L20. 

Пусть К — произвольная конечная подгруппа группы С. По усло­

виям теоремы конечная подгруппа {а, К) вложима в конечную простую 

подгруппу М группы G, изоморфную Re(q), где q — 3 2 n + 1 . Так как цен­

трализатор инволюции а в группе М изоморфен прямому произведению 

(а) X L2(q) (лемма 1.11), любая конечная подгруппа группы С = С/(а) вло­

жима в конечную простую подгруппу Л, изоморфную Хг(^), где q = 3 2 n + 1 . 

Группа С, очевидно, является группой Шункова и удовлетворяет всем 

условиям теоремы 1.2 при р = 3. По теореме 1.2, С обладает перио­

дической частью В ~ L2(Q), где Q представляет собой локально конечное 

поле характеристики 3, причем из вложимости любой конечной подгруп­

пы группы С в простую подгруппу Re(q) группы G следует, что поле Q 

не содержит подполей порядка 9. 

Итак, С обладает периодической частью В, которая будет локально 

конечной группой; и нам осталось доказать, что В = (а) х L, где L = 

= L2(Q)- Если бы центральная инволюция а £ В не выделялась в 
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В прямым сомножителем, то в В нашлось бы такое конечное мно­

жество 3-элементов, что подгруппа, ими порожденная, содержала бы 

а. Пусть К является такой подгруппой. По условиям теоремы, 

К < М < <?, где М ~ Де(д), и, как вытекает из строения цен­

трализаторов инволюций в Re(q) (лемма 1.11), a £ К. Получен­

ное противоречие означает, что для подгруппы L группы С, поро­

жденной всеми 3-элементами из С, имеем (a, L) = (а) х L. Так 

как очеидно, что В порождается всеми 3-злементами, получаем В — 

= (а) х X, причем L ~ £ г ( ^ ) - а 

Л Е М М А 3.2. Пусть Т — силовская 2-подгруппа группы G. Тогда 

спаведливы следующие утверждения: 

1) Т — элементарная абелева группа порядка 8, CQ{T) обладает 

периодической частью, которая совпадает с Т, и все силовские 2-под­

группы группы G сопряжены] 

2) NQ(T) обладает периодической частью В = T\((b)\(d)), где 

{b)\(d) является группой Фробениуса порядка 21, ТХ(Ь) — группой Фро­

бениуса порядка 56 и \Cx{d)\ = 2. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Первое утверждение леммы вытекает из вло-

жимости любой конечной подгруппы группы CG(T) В конечную простую 

подгруппу группы G, изоморфную Де(д), и из лемм 1.11, 1.20. 

Из первого утверждения леммы следует, что любая периодическая 

подгруппа группы NQ(T) вложима в конечную простую подгруппу группы 

G, изоморфную Re(q). Теперь достаточно воспользоваться леммой 1.11 и 

тем, что G является группой Шункова. • 

Л Е М М А 3 .3 . Группа G содержит бесконечную локально конеч­

ную простую подгруппу R, изоморфную Re(Q)f где Q — локально конеч­

ное поле характеристики 3. не содержащее подполей порядка 9, причем 

для любой инволюции а £ R периодическая часть группы C G { O ) лежит 

в Я. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть инволюция а подгруппы С&(а), L и по­

ле Q — такие, как в формулировке леммы 3.1. Будучи локально конечным 
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полем, Q представляет собой объединение цепочки 

Qi < Q2 < Яз < • • • (7) 

вложенных друг в друга конечных подполей Qi, a X a L2(Q) совпадает 

с объединением цепочки вложенных друг в друга конечных простых под­

групп 1{ ~ L2(Qi) (здесь \QX\ > 3): 

Пусть Ri — конечная простая подгруппа группы <?, изоморфная Re(q) 

и содержащая (а) х Li (она существует по условиям теоремы), где г = 

= 1 ,2 , . . . . Обозначим через Т силовскую 2-подгруппу группы (а) X Xi, 

а через Н — подгруппу TX((b)\(d)) (см. формулировку леммы 3.2). Оче­

видно, Т < ({а) X X») для любого г и, значит, Т < Ri для г = 1 ,2 , . . . . Из 

лемм 1.11 и 3.2 следует, что Н < Ri, г = 1 ,2 , . . . . В силу теоремы 3 [9] име­

ет место Ri ~ Re(Qi). Из леммы 1.11 следует равенство Ri = (a,H,Li). 

Значит, подгруппы Ri вложены друг в друга и составляют цепочку 

Объединение R членов цепочки (9) будет локально конечной простой груп­

пой, изоморфной Re(Q) (лемма 1.13), причем периодическая часть группы 

CG{O) лежит в й , и в силу сопряженности инволюций в R (лемма 1.6) пе­

риодическая часть группы Cc{t) содержится в R для любой инволюции 

Л Е М М А 3 .4 . Пусть R представляет собой такую подгруппу, как 

в формулировке леммы 3.3. Тогда R — периодическая часть группы G. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что G ф NG(R). Инволюции в 

R сопряжены, и из леммы 3.3 легко следует, что 2 ^ тг(ЛП Rx) для любого 

х £ G \ NQ(R)- В силу леммы 1.19 в G \ NG(R) найдется инволюция и 

пусть а — инволюция из R. По условиям теоремы (а,£) < М < G, где М 

является конечной простой группой, изоморфной Re(q). Тогда М Г) X — 

сильно вложенная подгруппа в М. Однако это противоречит теореме 4.24 

Xi < L2 < Х 3 . . . . (8) 

Ri < R2 < Rs < ... . (9) 

t e R. • 
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[б], поэтому G = NQ(R). Таким образом, лемма, а вместе с ней и теорема 

1.3 доказаны. • 

§4. Д оказатель ство т е о р е м ы 1.4 

На протяжении этого параграфа группа удовлетворяет всем услови­

ям теоремы 1.4. 

Л Е М М А 4 . 1 . Пусть Р — силовская 2-подгруппа группы G. Тогда 

имеют место следующие утверждения: 

1) Р -— бесконечная локально конечная группа периода 4, ступени 

нильпотентности 2 и Р' — Z(P) — Ф(Р) = fti(P); 

2) для любой инволюции а Е Р группа Со(а) обладает периоди­

ческой частью, которая совпадает с Р, и все силовские 2-подгруппы 

группы G сопряжены; 

3) любые две силовские 2-подгруппы группы G имеют тривиальное 

пересечение; 

4) группа NQ{P) обладает периодической частью В, и В = РХН 

представляет собой группу Фробениуса с ядром Р и локально цикличе­

ским неинвариантным множителем Н, действующим транзитивно на 

множестве инволюций группы Р. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1) По условиям теоремы любая конечная под­

группа S группы Р содержится в некоторой конечной подгруппе L груп­

пы G, изоморфной Sz{q). По лемме 1.10, Р имеет период 4, и, по теореме 

Санова (лемма 1.16), Р является локально конечной группой. Поскольку 

группа Р локально конечна и конечные подгруппы группы Р вложимы в 

силовские 2-подгруппы групп Судзуки, из леммы 1.10 получаем справед­

ливость утверждения 1. 

2) Если бы группа Р была конечной, то по лемме 1.20 все 2-под­

группы группы G были бы конечными. По леммам 1.10 и 1.18 подгруппа 

GG(a), где а — инволюция группы G, содержит бесконечную локально 

конечную подгруппу. Конечные подгруппы группы CG{O) ВЛОЖИМЫ В ко­

нечные группы Sz(q), поэтому все конечные подгруппы группы CG{O) бу-
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дут 2-группами (лемма 1.10). Следовательно, Р — бесконечная группа, и 

очевидно, что Р является периодической частью группы С<з(а) для лю­

бой инволюцви а G Р . Отсюда и из леммы 1.20 вытекает сопряженность 

силовских 2-подгрупп группы G. 

3) Если силовская 2-подгруппа S группы G имеет с Р нетривиаль­

ное пересечение Т, то в силу доказанного выше Р = S. Таким образом, 

различные силовские 2-подгруппы группы G имеют тривиальное пересе­

чение. 

4) Очевидно, что NG(P)/P является 2 ;-группой, поэтому 

NG(P)/P — группа Шункова. Группа. Р локально конечна, следователь­

но, любая конечная подгруппа группы NG(P)/P содержится в некоторой 

2-локальной конечной подгруппе, которая в свою очередь вложима в под­

группу, изоморфную Sz(q). В силу леммы 1.10 все конечные подгруппы в 

NG(P)/P является циклическими. По лемме 1.14 фактор-группа NG(P)/P 

обладает периодической частью Я , которая является локально цикличе­

ской группой. 

Пусть Ь — элемент простого порядка р ф 2 из В (Я — полный 

прообраз В в G). Тогда из доказанного выше следует, что подгруппа 

РА(Ь) является нормальной в Я и, очевидно, — группой Фробениуса с 

неинвариантным множителем (6). По лемме Фраттини, В = PAiVjg({6}) и 

Н = NB({b)) ~ В/Р — локально циклическая группа. 

Поскольку в силу доказанного выше все инволюции из В сопряжены 

в В (лемма 1.20 и утверждение 3 настоящей леммы), Н действует транзи­

тивно на множестве инволюций группы Р . Кроме того, из утверждения 

2 леммы следует что Р А Я — группа Фробениуса. • 

Л Е М М А 4 . 2 . Подгруппа В (см. лемму 4.1) вложима в локально 

конечную простую подгруппу L группы G, изоморфную Sz(Q), где Q — 

локально конечное поле характеристики 2, не содержащее подполей по­

рядка 4. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . По лемме 4.1 , Я = Р А Я , где Я является 

локально циклической групой, и в силу этого подгруппа Я счетна и пред-
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ставима в виде объединения цепочки 

<*i) < <Ла> < <М < • (10) 

конечных циклических подгрупп. Зафиксируем некоторую инволюцию a 

из Р и примем а{ = аЛ*, где г = 1 ,2 , . . . . Выберем некоторый элемент Ь 

простого порядка р ф 2 из G \ В со свойством Ва = Ь " 1 , существующий 

в силу лемм 1.19, 4 .1 . Поскольку G — группа Шункова и имеют место 

соотношения а? = аг-, Ь а = б" 1 , все подгруппы Li = (а, Ь,а г ) являются 

конечными. 

В силу леммы 4.1 подгруппа Bi = £» П В является сильно вложенной 

в подгруппе L{j причем из аг- Е В» вытекает, что 2-ранг подгруппы Bi 

не меньше 2. По условиям теоремы подгруппа Li вложима в конечную 

подгруппу Mi группы (?, изоморфную Sz(Qi), где Qi — конечное поле 

характеристики 2 (без подполей порядка 4). Из описания максимальных 

подгрупп в группах Sz(Qi) (лемма 1.9), сильной вложенности подгруппы 

Bi в Li, а также из теорем 4.23, 4.24 [6] заключаем, что Xt- = Mi ~ Sz(Qi), 

г = 1 ,2 , . . . . 

Применяя лемму 4.1 , получаем, что Bi+i = В П Li+i — подгруппа 

Бореля в группе L{+i. Так как а и а^ + 1 сопряжены в Bi+i (лемма 1Л0), а 

и a;+i сопряжены в Bi+\ только с помощью элемента из смежного класса 

Phi+i (лемма 4.1), заключаем, что подгруппа Bi+i содержит представите­

ля смежного класса Р / ц + ь Нетрудно убедиться, что любой представитель 

из смежного класса Pfti+i, возведенный в подходящую степень, является 

представителем смежного класса Phi. Поэтому подгруппа P»+i, содер­

жит представителя Vi смежного класса Phi. Тогда элемент сц = ahi = aVi 

содержится в подгруппе Д - + 1 и Li < Li+\. Таким образом, подгруппы Li 

образуют цепочку 

вложенных друг в друга конечных подгрупп Li, изоморфных группам Суд-

зуки Sz(Qi). Объединение L членов этой цепочки будет локально конеч­

ной, простой группой, изоморфной группе Судзуки Sz(Q) над локально 

Li < L2 < L3 < ... ( И ) 
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конечным полем характеристики 2, не содержащим подполей порядка 4 

(лемма 1.13). 

По построению группы L подгруппа В П L содержит представите­

лей всех смежных классов Phi, г = 1 ,2 , . . . , а отсюда В П L содержит 

полную систему представителей множества смежных классов В/Р. Те­

перь из леммы 4.1 следует включение Z(P) < В П L. Воспользовавшись 

описанием подгруппы Бореля в Sz(Q) (лемма 1.9) и леммой 4 .1 , получа­

ем, что В П L содержит некоторую подгруппу, сопряженную с Я. Без 

ограничения общности можно считать, что Н < L. 

Группа HZ(P)/Z(P) действует сопряжениями транзитивно на мно­

жестве неединичпых элементов группы P/Z(P). Действительно, если 

cZ(P), dZ(P) — различные неединичные смежные классы из P/Z(P), 

то по лемме 4.1 группа К = (c,d) конечна и по условиям теоремы 

К < М < G, где М ~ Sz(q). Из леммы 4.1 следует, что S — М П Р — 

силовская 2-подгруппа в М и Г = NM{B). Так как по лемме 1.9 T/Z(S) 

является группой Фробениуса, с ядром порядка q и неинвариантным мно­

жителем V порядка q — 1, то V действует на S/Z(S) транзитивно. Сле­

довательно, chZ(P) = dZ(P) для некоторого h £ В П М и HZ(P)/Z(P) 

действует на множестве неединичных элементов фактор-группы P/Z(P) 

транзитивно. Очевидно, что в РП L имеются элементы из Р \ Z(P) (лем­

ма 4.1). Поскольку HZ(P) < L и HZ(P)/Z(P) действует на P/Z(P) тран­

зитивно, выполняется Р < L. • 

Л Е М М А 4 . 3 . Пусть L — группа, как в лемме 4.2, Н — ее под¬ 

группа Картана, а — произвольный неединичный элемент из И. Тогда 

NG((O>)) — NG(H) обладает периодической частью N и N ~ NL{H) = 

= HX{t), где t — инволюция и а* = а~1. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Из лемм 1.9, 1.10 и 4.1 следует, что N = 

= NL(H) = # A ( t ) , t2 = 1 и hb = h"1 для любого h е Н. По тем же 

леммам Ni((a)) = N. Пусть Ь — элемент конечного порядка из NG{{O))\L-

Без ограничения общности можно считать, что Ь9 6 N, где р является 

простым числом. Если 6 — инволюция и t — инволюция из N, то bt ^ L и 

bt Е С<з(а), причем Ы не является элементом четного порядка (лемма 4.1). 
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Таким образом, элемент Ь можно подобрать так, что Ь 2 ф 1 . 

Все силовские 2-подгруппы группы L сопряжены (как централизато­

ры инволюций). Поэтому из леммы 4 . 1 следует важное для нас свойство 

группы L : 

если 2-подгруппа S группы G имеет нетривиальное 

пересечение с L , то 5 < L . (*) 

Из свойства (*), в частности, вытекает, что Ь является элементом 

нечетного порядка и ЪР £ Я . Так как G — группа Шункова и Я — ло­

кально циклическая группа, то подгруппа К = конечна, здесь t — 

инволюция из N \ Я . По условиям теоремы K < M < G K M ~ Sz(q). 

Так как £, ta Е М П L , по свойству (*) группа L содержит по меньшей 

мере две различные силовские 2-подгруппы группы М. Тогда, по лемме 

1 . 1 0 , М < L вопреки выбору элемента 6. Это противоречие означает, 

что все элементы конечных порядков из iVc?((a)) содержатся в N" и N — 

периодическая часть в iVc?((a)) — NG{H). • 

Л Е М М А 4 . 4 . Пусть L — подгруппа, как в лемме 4 . 2 . Тогда G = 

= Na(L). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что лемма неверна и G ф 

Ф NQ{L). ПО лемме 1 . 1 9 , G \ NG(L) содержит инволюции, и пусть v — 

одна из них. Пусть а — элемент простого порядка из подгруппы Карта­

на Я группы L . Поскольку группа G сопряженно бипримитивно конечна, 

подгруппа К = (a,v) конечна и, по условиям теоремы, К < М < G, где 

М — конечная группа, изоморфная группе Sz(q) для подходящего q. Так 

как порядок элемента а нечетен, Т = Ni({a}) содержит инволюции (лемма 

1 .9) . По лемме 4 . 3 , Т < L и по свойству (*) в L содержатся по меньшей ме­

ре две различные силовские 2-подгруппы группы М . Тогда, по лемме 1 . 1 0 , 

М < L , что противоречит выбору элемента v. Значит, G — L . Лемма, а 

вместе с ней и теорема 1 .4 доказаны. • 
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§ 5. Доказательство теоремы 1.5 

На протяжении этого параграфа группа удовлетворяет всем услови­

ям теоремы 1.5. 

Л Е М М А 5 Л . Пусть Р — силовская 2-подгруппа группы G. Тогда 

имеют место следующие утверждения: 

1) Р — бесконечная локально конечная группа периода 4, ступени 

нильпотентности 2 и Р1 = Z(P) = $(Р) = £1\(Р); 

2) любые две силовские 2-подгруппы группы G имеют тривиальное 

пересечение; 

3) если а является инволюцией из Р, то CG(a) обладает периоди­

ческой частью D и D = РХН\, где Н\ — локально циклическая группа, 

причем Нх < NG(P) и Z(P) < CG(HX); 

4) все силовские 2-подгруппы группы G сопряжены; 

5) группа NG(P) обладает периодической частью В и В — РХН, 

где Н — локально циклическая группа, Н = Но X Н\, где Hi — под­

группа из утверждения 3 леммы, и BQ — PXHQ — группа Фробениуса 

с ядром Р и локально циклическим неинвариантным множителем Но, 

действующим транзитивно на множестве инволюций группы Р . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . По условиям теоремы любая конечная под­

группа S группы Р содержится в некоторой конечной подгруппе L груп­

пы G, изоморфной #з(д), где q = 2 П . По лемме 1.12, Р имеет период 4, и 

согласно теореме Санова (лемма 1.16) является локально конечной груп­

пой. Группа Р локально конечна, и конечные подгруппы из Р вложимы в 

силовские 2-подгруппы групп Е/з(2 п), поэтому ступень нильпотентности 

группы Р равна 2, все инволюции из Р содержатся в Z(P) и порождают 

его, Р1 = Ф(Р) = Z(P) (так как все эти перечисленные свойства справед­

ливы для силовских 2-подгрупп {7 3(2 П), см. лемму 1.12). 

Пусть S — другая силовская 2-подгруппа из <2. Предположим, что 

Т = SDP ф 1. Очевидно, все доказанное выше для группы Р справедливо 

и для группы S, в частности, S нильпотентна ступени 2. Используя нор-

мализаторное условие в группах Р и S, а также тот факт, что цепочка 
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последовательных нормализаторов в группе Р через 2 шага достигает Р , 

выберем группу S таким образом, чтобы для подгруппы V = (iVp(T), 

Ns{T)) имело место равенство 02(V) = Т. В фактор-группе V/T най­

дется конечная подгруппа X, порожденная 2-элементами и не являющаяся 

2-группой. 

Полный прообраз L группы £ , по теореме Шмидта (см. [20]), пред­

ставляет собой локально конечную группу, и, очевидно, в этой группе най­

дется конечная подгруппа М, которая порождается 2-элементами, не явля­

ется 2-группой и в которой силовские 2-подгруппы имеют нетривиальные 

пересечения (например, 02(М) ф 1). По условиям теоремы, М < U < G, 

где U a U$(2n). Однако последнее противоречит строению групп 17з(2п) 

(лемма 1.12). Это противоречие означает, что 5 П Р = 1, и утверждение 2 

леммы доказано. 

Докажем третье утверждение леммы. Пусть a — инволюция из Р . 

По доказанному выше a £ Z(P) и, значит, Р < С с ( а ) . Из утверждения 

2 леммы следует, что Р нормальна в С<з(а). Поскольку группа Р локаль­

но конечна и любая конечная подгруппа из Сс(а) вложима в 2-локаль-

ную подгруппу из 17з(2л) для подходящего га, все конечные подгруппы из 

Со(а)/Р = С представляют собой циклические группы. Так как Р явля­

ется локально конечной 2-группой, а С — 2-группой, то фактор-группа 

С будет группой Шункова. Из леммы 1.14 теперь вытекает, что С обла­

дает периодической частью Dy которая является локально циклической 

группой. Обозначим через D полный прообраз D в CG («)- Очевидно, 

D — периодическая часть в CQ{O) И, по теореме Шмидта (см. [20]), D — 

локально конечная группа. 

Снова используя вложимость конечных подгрупп из С<з(а) в 2-ло-

кальные подгруппы Cf 3(2 n) и строение 2-локальных подгрупп в t 7 3 (2 n ) , 

приходим к выводу, что D/Z(P) — группа Фробениуса с ядром P/Z(P) и 

локально циклическим множителем # i , а полный прообраз подгруппы Hi 

является абелевой группой и имеет строение Hi х Z(P), где Hi — локаль­

но циклическая 2'-группа. Из доказанного также следует, что группа Р 

бесконечна, поскольку С<з(а) содержит бесконечно много элементов конеч-
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ного порядка согласно лемме 1.18. Первое и третье утверждения леммы 

полностью доказаны. 

Четвертое утверждение леммы вытекает из леммы 1.20 и второго 

утверждения леммы. 

Докажем пятое утверждение. Так же, как и в доказательстве тре­

тьего утверждения, легко показать, что NG(P)/P обладает периодиче­

ской частью В и В является локально циклической 2'-группой, причем 

B/Z(P) — группа Фробениуса с локально циклической неинвариантным 

множителем Т (В — полный прообраз В в NG(P))> Пусть Г — пол­

ный прообраз подгруппы Т в В. Используя лемму 1.12, легко показать, 

что фактор-группа TjH\ является группой Фробениуса с локально ци­

клическим неинвариантным множителем Н. Полный прообраз Н группы 

Н будет, очевидно, локально циклической группой, причем по понятным 

соображениям Н = Н\ х HQ И РХНО — группа Фробениуса с неинвари­

антным множителем Н0 и ядром Р. Из сопряженности всех инволюций 

в В вытекает транзитивность действия Но на Z(P). Кроме того, Н дей­

ствует регулярно и неприводимо на P/Z(P). • 

Л Е М М А 5.2. Подгруппа Z(P)XHo (см. лемму 2.1) вложима в 

локально конечную простую подгруппу L группы G, изоморфную U^(Q), 

где Q — локально конечное поле характеристики 2. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . По лемме 5.1, Но — локально циклическая 

группа, а в силу этого подгруппа Но счетна и пред ставима в виде объеди­

нения цепочки 

<fci)<(*a> < < * * > < • • • (12) 

конечных циклических подгрупп. Зафиксируем некоторую инволюцию а 

из Р и примем ai = ahi, где i — 1 ,2 , . . . . Выберем некоторый элемент b 

простого порядка р ф 2 из G \ В со свойством Ьа = ft-1, который суще­

ствует в силу лемм 1.12 и 5.1. В силу соотношений a" = a;, Ьа = б" 1 все 

подгруппы Li — ( a ,6 , a t ) конечны (G — группа Шункова). 

Из леммы 5.1 легко следует, что подгруппа Bi = Lif\B сильно вложе­

на в подгруппе i j , причем из а, сц Е Bi вытекает, что 2-ранг подгруппы 
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Bi не меньше 2. По условиям теоремы группа Li вложима в конечную 

подгруппу Mi группы G, изоморфную U$(Qi)j где Qi — конечное поле ха­

рактеристики 2. Из описания максимальных подгрупп в группах Uz{Qi) 

(лемма 1.12), сильной вложенности подгруппы Bi в группу Li, а также из 

теорем 4.23, 4.24 [6] заключаем:, что Li ~ {/з(<?г)> * = 1 ,2 , . . . . 

Согласно лемме 5.1, Bi+i = В П Li+i представляет собой подгруппу 

Бореля в группе £ t-+i. Поскольку a, а^х сопряжены в Bi+\ (лемма 1.6) 

и a, a;+i сопряжены в В только с помощью элемента из смежного класса 

Phi+i (лемма 5.1), то подгруппа Bi+i содержит представителя смежного 

класса Нетрудно убедиться, что любой представитель смежного 

класса Р/*ч*+ъ возведенный в подходящую степень, является представите­

лем смежного класса Phi. Поэтому подгруппа Bi+\ содержит представи­

теля Vi смежного класса Phi. Тогда элемент а» = ahi = aVi содержится 

в подгруппе Bi+i и Li < Таким образом, подгруппы Li образуют 

цепочку 

Li < L2 < L3 < ... (13) 

вложенных друг в друга конечных подгрупп Li, изоморфных группам 

#з(&)- Объединение L членов этой цепочки будет локально конечной, 

простой группой, изоморфной группе U$(Q) над локально конечным по­

лем характеристики 2 (лемма 1.13). По построению группы L подгруппа 

В П L содержит представителей всех смежных классов Phi, i = 1 , 2 , . . . , 

а следовательно, В П L содержит полную систему представителей множе­

ства смежных классов PHQ/P. Теперь из леммы 5.1 следует включение 

%(Р) < BC\L. Из описания подгруппы Бореля Uz(Q) (лемма 1.12) и леммы 

5.1 заключаем, что В П L содержит некоторую подгруппу, сопряженную 

с # 0 . Без ограничения общности можно считать, что По < L. • 

Л Е М М А 5.3 . Подгруппа L содержит подгруппу В. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Как вытекает из лемм 1.12 и 5.1, тг(Я 0 ) П 

D7r(#i) = 0 . Однако порядки элементов из Hi и Но связаны между со­

бой. Действительно, пусть 6 — элемент порядка га из Hi и a — произ­

вольная инволюция из Z(P). По лемме 5.1, аЬ = Ьа и по условиям теоремы 
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(a, b) < М, где М ~ Uz(q), q = 2 П . В силу лемм 1.12 и 5.1, М П Я явля­

ется подгруппой Бореля группы М , в которой подгруппой Картана будет 

Т = То X Ti , причем подгруппа То сопряжена в Я с подгруппой группы 

# о , ъ> Т\ — с подгруппой группы Я ь Действительно, элементы из Hi 

характеризуются свойством: они и только они являются 2'-элементами, 

перестановочными с некоторыми инволюциями группы G (и группы М). 

В частности, 6 Е 2 i , порядок которой |Ti | = а |Го| = q - 1 (лемма 

1.12). Кроме того, для любого элемента Ь Е Hi порядка га в Но существу­

ет циклическая подгруппа такого порядка 2 П — 1, что га делит 2 n + 1. 

Пусть (локально) конечное поле Q характеристики р содержит муль­

типликативную подгруппу S порядкаp n —1 . Тогда X — 5 U { 0 } — подполе в 

Q. Действительно, поскольку мультипликативная группа поля G локально 

циклична, множество всех решений уравнения хрП — х = 0 из Q совпадает 

с ! и , очевидно, является под полем в Q. 

Пусть Ь — произвольный элемент порядка га из Ях. Как показано 

выше, в Яо найдется подгруппа S такого порядка q - 1 = 2 П - 1, что га 

делит q+ 1. По лемме 5.2, Яо содержится в подгруппе Картана Т < Я П I , 

L ~ Us(Q). Тогда поле Q содержит подполе из q элементов, а группа 

L — подгруппу М, изоморфную Uz(q) и пересекающуюся с Я по своей 

подгруппе Бореля. Значит, BDL содержит некоторый элемент порядка га. 

Поскольку 6 — произвольный элемент из Hi, группа Hi локально циклична 

и имеет место равенство 7 г ( Я 1 ) П 7 г ( Я 0 ) = 0 (леммы 1.12, 5.1), то подгруппа 

Бореля BHL группы L содержит полный набор представителей смежных 

классов PHi/P. Кроме того, Яо < В П L и, значит, В П L содержит 

полный набор представителей смежных классов В/Р. 

Покажем, что Я действует на V = P/Z(P) неприводимо. Предпо­

ложим противное, и пусть W — собственная Я-допустимая подгруппа 

группы V, а К — конечная подгруппа группы В достаточно большого 

порядка, накрывающая нетривиальные подгруппы групп W, V/W и Я . 

Тогда К < М, где М ~ Us(q). Таким образом, мы свели задачу к конеч­

ной группе М, так как, по лемме 5.1, В П М — подгруппа Бореля группы 

Му и поэтому можно считать, что В является подгруппой Бореля группы 
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М. По теореме Машке, V ~ W X Z и Z — Я-допустима. Из леммы 1.12 

заключаем, что <: \W\, ^ ^ \Z\ и « 4 + V + 4 <; |V| = q2. Учитывая, 

что g — сколь угодно большое число, получаем противоречие. Значит, Я 

действует на P/Z(P) неприводимо. 

По доказанному выше подгруппа В П L накрывает фактор-группу 

В/Р. В силу неприводимости действия В/Р на P/Z(P), включения 

Z(P) <ВГ\1жЬГ)(Р\ Z(P)) ф 0 заключаем, что Р < L . Из последнего 

со всей очевидностью вытекает, что В < L . • 

Л Е М М А 5.4. Имеет место равенство G = NQ(L). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть а — произвольный неединичный эле­

мент из Но. Покажем, что NG({O>)) обладает периодической частью N и 

N = NQ(H) = NL{H) = H\(t), где t — инволюция и а1 — а"1. Из лемм 

1.12, 5.1, 5.2 и 5.3 следует, что N = NL(H) = NL(HQ) = HX(t), t2 = 1 

и hl = h~~l для любого h 6 Н. По тем же леммам Nz,((a)) = N. Пусть 

Ь G NG{(O)) \ L. Без ограничения общности можно считать, что br Е JV, 

где г — простое число. Если г = 2 и t — инволюция из JV, то bt £ L И 

Ы £ <7<з(а), причем Ь£ не является элементом четного порядка (лемма 5.1). 

Следовательно, элемент Ь можно подобрать таким образом, что г ф 2. 

Все силовские 2-подгруппы грууппы L сопряжены. Поэтому из лемм 

5.1, 5.2 и 5.3 следует важное для нас свойство группы L : 

если 2-подгруппа 5 группы G имеет нетривиальное 

пересечение с £ , то S < L . (**) 

Так как G является группой Шункова, а Я — локально цикличе­

ской группой, то подгруппа К — (а, &,£) конечна, здесь t — инволюция 

из N \ Я . По условиям теоремы K < M < G H M ~ 0з(д) . Из t,ta £ 

Е М П L и свойства (**) заключаем, что L содержит по меньшей мере 

Две различные силовские 2-подгруппы группы М. Тогда М < L , вопре­

ки выбору элемента Ь. Полученное противоречие означает, что NG((O,)) 

обладает периодической частью, которая совпадает с N. 

Предположим, что лемма неверна и G ф NG(L). ПО лемме 1.16, 

G\NG(L) содержит инволюции, и пусть v — одна из них. Пусть а — про­

извольная инволюция из Z(P)« По условиям теоремы D = (a ,v) < if, 
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где К ~ (7з(2 п). В силу свойства (**) и леммы 1.12 заключаем, что 

KnL = BnKnDnL = (a). В частности, можно считать, что Ь = av — 

элемент простого порядка г ф 2. Повторив все рассуждения леммы 5.2, 

проделанные при построении подгруппы L, построим бесконечную ло­

кально конечную подгруппу М ~ U$(Q) с теми же свойствами. Очевидно, 

для М справедливы и лемма 5.3, и доказанное выше. В частности, NG(H0) 

обладает периодической частью N, N < М Г) L л, по свойству (**), L со­

держит бесконечное множество силовских 2-подгрупп группы М. Тогда 

L = М (лемма 1.12) и Ь Е L, что противоречит выбору элемента v. Зна­

чит, G = NG{L), И лемма, а вместе с ней и теорема 1.5 доказаны. • 
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