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УДК 519.4 

О МНОГООБРАЗИЯХ „ 

А.А.АКАТАЕВ 

Известно ITгП , что всякое минимальное многообразие алгебр с о ­

держит единственное минимальное подквазимногообразие. Минималь -

ные многообразия групп, ассоциативных колец, полугрупп, решеток я в ­

ляются также и минимальными квазимногообразиями. Возникает вопрос, 

всегда пи минимальное многообразие алгебр совпадает с содержащимся 

в нем минимальным подквазимногообразием? Для решения этого вопро­

са нами рассмотрены многообразия <>Г1 (я>-/) алгебр <./?,<^,. ,.ttf> t 

иО > типа -с п> , определяемые тождествами: 

^ О , f « ) (JC>) - ж. 

В С 2 3 показано, что все многообразия OCft ̂  (п > *) минимальны. В § 1 

доказано, что для каждого п>- f бесконечная совокупность Q. -фор -

мул 

4>fix) = JC —»~ х =у (ре. ГГ) , 

где Г1 - фиксированное бесконечное множество простых чисел, н е з а в и ­

сима относительно многообразия 1 ^ . Отсюда, как следствие, по -

лучается, что для каждого Я >/ решетка подквазимногообразий ми -

нимального многообразия (%f ^ имеет мощность континуума и не 

удовлетворяет условиям обрыва убывающих и возрастающих цепей. В 

частности, многообразие ОС (n.>-f) может служить примером ми¬ 

нимального многообразия, которое отлично от содержащегося в нем 

минимального квазимногообразия. 

Пусть 06^^ ( /^т. •</т.) - многообразие алгебр <Я,<Рг,...,<Рп , 
cOfr-,u)m>TAnei<z./-n.t..., m, п.,. ..,ri>, определяемое тождествами: 
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(2) (Vr C^r sCm ) , . . . , tpn (ЗС„... а , 

( t = / , . . . , / T . j y'=/,..., ЛТ. ) , 

В СЗП доказано, что в многообразии 0£/гП свободная алгебра 

ранга один содержит Gti п -свободную алгебру счётного ранга. В §2 

этот результат распространяется на случай любых многообразий 

( У -< л п < /т.;. 

В 8 3 дается положительный ответ на вопрос Е.Марчевского и 

Б.Венгложа о существовании нетривиальных ядемпотентных подмного -

образий в многообразиях ОСт ^-/^т-^сп) , поставленный на с е м и ­

наре "Алгебра и логика". 

В работе СЗЗ были введены многообразия i6-f n (n.>-f) , определя­
емые тождествами 

и «С~. (_n > S) , определяемые одним тождеством 
7, п. 

Там же было установлено, что многообразия n (п > -г) имеют трех­

элементную решетку подмногообразий. В § 4 доказано, что решетка 

подмногообразий многообразия °CjirL Сл-> •/) имеет мощность континуума. 

Автор выражает искреннюю признательность научному руководите^ 

лю профессору Д.М.Смирнову за постановку задач и внимание к работе. 

§ 1. Независимая совокупность Q -формул 

Согласно работе Г4И,совокупность 22 квазитождеств ( и л и ^ - ф о р ­

мул) сигнатуры £2 называется н е з а в и с и м о й относитель­

но класса алгебр dX той же сигнатуры, если из 2 / с 2 следует 

, где с : - знак строгого включения, а с@21 - класс 

всех алгебр из класса £ , в которых истинны все формулы и з 22 

Пусть П - фиксированное бесконечное множество простых чисел. 

ТЕОРЕМА 1. Б е с к о н е ч н а я . с о в о к у п н о с т ь 
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н е з а в и с и м а о т н о с и т е л ь н о м н о г о о б р а ­

з и я (%1П п р и л ю б о м гг>1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть М— { O.i.2,... } - множество нату 

ральных чисел, Ьп - линейное пространство с базой /,ez,...,en над по­

лем рациональных чисел. Выделим в L, гг. подмножество 

Пусть 2^= (12--р) е с т ь цикл длины и 71(х) - первая проекция 
вектора ace.L^ в базе & г , • • • , £ г с . 

ЛЕММА 1. Д л я к а ж д о г о / з е / ^ с у щ е с т в у ­

е т в з а и м н о о д н о з н а ч н о е о т о б р а ж е -

н и е 

м н о ж е с т в а N н а м н о ж е с т в о / / . о б л а д а ю 
щ е е с в о й с т в а м и : 

2) д л я в с я к о г о ч и с л а T - feW с у щ е с т в у • 

т т а к о е ч и с л о , Ч Т О 7t{Gp' (t))& £ / . 2 , . . , , / ? } 

с е ч и с л а (&р(т )),...,%r(&p' (х)) п о п а р н о 

е 

и в 

р а з л и ч н ы . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть MQ= [ • Фиксируем разбиение 

в котором все Л/*£ при ъ=/,2,.-- бесконечны. 
Положим 

Заметим, что 

пусть 

произвольное взаимно однозначное отображение множества -Л^ на мно -
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жество Li Д Л Я /<:=/,.з, ... И £?0(ъ)=^ Zp(x.) для всех г е Л ^ , 

Отображение др строим как объединение всех (i=zo,-f,2,--') 

т .е . полагаем Q ^^(^) > если r - e W ^ (А: = < ? , • , .2,..,; • Отобра­

жение (Эр удовлетворяет условию 1) леммы по определению. Проверим 

выполнимость условия 2 ) . Пусть r e W ^ . Тогда & (Z.)=
 1 ^ z - ^ e ' ^ * > 

откуда fC (.Op О*)) e - ^ e - r - , Ъ t®p(Х-)) е • ^ >

> , _ ^ , •• • . Следовательно, 

7Z (&р(Х))е: Sf0 , и все числа <£, T T f ^ С*)),---, Я" ( 6 ^ (-г;) п о ­

парно различны, как принадлежащие попарно не пересекающимся множе­

ствам j{ , 7...,~ЛГ0 . Лемма 1 доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1. Построим систему апгебр/р (ре/7) 

из ui1 п такую, что квазитождество <&f (ас) =JV — з с ^ г/ ложно 

в алгебре Яр и истинно во всякой алгебре Я' , если <£=Фр . О с н о в ­

ным множеством алгебры Яр берем определенное выше множество Li , 

а осерацид<Р 1 У..., <Рп, ^ определяем следующим образом: если t&Zj , 

т = a:f-h ^е^+ • • - + ^vi^7. то пусть <P£(_z,)= Qp&i) С^=/,...,п) . 

Для zf,. • •, in из L полагаем также 

со (т,,...,= e~'it,>+>*»+ • + ^ ^ • 

При этих определениях операций <Pf,,.,} ipn jU) в Л алгебра Яр=< L »V^7... 

. - . , < ^ , а ) . > удовлетворяет тождествам ( I ) . Действительно, имеем: 

Ъ(и>сг„...,г„))= &р ((9~'(*;->)= ъ£ (£=•/,...гп); 

= вр (®р №,» + &;'L9p(^))eJ + ...+ 9p'(S>p (лп))ея = 

Дока л, что в алгебре Я квазитождество ^pfcx)^JC-*-JC= у 

ложно. Для этого достаточно показать , что для двух различных элемен -

тоа (скажем, Д " в / , у = . ^ ) посылка данного квазитождества истинна. 

Де; гвительно, 

vfif)- *Р~' tSp (/)) = = 4>f~* C3)= ... = %(/>) = f-

Покажем, что в алгебре Яр все остальные квазитождества из S п и с ­

тин.ы, т . е . <Pf\z)^Z- при любом %f> и любом r e Z . 

Пусть т,еЬ , Г= л - 7 + cc-j .,, + л : л , £ е / 7 , • Тогда 
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Возможны следующие два случая: 

1) ОС1е. I i,z, .-•,/>} • в э т о м случае 

так как ^ не делится на р . Таким образом, в рассматриваемом 

случае ф 1. 

2) Пусть [-/,2,...,р^ . По лемме 1 существует такое число 

iC^-f , что 

тгСвр Lx^i) е \s,2,...,p] 

и числа 

jcf, TtC&pC^)),..:, я (в*Сх,)) 

попарно различны. Следовательно, если среди чисел • 

нет чисел из множества [ -/,2,... ,р] > то (0^^xri) , откуда 

Пусть найдется такое число т., т , что 

Тогда 

< ~ + / с г ) = = Zp СтгС&рС^,»^ [s,2,...,p]. 

Следовательно, у/"™*2^)— <Cpdpr

f

rt^,ix')) также принадлежит множеству 

[f,Z,.. •, р] И Т - Д - Получаем, что V^Cty & {^Я,—,/?} и снова f^CZ.)^ Т. 

Остается заметить, что если 2 C Z i то Ot f nlut~^ &Cfn£> п . 

Действительно, возьмем квазитождество <pf(3c)—cc—*-<с = у из разнос­

ти 5 ^ 4 2 , . По доказанному существует в C%frl алгебра Яр , в к о ­

торой это квазитождество ложно, а все остальные квазитождества кзЕз^ 

истинны. Следовательно, /7_ принадлежит классу CtY _ 2w. и не п р и -

надлежит классу 0£f Л £=>п . 

СЛЕДСТВИЕ, Д л я к а ж д о г о ч и с л а / г > / р е -

ш е т к а Ь (f%r п ) п о д к в а з и м н о г о о б р а з и й 

м и н и м а л ь н о г о м н о г о о б р а з и я и м е е т 

м о щ н о с т ь к о н т и н у у м а и fie у д о в л е т 
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в о р я е т у с л о в и я м о б р ы в а у б ы в а ю щ и х 
и в о з р а с т а ю щ и х ц е п е й . 

Действительно, различным подсистемам бесконечной независимой 
относительно СЯ^^ системы п квазитождеств отвечают в C J ^ ^ р а з ­
личные подквазимногообразия. 

9 2. 01^^ -свободные алгебры ранга один 

ТЕОРЕМА 2. В м н о г о о б р а з и и ОС т п ( V < V n < r x ) 

с в о б о д н а я а л г е б р а р а н г а с о д е р ж и т 

^ г г ^ - с в о б о д н у ю п о д а л г е б р у с ч е т н о ­
г о р а н г а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Многообразие 01^^ (i< т < тъ) содержит 
собственное подмногообразие 

, рационально эквивалентное мно -

гообразию (Ж^ ̂  , где 1 — тх —ттт. •+ У С 2D . Свободные алгебры о д ­

ного и того же ранга в рационально эквивалентных многообразиях ра -

ционально эквивалентны. По теореме 2 из С33 в многообразии 01 . _ 
(tz >-/) свободная алгебра F'^ ранга один содержит OL^ п -свобод -

ную алгебру F^ счетного ранга в качестве подалгебры. 

Возьмем свободную алгебру \J. ранга один из многообразия 

O Z • Пусть 0 - вербальная конгруэнция в Wy , отвечающая мно­

гообразию 01' * . Тогда Fj = W / © , и поэтому КЛ /Q имеет под -

алгебру бесконечного счётного ранга Н~ { / у , У д » ••• } • Возьмем 

набор прообразов порождающих элементов J ^ i / a ' " ' в п р и е с ~ 

тественном гомоморфизме W^ -*~\^/^/Q и породим этим набором п о д ­

алгебру . По теореме 2 из [ з ] /У - свободная в 
алгебра. 

не может быть конечно порождаемой, так как в противном случае 
ее гомоморфный образ Foo был бы 01 . „ - свободной алгеброй конеч -

-f, Tl 
ного ранга, что невозможно. 

СЛЕДСТВИЕ. Б а з и с н ы й р а н г м н о г о о б р а ­
з и я CZ _ _ (•/<-ТП<Т1) р а в е н е д и н и ц е . 

§ 3. Идемпотентные подмногообразия в OLrnTLCi,<-Tn<~rl) 

К тождествам ( 2 ) , с помощью которых определяются многообразия 
^m,n гг1<~тг^, присоединим тождества идемпотентности операций 
Фй, LOj (€=•{, ...,тг • у=/,...,тп ) . 
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¥>£ (ос, . . . , о с ) = ас., u>j (ос, ... , а с ) = о с (5) 

Построим нетривиальную модель, в которой будут истинны т о ж д е ­

ства (2) и (5 ) . Тем самым будет доказано существование нетривиаль­

ного идемпотентного подмногообразия в многообразии ^ (1<тп<Т1). 

Пусть JV= {О, /, 3,... | . Обозначим через S)(JV1~L) диагс наль 
декартовой степени /V1^ — У\Гх... XJV, т . е . мложество элементов ви -
да ( а с , . . . , ос) , где c c £ v V . Положим 

Фиксируем взаимно однозначное отображение ОС : oD^—^JV множества 

на множество J\f и определим одноместные функции СК ,̂,..., аг^ 

как проекции обратного отображения Ос * так, что Ос^ есть £ - я про­

екция отображения Фиксируем также взаимно однозначное отобра­

жение ^3 множества 5j'T7Z на множество JV и аналогично опре -

делим одноместные функции ^ , , . , , ^ 7 П . Таким образом, будут выпол­

нены следующие соотношения: 

ссс(ос(Ку , ... , к^)) = Kt (1 = 1, ... ,тт), 

<х(ос^(к) (к))=К, 

j&jlp CK y , Kj (j =V,...,m), 
(6) 

Определим операции </>, ,u)j (С = п.; j=-f,...,m)n& множестве >V* С л е -
дующим образом: 

зс , если X = С о е , с с ) е 3)(ЛГ ' ', 

a t (/® tey ' • • • » ^ T T I ^ ' Е С Л И X ^ t e i . - . X m t e Q m * 

ас, если X = (ас, .„, о?) eSXJV71) , 

pj(oc(ccv с г ^ Д если Х=Сх / , „ . , : г г т ) е<0^ . 

Тогда на модели <jV*7 V - , сх). > тождества (5) будут выполнены по 
определению. Проверим выполнимость тождеств ( 2 ) . 

если сс,= а?й= ••• = ; 2> 7 7 :— 3^ по ( 6 ) . В противном случае 
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(7) 

Так ках (ос ^CJS)),..., <xrz(fl))**<x.~,(Ji) g) (JV ™), то правая часть 
равенства (7) равна 

Pj (ос С ос^ (ос,,..., ос^ ))',..., ос^ (^(ос,,...,^)))) = 

=f>j (f (ее,, . . . , X r T Z ) ) = СОj . 

Остальные тождества проверяются аналогично. 

§ 4. Мощность решетки подмногообразий 

многообразия оС . (т% > •/) 
ч 

ТЕОРЕМА 3. Д л я к а ж д о г о т г . > - / м н о г о о б р а -

з и е оС ,^ п а л г е б р < / 7 , ^ , „ . , ^ т г , с 4 " - - » " 3 т > т и й а < / , . . , У,тг>, 

о п р е д е л я е м о е т о ж д е с т в о м и>(Ч>,(ас),...,<Рг1(эс))=сс, 

с о д е р ж и т с о б с т в е н н о е п о д м н о г о о б р а -

з и е , р а ц и о н а л ь н о э к в и в а л е н т н о е м н о ­

г о о б р а з и ю т о т а л ь н о с и м м е т р и ч е с к и х 

к в а з и г р у п п . 

Теорема 3 непосредственно следует из приведенных ниже двух 
лемм. 

(8) 

В многообразии оС. рассмотрим подмногообразие аС , опреде¬ 
ляемое в оС~, тождествами: 

А 2 
Ч>, (ос) = ос , 

иО(ио(сс,у), у ) - и д ( у , и)(у,со)) = ос . 

ЛЕММА 2. М н о г о о б р а з и е оС р а ц и о н а л ь н о 

э к в и в а л е н т н о м н о г о о б р а з и ю 7~ S - к в а -

з и г р у п п. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим многообразие 7~S -квазигрупп 

<К,'>, определяемое тождествами (асу)^[ =^(уэс) — ос • Пусть ал -

гебра / 7 — < /7 . У3. у? СО > принадлежит многообразию о£". Введем в 

ней производную операцию • , полагая ас• ty — и) (ос, LJ) . Тогда а л г е б ­

ра К/7, •> будет 1~S -квазигруппой. Действительно, в силу (8) 
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uJ(u)(oc, у ) , у) - U>Cy,U> С у , х.))= ее . 

С другой стороны, операции 4>,(сс), 4>Q(oc), <-0(ас,у) алгебры й 

термально выразимы через операцию , так как 

со = ас - у , SPy (ос) = ос t ч>я Сое) = ос • ос. 

Наконец, пусть В — < 3 , ' ' > принадлежит многообразию 7~S - квази 

групп. Тогда, полагая ш(сс,у) = а:-у, ^(oz) — ot, Ч?а(ос)=ос-ос, получим 

алгебру < / 3 , V^, ^ , « - 0 > , принадлежащую многообразию оС . Дейст -

вительно, тождество <л)(Ф, (ос), <Ps(oz))=oc и тождества (8) с очевид -

ностью выполняются. Лемма 2 доказана. 

В многообразии аС _ (тг 5 ) рассмотрим подмногообразие 

оС , п , определяемое тождествами: 

uXv^toc) SP^ (=с)) = ОС, 

<JO(oc, x 7 Z _ / , y ) = tv(zc, осп_/, +),\ (9) 

ЛЕММА 3. М н о г о о б р а з и е оС, п (тг 2 - 3 ) р а ц и о ­

н а л ь н о э к в и в а л е н т н о м н о г о о б р а з и ю оС, тг—1 ' 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, если алгебра Д-</^,^Р{,...,,ФГ1,и)У 

принадлежит многообразию оС, п , то относительно термальных о п е ­

раций 

Со (ас,,..., ocTt_/) = uD(oc,,...,ocTX_/,ocri_l), 

S^. (сс) =-^>t(oc) ( i = / , . . . , rz—f ) 

алгебра <й, ^ , . , . , Ф п _ ; , й ) > , как нетрудно проверить, будет принадле­

жать многообразию аС, тх—/' 

Во-вторых, операции У^,..., 1 в т и - ? алгебры Д выразимы т е р м а ­

ми от Фп_,,ш : 

и><ле у , ...,ocrL)=uJioc,, ...,ocri_/,xrl_/)*=UJ(ccY,...,jcrt_/), 

4>t (ос ) = Ц>с ( ос) (L = i, тг—1). 

4>п (ос) = ^_,(ос) = (ртг_/ (ас) .. 

В-третьих, если алгебра <&, Ч?^,..., Фп_п cD> принадлежит м н о -
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гообразию вС, п __/ , то , положив 

и^Ох, =cn ?= ^>(х, эсгг-/)' 

(ее) = Tpt (ос) Сi = / , . . . , т т . - / ; , Ч?п (oc)=4>rz_/ (ос) , 

получим, очевидно, алгебру < в , У ? , , у ? ^ , U ) > , удовлетворяющую тож­

дествам ( 9 ) , т . е . принадлежащую многообразию асТ,^. Лемма 3 , а 

вместе с нею и теорема 3 доказаны. 

Из теоремы 3, в силу работы получаем 

СЛЕДСТВИЕ. М н о ж е с т в о а т о м о в р е ш е т ­

к и l_i (оС~, ^ ) п о д м н о г о о б р а з и й м н о г о о б ­

р а з и я оС~ п р и тг 3. и м е е т м о щ н о с т ь 

к о н т и н у у м а . 
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