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Г. Г. Аманжаев 

О ДИСКРЕТНЫХ АНАЛОГАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ И ДРУГИХ БЕСКОНЕЧНО 
ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ 

К а ж д о е приближенное вычисление непрерывных функций «дис­
кретными» устройствами есть по существу вычисление некоторого 
дискретного оператора, который в каком-либо смысле хорошо прибли­
ж а е т исходную непрерывную функцию. Классы соответствующих дис­
кретных операторов можно задавать двумя способами: 1) как множе­
ства «хороших приближений» непрерывных функций (этот способ пред­
ложен А. Н. Колмогоровым [1] и развит его учениками и последова­
телями [2—5]) или 2) используя внутренние, эффективно проверяемые 
свойства дискретных функций. 

В [6, 7] построены дискретные аналоги функций конечной гладко­
сти и исследованы их информационные и сложностные свойства. В на­
стоящей работе подобные результаты получены для некоторых клас­
сов бесконечно дифференцируемых функций (аналитических и квази­
аналитических) на основе разработанного автором метода построения 
дискретных аналогов различных классов непрерывных функций. При 
этом дискретные классы удалось определить, используя только внут­
ренние свойства дискретных функций, без привлечения непрерывных, 
но при этом для каждой функции из исходного непрерывного класса 
построенный дискретный содержит ее хорошее приближение. Д л я по­
строенных классов найдены оценки мощности минимальных 1-прибли­
жающих множеств (содержащих для каждой функции из исследуемо­
го класса ее приближение с точностью не х у ж е 1). 
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Пусть X, с — положительные параметры. Обозначим через Q (1) 

Я-окрестность отрезка [0, 1] на комплексной плоскости и через Q (Я) — 
полосу | I m z | < 5 L Введем исходные классы аналитических функций 
следущим образом: 

Акс — бесконечно дифференцируемые функции f: [0, 1) — [̂0, 1), для 
которых \f{n)(x) \ <с-Х-п-п\ при всех / I E N ; 

о 
Акс — бесконечно дифференцируемые функции f: R->[0, 1), для ко­

торых \fin){x) | <с-к~п-п\, периодические с периодом 1; 
АхгС— аналитические на функции, ограниченные на кон­

стантой с и такие, что f(x)<=R при X G R И f ( x ) e [ 0 , 1) при х<=[0, 1); 
о, о о 

Ах>с—аналитические на Q(X) функции, ограниченные на констан­
той с, периодические с периодом 1 и такие, что f ( x ) ^ [ 0 , 1) при x e R . 

о 
Легко видеть, что функции на A%tC(A%t^ аналитически продолжаются 

о 

на Q(X)(Q(X)), и, считая их определенными на этих областях, можно 
утверждать, что 4 с с 4 с с 4 , с где 0 < Я < Х ' , с' = с/(1—К'/к), а 

о, о о, 
также льгСа A%tCa Ai>,c>. 

Д л я каждого из четырех введенных классов К аналитических 
функций определим его внешний дискретный аналог RN, положив 

={*:{<>, 1, J V - l } - > { 0 , 1, Л Г - 1 } | ( Э / е = К ) 

( V X E E { 0 , 1, N-l})g(x)=[Nf(f + ^ ^ ; 
здесь [x] — наибольшее целое, не превосходящее х\ ]х[=—[—х]\ {х}= 
=х—[xl Д а л е е множество {0, 1, N— 1} будем обозначать IN. Слово 
«внешний» используется для того, чтобы показать, что данные дискрет­
ные функции определяются через внешние относительно них множе­
ства непрерывных функций. 

Д л я более явного определения классов дискретных функций необ­
ходима какая-либо их характеристика, как, например, производные 
для непрерывных функций. В качестве такой характеристики естест­
венно взять конечные разности. Мы воспользуемся разделенными ко­
нечными разностями: 

А 0 ( / ; * ) = / ( * ) ; 

А л -н (/; х0, . . . , Х л и ) : 

здесь х0,хп+\ — различные точки из области определения 
Имеет место 
Л е м м а 1. Если /< я > |<Л, то | A r t ( f ; х 0 , х п ) \<А/п\. 
Д л я дискретных функций g, определенных как внешние дискрет­

ные аналоги таких непрерывных функций f ^т. е. g ( x ) = ^Nf + 

, имеет место подобная оценка. Точнее, справедлива оценка 2N 

где 

2* 

Ф*(*о> = sup |A f t(ft; х 0 , 
fcR-i-l/2;l/2! 
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Исходя из этого свойства, определим новые, более широкие, дис­
кретные аналоги классов аналитических функций. Положим 

^к,с= l^f : IN-^IN\(V n^N) (Y х0, xn€ElN, хгфх3) 

| Д „ ( / ; х0, . . . . х „ ) К % п +Чп(х0> •••> х„)\; 

Aic={f:IN-+IN\(Vti(=ti)(Vx0, xN<=Z, xt^xj) 

|А„( / ; * 0 , - « „ ) K — - — f - q > « ( * e . •••• * « ) } . 

о 
где f(x)=f(N{Xi/N}) — периодическое (с периодом N) продолжение f 
на все множество Z. 

- Заметим, что функции из классов A%tC, A%tc9 А^С9 А^с более тесно связа­
ны с исходными аналитическими функциями, но условия g e A%tC и ^ б Л ^ 
проверяются эффективнее, чем для первых четырех дискретных классов. 

На самом деле в определениях классов A^iC и A\tC можно даже избавиться 
от кванторов по бесконечным множествам (достаточно ограничиться 
значениями n<N и \xi \ < c o n s t = c o n s t ( Я , N, с, я ) ) . • 

Мощность каждого из введенных классов дискретных аналогов 
аналитических функций есть 2N^°^\ Более тонко массивность этих 
классов характеризует минимальная мощность 1-приближающих мно­
жеств. 

Множество М функций f:IN-+-IN называется 1-приближающим для 
класса К таких функций, если 

( V h € Е К ) (Э f2 е М ) (Vxе 1Я)\h(х)-/а(х)|< 1; 

наименьшую мощность 1-приближающего множества для класса К 
обозначим через Арргох К. 

Т е о р е м а 1. Справедлива оценка * 

[ - | ~ log 2 iV , ^ < 2 ; 
l o g A p p r o x ^ ^ f 9 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разобьем область определения IN на т ча­
стей; на каждой из них рассмотрим многочлен наилучшего равномер­
ного приближения степени п—1. Каждый из этих многочленов одно­
значно определяется своими точками альтернанса; это позволяет оце­
нить число многочленов требуемой величиной. При подходящем вы­
боре п и т замена указанной кусочно-полиномиальной функции ее ок­
руглением до ближайших целых значений даст 1-приближение для ис­
ходной функции g е AitC. 

Т е о р е м а 2. Имеет место оценка log Арргох А^с ^ — - log 2 N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При малых X это соотношение следует из 
теоремы 1. При Х>2 погрешность приближения f^A%tC многочленом 

* Запись f^g означает (.1+о(1)) для неотрицательных f я g\ log здесь 
и далее — логарифм по основанию 2. 
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степени 2] logt f [—1 на множестве / = {0, 1, [2K]N} не превосходит 1; 
пусть р(х) — соответствующий многочлен наилучшего приближения. Вы­
берем на отрезке [0, [ 2 Ш ] систему точек {0, t, 2t, . . . , [ 2 Ш ) , г д е * = — , 

r ^ N ; t необязательно целое. В силу периодичности f имеем \р(х) — 
—p(x+jN)\<2 при Х Е / И x+jN^J. Д л я произвольных (необязатель­
но целых) значений Л; МОЖНО утверждать, что \p(x)—p{x+jN)\< 
< 1 6 l l o g N [ 2 , если х и x+jN лежат в [N, (EM— l)Nl 

Пусть (pi=[mp(N+Ni/r)]/m, где fe{0, 1 , г [ 2 Х — 2 ] } ; <р/ приближа­

ет p(N+Ni/r) с погрешностью < — . В силу предыдущих рассужде-
ш 

ний набор значений <р/ можно выбрать не более чем 

(3mN+ l ) r ( ( 1 6 ] l o g W [ 2 + l ) m + 1 ) Г ( | Э Д " З Ж 

способами. 

Выбрав m = 1 7 ] l o g N [ 2 и r= j | \ получим величину 

-H-(log«iV)(l+o(l)) u 

2 . При этом погрешность приближения исходной функции 
ближайшими целыми к значениям любого многочлена указанной степени, 

имеющего близкие ^с точностью ^ —j к ф; значения в соответствующих 
точках, будет не хуже 1. 

Т е о р е м а 3. Имеет место оценка 
log Арргох Ale > — \ log 2 N, 

8ял log е 
которая остается справедливой и при замене равномерной нормы в 
определении 1-приближающих множеств на любую норму 

N 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Семейство функций f = q + ahcos2nkx, где 

коэффициенты ak кратны 8 и принадлежат [—s, s ] , при подходящем вы­

боре параметров п, е, q, s лежит в Ai с (поэтому g (х) = Nf — 
\ I \ N 2N \ 

\og2N 
"°'лЛ —(Чо(1)) 

лежат в А^Л, имеет мощность 2 я o g e и порождает 3-различимые 
(в любой метрике | | - | | р ) дискретные функции. 

Д л я периодического случая такие ж е выкладки, но более трудо­
емкие, позволяют получить следующее утверждение. 

Т е о р е м а 4. Имеет место оценка 

log Арргох AiN

c ^ 

1 log2^V, 0 < Я < 2 ; 
8яЯ log е 

log 2 Л/, Х > 2 
18 log X ь ^ 

Теперь рассмотрим некоторые классы, занимающие промежуточ­
ное положение между аналитическими и конечной гладкости, и изучим 
их дискретные аналоги. Д л я определения таких промежуточных клас-
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1 = 1 

сов используем связь между гладкостью функций и скоростью стрем­
ления к нулю их коэффициентов Фурье: условия вида \ап\<constггс 

характеризуют функции конечной гладкости, а вида | a , , | < 
< c o n s t е х р ( — с п ) — аналитические функции. Понятно, что промежу­
точные порядки убывания коэффициентов соответствуют промежуточ­
ным классам функций. 

Пусть Х={Хи Лг,...} — последовательность положительных чисел, 
оо ' 

Л ^ * < 1 / 2 . Рассмотрим класс функций 

х = { / : R - > [ 0 , 1) / ( * ) = y + ]£ ]a |Cos (2 jr f*+<> f ) , 

. « , s R , | a , | < X , J . 
оо 

Обозначим dn = sup sup | /<*> (x) | , n e N ; тогда d„ == У ^ (2ш) п . Рас-

смотрим новый класс функций 

Pl = {f:[0, 1 ) - * [ 0 , l ) | ( V n e N ) ( V * € = [ 0 , 1)) | /<»> (х) | < dn); 

с Р х он связан очевидным соотношением Р^аР'х. Пусть Р% и Р о ­
внейшие дискретные аналоги этих классов. Положим 

= / w - * / w | ( V « e { l , 2, . . . . J V _ l } ) ( V x 0 , . . . . * „ < Е Е / „ , хгфх,) 

I Д „ х 0 , . . . . хп)|<NdJ(n\N":) + <р„(х0, . . . . *„)}. 

По построению P f c P ^ с = Р " . 

1 е о р е м а 5. l o g A p p r o x P ^ > £ l o g № / 7 ) . 

Т е о р е м а 6. log Арргох > inf {bn + e'yf 2Ndn \ogN). 

(Доказательства теорем 5 и 6 аналогичны доказательствам тео­
рем 3 и 1.) 

При некоторых положительных к оценки теоремы 5 и 6 имеют один 
и тот же порядок. Так, если выбрать параметры 0 < а ^ 1 и Xfe = 

оо 

= с ехр ( ^ - ) - где с = 1 Д 3 J ехр , то VTN ^ 2 я (га/е) 1 / а и 

log Арргох всех трех дискретных классов будет порядка ( l o g i V ) ( 1 + 1 / a ) ; пре­
дельный случай a = 1 соответствует аналитическим функциям. 

З а м е ч а н и е . Величина log Арргох для рассматриваемых клас­
сов соответствует (в определенном смысле) (1 IN) -энтропии их непре­
рывных «прообразов». В [8] для е-энтропии класса аналитических функ­
ций, ограниченных на эллипсе с полюсами ± 1 и суммой полуосей v, 
получена оценка 

^ = ( ( , o g 2 T ) / l o g ( v ) ) ( 1 - 0 ( 1 ) ) ' 
а для класса 2я-периодических функций, аналитических и ограничен­
ных в полосе | I m z \ <f t , — оценка 

т ^ т ^ — ( log ^ - ) 2 ( i + o ( i ) ) . 
8 h log е 
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Эти оценки согласуются с полученными в настоящей работе оцен­
ками log Арргох для дискретных аналогов классов аналитических 
функций. 

Пользуясь случаем, автор выражает глубокую благодарность сво­
ему учителю О. Б. Лупанову за постановку задач и постоянное внима­
ние к работе. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований, грант N 93-01-01527. 
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Б. В. Гнеденко, Э. М. Кудлаев 

О СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИНАХ, ОБУСЛОВЛЕННЫХ СУММАМИ 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Предлагаемая работа посвящена изучению сумм зависимых слу­
чайных величин вида 

N 

№ л) = Е Ы а > л , .... v>w), (1) 
где случайные величины wk=wk(N, п), й=1 , с W(N, n) = (wu ... 

wN) определены на вероятностном пространстве ( Q b Su PY) и сум­
мирование по индексу k производится по модулю N (mod N); при этом 
предполагается существование некоторого azz=a(N,n) и независимых 
случайных величин Ql = Ql(Nf / г ) , Q N ( N , п) с 6(Af, л ) = ( 0 ь . . . , 6 Л ) , оп­
ределенных на некотором вероятностном пространстве (f i 2 , S 2 , Р2) и 
таких, что их совместное условное распределение при условии 

Л W ") = Е 0 f t = a (2) 
kr=\ 

совпадает с совместным распределением случайных величин wu wN. 
Предполагается также, что значения каждой из функций fk принадле-
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