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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО 
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

В заметке доказывается теорема об интегральных нера­
венствах для уравнения 

y ' = / ( s , у, Y), у(а) = у0, (1) 

Y = ]K{s,t,y(t))dt, 
а 

под х понимается либо х = 5, либо х = Ь. В обоих случаях 
х£[а, Ь]. Предполагается, что правая часть его / (s , у, Y) 
удовлетворяет условию Липшица по второй и третьей пере­
менной. На основании этой теоремы строятся двусторонние 
приближения для уравнения (1), дается оценка сходимости 
этих приближений к решению. 

Т е о р е м а . Пусть функции f(s, у, Y), F{s, у, У), /C(s, 
t, у) непрерывны по всем своим аргументам и 

Ж У, Y)<F(s, у, Г), (2) 
дК 

а /С(«, t, у) дифференцируема по у, 0 < — </С, $(;[#, b], t£ 
£[а, Ь\. 

Пусть, далее, у = у (s) и у =» z(s) — непрерывные решения 
уравнений 

v'=f(s,y, Y), 
z' = F(s,z,Z), (3) 

^ (а) = г (а) = у0, 
определенные при s£[a, а +а] и лежащие в области \у — 
~Уо\<ф, а > 0 и р > 0. Тогда если f(s, у, Y) удовлетворяет 
в указанной выше области условию Липшица 

| / (s , у + А, Г + Я) - / ( s , j / , Г) | < Z. (| h | + | Н\), . (4) 
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то при s^[a, a + а] имеет место неравенство у (s) < z ( s ) . 
Более того, если в некоторой точке s{> а имеет место 
неравенство у (sx) < z (sj), то у (s) < z{s) при всех s £ [sb а + а]. 

Для доказательства возьмем разность 

*'-y' = Fis,z, Z)-f(s,y, Г). (5) 

Обозначая 

Z~y = r}, (6) 

получим для т] следующее уравнение: 

4'=g(s, rh Н),\(а) = 0, (7) 

если рассматривать z как известную функцию s и обозна­
чить в (5) g(s, v\, H) = F(s, z, Z)—f(sy z — y\, Z--H). Пере­
пишем (7) в виде 

У - g (s, о, 0) = g (s, ч, Н) - g (5, о, 0). (8) 
На основании (2) имеем 

g(s, о, 0) = F(s, г, Z)-f{s, z, Z ) > 0 . (9) 
Используя (4), получим 

|£(*. 4, Щ-gis, о, 0)1 = 
= | / 7 ( s , z , £ ) - / ( * , г - ч , Z - H ) -

- F ( s , 2?,-Z)+/(5, Z, Z ) | < Z ( h | + | H | ) . (10) 

Таким образом, из (8) следует 

-L(\y,\+\H\)<ri'-g(s, о, 0 ) < I ( h | + | H | ) . (11) 
Предположим, что в некоторой точке sl£[a, a + a], z (sj < 

<J^(5i)- Тогда ri(s)<0 в силу (6). Так как z(a)==y(a), то 
на [a, 5j] найдутся точки, где z(s) =y(s). He уменьшая 
общности, можно положить, что эта точка единственная и 
что она совпадает с а, тогда z(s)<Cy(s) для всех (a, s j . 
Ha [а, 5j] неравенство (11) запишется 

7l^Lrl-LK^(t)dt>g(s, о, 0)>0. (12) 

Заменой 

4(s) = J5(/)<« 03) 

(12) сводится К уравнению 
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I(s)-Bmt)dt = <f{s)>0, > (14) 
a -

где B=L(\ -\-K{b — a)) > 0. Из этого неравенства следует, 
что 

S (s) = <р (s) + в) e-w-s\(t) dt > 0, 

и, следовательно, согласно (13) 

ч(*)>0, 
что противоречит нашему предположению. Итак, доказано, 

.что на всем-[а, а + a] z(s)>y(s) или ^(s)!>0. 
Аналогично можно показать, что если имеет место нера­

венство yiSxXziSx) в точке s{ < а, то j / ( s ) < £ ( s ) при всех 
s£ [sb a + a]. 

Может оказаться, что у\ = 0 при s£[a, а + а]. Тогда 
z(s)=y(s), g{s, о, 0) = 0, F(s, z, Z). = f(s, у, Y). Это может 
быть даже тогда, когда / ( s , j / , F) совпадает с F{s, z, Z) не 
всюду в области их определения. 

З а м е ч а н и я 
1. Если вместо (2) взять неравенство противоположного 

смысла, то, повторяя рассуждения доказательства теоремы, 
можно показать, что и для решений соответствующих урав­
нений получим неравенства противоположного знака. 

2. Если вместо (2) взять строгое неравенство в рассматри­
ваемой области, то и для решений соответствующих урав­
нений будет выполняться строгое же неравенство. 

3. Приближения могут быть построены известными мето­
дами [3J, [4]. 

4. Если У = 0, то имеем дифференциальное уравнение [1]. 
5. Если j / = 0, то получим интегральное уравнение, рас­

смотренное С. Н. Слугиным [5] при более частных предпо­
ложениях. 

Укажем метод построения двусторонних приближений на 
основе доказанной теоремы. 

Пусть функции / , F, /С, у и z удовлетворяют условиям 
теоремы и 

/ - / ( s , J/, Г) = 0, (15) 

< _ ! - / ( * , 2Л-Ь £„-l) = <Ря-1 > 0, (16) 

< _ ! - Ж ип-ъ Un_x) = фя_! < 0, (17) 

У (а) = zn_x(a) - ип_х(а) = у0, 
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тогда 

z„ = za_x - )e-^~^n_x{t) dt, (18) 
a 

un = un_x-]e-^-^n^(t)dt (19) 
a 

являются соответственно верхней, нижней функцией на 
[а, а + а]. 

Покажем, что последовательность {zn} равномерно схо­
дится к y(s). 

Прежде всего отметим, что все функции zn определены 
в каждой точке отрезка [а, а + а], так как они заключены 
между z (s) и у (s) и не могут выйти за пределы рассматри­
ваемой области. 

Рассмотрим ряд 

2о + (zx - z0) + (z2 - zx) + ... + (zn - zn_x) + ... (20) 
Подставляя вместо разностей их выражения из (18), имеем 

г0 - \ е - ^ - % 0 + ?i + ... + ?п + •••) *#. 
а 

отсюда следует, что ряд (20) равномерно сходится, если 
сходится равномерно ряд 

?о (*) + ?! (*) + . . .+ ?„(*) + ..- (21) 
Рассмотрим общий член этого ряда ?„($); используя (18), 
(16), а также (4), имеем 

^ ( ^ ^ - / ( s , zn, Zn) -

= zn_x - <?п_г + BJe-**-'^ dt - / ( s , zn% Zn) -
a 

= / (s , zn^, Zn_x) -f(s, z„, Z„)+5 fe-^-^cp^! Л < 
a 

<L[(zn_x-zl) + {Zn_l-Zn)] + 

+ Bfe-n<-*><tn_xdt < L [(*„_, - z„) + к](zn_x - zn)dt\ + 
a a 

+ BJe-X'-'b^dt. 
a 
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Используя (18), после преобразований получим 

?п<ф-*<*-'><рп_1(*)Л, (22) 
а 

где С > 0 выражается через постоянные I, ЛГ, В. Определим 
последовательность {ф„} при помощи рекуррентного соотно­
шения 

<bn(s) = c]e-Bi*-Wn_1dt, (23) 
а 

причем положим Ф0 = <р0/Очевидно из (22) и (23) 

Оценим Ф-п(5), выражая их через Ф0($) 
Ф2(5) = С } е-^-^Ф^ОЛ = 

а 

= С2 J е~«*-0([е-«*-;е)Ф0Л)Л= 

= С2] d ^ е-в<5-г>Ф0(*)Л = С2 J (5 - т)^-^-)Ф0(х)Л. 
а х а 

Методом индукции можно показать, что 
Фя(5) - С" f ( in i l l l 1 e-w-WoWdt. 

пК } \ (я — 1)! 

Тогда 

Ф „ ( 5 ) < ^ . Л 1 о , (24) 

где ср0<М0 на [а, а + а]. Отсюда следует абсолютная и рав-
со со 

номерная сходимость ряда £$„(s), а также и ряда 2<Ря(5)-

Следовательно, \zn) равномерно стремится к некоторой функ. 
ции ~y(s). Покажем, что y(s) будет являться решением на­
шего уравнения 

Для этого рассмотрим 
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a 

+ }?„(*) Л = r„(s). (25) 

, Так как zn—*y, <?n—*0 равномерно при /z—»QQ (см. (24)), 
то и гп—>0 тоже равномерно. 

Интегрируя (16) при я—1 = п и используя 2„(а) = у0, мож­
но (25) записать 

7=.Уо + { Ж У, Y)dt, 
а 

что и требовалось доказать. Так как при любом п zn(a) = 
= _у0, то иу(а) = у0. В силу теоремы единственности, до­
казательство которой может быть получено при наших ус­
ловиях применением принципа сжимающих отображений [2J, 
имеем 

Т=у. 
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