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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящий обзор —это несколько дополненный итог работ 
автора [6]—-[13], разрабатывающего подход к обобщенному 
понятию транактивной дифференциально-геометрической струк­
туры, задаваемой подрасслоением -со проективного предела ./„£ 
дифференциальных продолжений объекта я;: Е-+М категории 
расслоений. Внутреннюю геометрию подраеелоения со, пони­
маемую в смысле A. М. Виноградова [5], будем рассматривать 
в качестве внутренней геометрии им порождаемой структуры. 
Распределением Картам а [5] пр одолженного многообразия со, 
задающим его плоскую каноническую связность [16], индуци­
руется плоская связность и в расслоение я„ : co{to}Mструктуры 
конечного порядка. Таким образом понимаемую ее внутреннюю 
геометрию можно отождествить с геометрией плоского про­
странства, изучаемой в первых девяти параграфах. 

Если подрасслоеиие сос/«Д определяющее обобщенную 
транзитивную дифференциально-геометрическую структуру, за­
меним распределнием пространства /„£, в смысле К. И. Грин-
цевичюса —• В. И. Близникаса —. Г. Ф. Лаптева [17], означаю­
щим его пеголоиомное подмногообразие, то, развивая дальше 
их основную идею, сможем сказать, что задали неголоиомную 
дифференциально-геометрическую структуру. Внутренняя гео­
метрия иеголономной структуры также определяется канониче­
ской связностью пространства /«,£ и изучается нами в качестве 
геометрии распределения в расслоении с .ПЛОСКОЙ связностью. 

В последнее время стал возрастать интерес к контравариаит-
иым дифференциально-геометрическим методам [4]. Контрава-
риантная теория дифференциального .продолжения — инвари­
антный аппарат геометрии высшего порядка, основанный на 
внутренних свойствах продолженного пространства JXE. В на­
стоящем обзоре эти свойства выводятся из некоторой диффе­
ренциально-геометрической связности — редуцированной связ­
ности продолжения /ооВ. В своем простейшем виде редуцирован-
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ные связности появились в статье [1] и ПОТОМ неоднократно 
строились В. И. Близникаеом в его исследованиях по геометрии 
дифференциальных уравнений. В теории неголономных диффе­
ренциально-геометрических структур в другой интерпретации к 
ним пришел [8] автор настоящего обзора, в котором коротко 
излагается их общая теория. Редуцированные связности кано­
ническим образом строятся в любом расслоении с• плоской .связ­
ностью, позволяя переносить о него основные конструкции 
контр авариантной- теории дифференциальных продолжений. 
Изучению' контравариантной теории дифференциального про­
должения и внутренней геометрии дифференциально-геомет­
рических структур в модели пространства со связностью и по­
свящается настоящая обзорная работа. Ее результаты подробно 
обсуждались на геометрическом семинаре г. Вильнюса, рабо­
тающем под руководством проф. В. И. Близникаеа, многочис­
ленными советами которого я неоднократно пользовался. 

§ 1. ПРОСТРАНСТВА СО СВЯЗНОСТЬЮ 

В дальнейшем сим1волом М обозначается вещественное С°°-
гладкое многообразие, всегда связное и паракомпактное. Оно 
обладает касательным векторным расслоением ~yW{to}i\a, порож­
дающим пучок ростков УМ-ъ-М его локальных сечений. 

. Операциями сложения и умножения гладких функций много­
образия М их пучок ростков Ом наделяется структурой пучка 
колец. Это структурный пучок рассматриваемого пространства. 

Произвольный пучок й^-^-Мбм-модулей для краткости про­
сто называется Ом-модулем. Запись crGF означает включение 
с££Гх, которое должно .выполняться для некоторого стебля фх 
над точкой х многообразия М. Всякий раз, когда говорится о 
«сечении пучка F » , подразумевается его сечение над открытой 
окрестностью 'базы. Производя алгебраические операции в пуч­
ках,'мы берем их элементы в одинаковых точках, тогда как 
сечения рассматриваем над одинаковыми открытыми подмно­
жествами. 

... Каноническая проекция локально тривиального' С"-гладкого 
расслоения я : £{to}M позволяет строить л-поднятие лг1 (ТМ){to}£ 
касательного расслоения пространства его базы. О^-модуль 

М(л) ростков локальных сечений поднятого расслоения назы­
вается модулем инфинитезимальных вариаций проекции л. 

Существует морфизм П*:ОМ-+ОЕ, наделяющий пучок 0Е 
структурой Слгмодуля и позволяющий рассматривать cV-мо-
дуль %(Ом, ОЕ-, я) дифференцирований ОМ->ОЕ-

Легко строится каноническое отождествление 
Я(п)~%(Ом, ОБ, я). 

Следуя терминологии Г. Ф. Лаптева, ©я-модуль /\М* (я) 
назовем пучком ростков полубазовых форм расслоения п:Е^-М. 
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Дифференциальные продолжения nk:JkE-yM расслоенного 
пространства я:£-->М, обладающие естественными проекциями 
nktl:J,tE-+JiE, позволяют рассматривать проективный предел 
J^E — 1improj(./ftE, nkj) в качестве расслоения ng:/g.£{to}.M 
над базой М. Обозначая структурный пучок продолженного 
пространства JkE символом Ок, образуем новый пучок 

<9=-limInd(0*, я*,) 
•фильтрованных колец, обладающий естественными вложениями 
Qk-y.Q, в дальнейшем О рассматривается в качестве струк­
турного пучка продолженного пространства У т£. 

6>-модуль М (ям) инфинитезимальных вариаций канонической 
проекции noo:./-oE{to}M определяется с помощью индуктивного 
предела 

.J2(rcM) = 1imind(.j2(nft),n;i;). 
Хорошо известно, что он обладает канонической структурой 
пучка алгебр Ли [26]. 

Мы воспользуемся локальной расслаивающей картой 
{х1, уа, уа

и, ••., ya
h . ,»•••) пространства ./»E, позволяющей 

ростки | , rfcfl (nj) задавать равенствами 
£ = .-ftc5/d*"modKer (Я.Д, 
т) = rfd i дхк mod Ke г (я^) , 

в которых компоненты £* и IT* зависят лишь от конечного чис­
ла координат продолженного многообразия / «£ • Полагая 

со 

дГ-д/дх' + ^у^д/ду? 
А-0 

мы получаем равенство 
[I, T|] = (^/*Ti*-Ti'af^)<?/(?xftmodKer ( я Д , 

выражающее закон коммутирования в алгебре Ли •#("„) . Фор­
мула 
R- nl - Widrt + yfda^-itidtf + yfd^didx'mo&K&irt,), 
для пары элементов 

£—lk(xl, ya)d/dx"modKeTnt, 

T] = r[k(xl, уа) д I дх'1 modKer я*, 
записанная с помощью операторов di — dldx1, да = д/дуа 

частных производных, показывает, что Я (я) не является пуч­
ком подалгебр Ли индуктивного предела Я [п.^. Однако каж­
дое поднятие Г:£->/1Я канонической проекции {}:./•£ {to}..-? поз-
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воляет в этот модуль наводить некоторую алгебраическую 
структуру. 

О пр ед ел ея'И е- Если задано поднятие канонической проек­
ции р, то расслоение Е называется пространством со связ­
ностью. 

В касательном расслоении произвольного расслоенного про­
странства я:Е-+М выделим подрасслоение TvaTE, образован­
ное вертикальными векторами, обладающими нулевой я^-проек-
цией. Возникает вложение i;Tv~¥-TE и каноническая проекция 
р:Т£-->/?(я), порождающие точную последовательность 0{to}TV•-> 
--•Т.Б •->•./? (п)--у 0. 

Теорема I. Каждым расщеплением T:R(n)^-TE выше-
написанной точной последовательности задается структура 
пространства со связностью и каждая структура может быть 
задана таким образом. 

Мы не будем здесь доказывать это хорошо известное 
утверждение, позволяющее одинаково обозначать отображения 
T:E-*-JxE и Т:#(л)-+ГЕ, соответствующие одной связности. 

Подрасслоение ThczTE в пространстве со связностью, 
определяемое с помощью равенства 

Тл= Г(/?(л)), 
называется горизонтальным подрасслоением или распределением 
Картана. Оно позволяет пользоваться прямым разложением 

порождающим горизонтальное h:TE->Th и вертикальное 
•o\TE-*Tv проектирование. Следовательно, внешняя алгебра 
/\Я* (л) ростков полубазовых форм отождествляется с внешней 
алгеброй /\fh* горизонтального распределения, что дает воз­
можность рассматривать 1-форму связности %:E-*Th* <8>Th 

относительно внутреннего умножения "д для каждого вектора 
£6-? (я), удовлетворяющую равенству_ Г (1) = % /\ £• 

Если заданы две связности Г, T:R(n)-+TE, то возникает 
отображение Г — T:R(n)-+TE, удовлетворяющее тождеству 
п^(Т — Г)=0. Отсюда вытекает включение 1т(Г — T)QTV, по­
казывающее, что разность форм связности % — % является 
сечением векторного расслоенного пространства TH*g)Tv. 

Полагая и = % — %, говорят, что связность Г получается 
деформированием связности Г с помощью сечения ti:E-yTh*<g> 
®TV. Следовательно, тензорное произведение 3~h*®3"° является 
пучком ростков локальных деформаций структуры пространства 
со связностью. 

Равенством G = - [ x , х], написанным с помощью скобки 
Нейенхейса, определяется дифференциальная тензорнозначная 
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2-форма @:Е-> Л2Тл* ® Т". называемая формой кривизны заданной 
СВЯЗНОСТИ. СВЯЗНОСТЬ С нулевой кривизной носит название 
плоской или интегрируемой связности. Интегрируемые связности 
выделяются инволютивностью распределения Картана, чем 
в силу теоремы Фробениуса, и объясняется их название.' 

В локальной расслаивающей карте (л:1, уа) пространства Е 
полагая 

в === .J??;dx-Adxy ® <Э/д;Д 
получаем компоненты Мац тензора кривизны рассматриваемой 
связности. Если соответствующее поднятие Г:E~>JXE задается 
с помощью равенства 

y,«—ry(x', уа)> 
то компоненты тензора кривизны вычисляются no формуле 

та ^ .Л . .Га _1_Г* дшТа 

Операциями формальных дифференцирований df\G-*-G инду­
цируются отображения df:GE-+Ou с помощью поднятия Т:Е{to} 
->JXE позволяющие строить дифференциальные операторы 

dr=T*°df:OE^GB. 
Если Г рассматривается в качестве линейного морфизма 
Т:#(л)->ТЕ, то выполняется очевидное соотношение 

<??-Я (Г (<.)). 
Свертка 

имеющая инвариантный характер, удовлетворяет условию 

и является дифференцированием Ли относительно 1-формы 
связности. 

В общем случае (^-дифференцирования не являются пере­
становочными операторами, что в инвариантной форме выра­
жается с помощью равенства (dr)2-—iS(e). 

В пространстве со связностью ©я-модуль ." (я) обладает 
алгебраической структурой, для пары элементов 

1 = Ъкд I dxk modKet п„ 
ц — цьд/дх" mod Ker я.,,, 

порождаемой коммутатором 
.[•г, тй^&дг-ч'—пЬдг^д/дх'тойКетл*. 
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Тождество 
Ш , -nil, t]|+|[|[t, l]\, т,]| + |[|[т,, t]|, | ] | = {^(в(л, t))£* + 

+ #(®(i. T]))tA + S(9(t , 1))г\к}д/дх"тойКегп^ 
показывает, что &(я) не является алгеброй Ли, если Е «е яв­
ляется пространством с шлоской связностью. 

Теорема 2. В пространстве с ПЛОСКОЙ связностью модуль 
.32 (я) обладает канонической структурой пучка алгебр Ли, от­
носительно которой ©—линейное поднятие Г : $1 (л)-+£ГЕ яв­
ляется инъективным морфизмом. 

Доказательство . Утверждение вытекает из равенства 
e(g, т)) = [Г(|), Г(т1)]—Г(| [I, ч] | ) , справедливого для каждой 
пары ростков пучками;) в пространстве со связностью. 

§ 2. ДЕФОРМАЦИИ СВЯЗНОСТИ, 
ПОРОЖДАЕМЫЕ ДИФФЕОМОРФИЗМАМИ ПРОСТРАНСТВА 

Мы будем рассматривать расслоенное .пространство л : E{to}Af 
со связностью, обозначая пучок ростков локальных С~-гладиих 
диффеоморфизмов многообразия Е символом Diff(E). Пучок 
ростков локальных автоморфизмов обозначается через Aut(E). 

Теорема 1. Существует дифференциальный оператор 
D:Diff(E)->-J'/®Jr'0, при произвольном выборе ростков .-6.>ГЙ 

и FGDiff удовлетворяющий равенству 
DF-Rl^ivoF^FJH). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение является простым след­
ствием линейности морфизмов F^.gTE-b-iTE и v\!fE-+irv. 

Теорема 1 позволяет рассматривать деформации заданной 
связности, порождаемые диффеоморфизмами пространства Е. 
Форма Картана деформированной связности определяется с по­
мощью формулы 

х = = х _ £ ) - . 
Теорема 2. Выполняется соотношение 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Горизонтальный росток lQ3~h удов" 
летворяет тождествам «(£)•—(), v(Ftl)=Fltll — % j\F^), ПОЗ­
ВОЛЯЮЩИМ легко получить нужное соотношение 

D E - | = ^ - - io (E^ — 5CAE4)-—t;(E-I(X)AE). 
Теорема 3. Росток CeAut(E) локального автоморфизма 

удовлетворяет тождеству DQ = % — G~l(%). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Локальные автоморфизмы, сохраняю­

щие структуру расслоения л:Е->М, оставляют инвариантной 
вертикальную составляющую STV касательного пучка ZFE. 
Поэтому росток Q удовлетворяет соотношению 

0 О л £ — (О,---г>-С?»)(Е), 
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позволяющему с помощью тождества | = эс7\ S- справедливого 
дли горизонтальных элементов .-6^", получить доказываемое 
соотношение: 

---лЕ-=0;ЧО*6--хлС?а)--(х-о--(х))лЕ. 
С л е д с т в и е 1. Формы Картана деформированных связно-

стей определяются формулами х ~ X + C-'-F'̂ Kx) и~х----0-г(х). 
Дифференциальный оператор D:Aut(E){to}|T*M®r-M, с по­

мощью равенства £>(G) = x — G'l(%) определяемый на прямых 
произведениях Е = МХМ относительно их канонических связ-
ностей, находит существенное применение в теории дифферен­
циальных уравнений Ли и в теории деформаций псевдогруппо-
вых структур [31]. Нами он рассматривается в произвольных 
пространствах со связностью. 

Теорема 4. Ростки EeDiff (E) и GgAut (E) удовлетворяют 
равенству 

D (QoF)=DF +T>oE-i (DO). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Результат является следствием 

теорем 2 и 3: 
D (GoF) - —.v ((F-.-O--) (х)) + voF'1 (%) - voF-1 (%) = 
— -v°F~l (G-1 {x)-x) -wF-1 (%) = DF-{-vcF-i (DG). 

С л е д с т в и е 2. Ростки локальных автоморфизмов 
Gj, G26Aut(E) удовлетворяют равенству 

D (GjoG2) = 002 + GF1 (OGi). 
Как и в случае канонических связностей на прямых произ­

ведениях (см. [27]), формулой 
a-M.° = DQ + Q-l{u) 

определяется правое действие пучка автоморфизмов Aut(E) в 
тензорном пучке gTb*®Sv ростков деформаций связности. 

§ 3. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ 

Построим линеаризацию 23 дифференциального оператора D-
Т е о р е м а 1. Существует дифференциальный оператор 

23:t_E{to}yA*®,ifu, определяемый равенством 

- Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим однопараметрическое се­
мейство диффеоморфизмов Ft: Е-+Е, принимающих тождествен­
ное значение в нулевой точке и порождающих векторное поле 
l=dtdtF,\,^0 пространства Е. Полагая 2>l = d/dt(DFt)\t=0> и 
дифференцируя тождество .2>E.=—v0Ft~l(%), получаем соотно­
шение SD% = — v(g(£)i), равносильное доказываемой формуле. 

С л е д с т в и е 1. Произвольные ростки leZTE, чбЯ Удов­
летворяют соотношению -23|Х'Ч = 'ус[г1> £!• 
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Теорема 2. В случае горизонтального ростка £б-Л имеет 
место равенство 

®£=-2©л£. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу соотношений 

{xi}—x7\£. л—ХАЛ, 
которым удовлетворяют рассматриваемые ростки, мы можем 
пользоваться равенствами 

•®6лл—«-[хХл. хла—[х. х1(лЛБ), 
равносильными доказываемому утверждению. 

Следствие 2. Сужением дифференциального оператора 3) 
Порождается линейное отображение £ГН-*-ifh*®3'v. 

Теорема 3. Вертикальные ростки удовлетворяют соотно­
шению 

3)1=1%, £]• 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Росток!- вертикального векторного 

поля порождается однопараметрическим семейством автомор­
физмов Gt:E~+E, что, в силу теоремы 2.3, позволяет нам 
пользоваться формулой DQt = %—QTl (%)• Отсюда и вытекает 
нужное соотношение: 

3%=-didtQT\%)\ !-*>=*-Х(Ь)% = 1%, II 
С л е д с т в и е 3. Для произвольных ростков £ — £Л + 

+ lvefh©grv, t]A60"A имеет место формула 
25|Л-А = 2©(лЛЛ£А) + 1%, 61 ЛПЛ-

Определение . Векторное поле .- пространства со связ­
ностью, удовлетворяющее равенству 2)£ = 0, называется по­
лем Ли. 

Символом £> обозначим образуемый полями Ли .^-подмодуль 
пучка SFE. 

С л е д с т в и е 4. В силу теоремы 2, в пространстве с плос­
кой связностью каждое горизонтальное векторное поле являет­
ся полем Ли. 

Теорема 4. Вертикальные ростки | , v0fv удовлетворяют 
тождеству 

®(Ш.^1)-Р1,ч]+Е,^]-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Результат является следствием тео­

ремы 3 и тождества Якоби. 
С л е д с т в и е 5. Вертикальная составляющая £>vмодуля £> 

является его подалгеброй Ли. 
Теорема 5. Выполняется включение [S>, £Th\a.$~h> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу следствия 1, для произволь­

ной парьуэостков £б2>, т]6^л, имеет место соотношение v(\%, г|]) = 
= — .25.; л -1=0> доказывающее теорему. 
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С л е д с т в и е 6. В пространстве с плоской связностью пу­
чок .й-алгебр Ли О разлагается в полупрямую сумму своей 
подалгебры 5У и идеала <-". 

Эти.м свойством разложения обладает и Жчмодуль полей 
Ли—Бэклунда на бесконечном продолжении /„£ . Позже мы по­
кажем, что они являются полями ЛИ В смысле определения, 
данного в этом параграфе, что позволяет рассматривать след­
ствие 6 в 'качестве обобщения на пространства со связностью 
хорошо известного разложения [19], «грающего важную роль 
в контравар'иаитных методах дифференциальной геометрии, 
Более того, мы построим дифференциально-геометрическую связ­
ность (каноническая редуцированная связность В. И. Блианика-
са), с усеченным оператором .25: T*^-Th*®Tv в качестве кова-
риантиого дифференцирования, а также дадим и другие его 
геометрические характеристики. 

§ 4. СТРУКТУРНОЕ РАВЕНСТВО 

Теорема 1. С помощью равенства 25»=[х, «], называе­
мого фундаментальным тождеством, йЗ-дифференцирование рас­
ширяется до дифференциального оператора ®:Л^Г>*®<£~--> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства утверждения 
достаточно при произвольном выборе ростка ©®£6Л-1Г/.*®<_-' 
воспользоваться развернутой записью 33(а*®1)=3)1Л® + %(1)®®1 
скобки Нейеихейса [%, со®|]. 

Каждым ростком E6Diff(E) локального диффеоморфизма по­
рождается росток £^6<^Л*®^_деформации связности, а сле­
довательно, и росток <?E==@ — © деформации ее кривизны. 

Возникает новый дифференциальный оператор <?:Dift(E) {to} 

Теорема 2. Росток G6Aut(-~) локального автоморфизма 
удовлетворяет равенству <?G=0—G_I(©). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно воспользоваться след­
ствием 2. 1: 

ё~=41°л(х). О'10с)]=i °'х(Ос, il)-Q-x(©)• 
О п р е д е л е н и е . Росток u&h*®3~v, сохраняющий кривиз­

ну деформируемой связности, назовем ростком ее слабой де­
формации. 

Теорема 3. Дифференциальный оператор SD\:iTh*®if'a-> 
-^•A2^h*®^vy определяемый с помощью формулы [27] 

251к=-[Х. " ] - - J [» . " ] . 
обладает следующим свойством: и тогда и только тогда яв-

109 



ляется ростком слабой деформации, когда выполняется ра­
венство 

25-и=-0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим символом © форму кривиз­

ны деформированной связности. В силу отношений 

в-в=-4( | [х, %1-1%-и, x-ttj)=*l%, а ] - 1 [ « , йЦ, 
выполняется включение ^tiQA2^А*®3~v', порождающее ра­
венство 

Отсюда и вытекает утверждение теоремы. 
Теорема 4. Имеет место структурное равенство 

d^SDioD. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Снова воспользуемся следствием2. 1, 

позволяющим писать соотношение 
[х. х]=[х. хЗ-звс,-*--*-1 (xa+I—o-/7-1 (x^—o-F'-Cx)] 

вида 
0 = 9-25(DF)+ \lDF4 DFJ. 

Доказываемое равенство теперь вытекает из определения 
дифференциального оператора 251. 

В случае плоской канонической связности прямых произве­
дений E-—MXM, структурное равенство 25-oD-=0 позволяло 
строить J27] комплекс 

0{to}Aut(E) Е ^ * ® . ^ * ^ 2 ^ * ® ^ " . 
играющий существенную роль в диагональной версии теории 
дифференциальных уравнений Ли (см. также J30J). 

Обозначим символом Д линеаризацию h.'.S'E-tA^h*®^'0 

дифференциального оператора д. 
Теорема S. Вертикальные ростки £6iP удовлетворяют ра­

венству 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Снова рассмотрим представление 
l = dfdtFi\ts=Q, заданное с помощью однопараметрического се­
мейства Ft автоморфизмов E{to}E, позволяющее нужное равен­
ство получить в качестве следствия теоремы 2 

Теорема 6. Дифференциальный оператор %: Л.-.Гй*®аГ-'-»-
-^Л^А*®$~- Удовлетворяет тождеству 3)2а ~ [©, и} и является 
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расширением линеаризации Д на пучок f\gr,*®grv ростков полу­
базовых форм с вертикальными значениями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство является следствием тео­
ремы 3.3 и обобщенного тождества Якоби: 

&и=1%Аъ « l - t t x , х], ttj-h,l%, «1=2 [в, «]-0-«. 

§ Б. ДЕЙСТВИЕ АВТОМОРФИЗМОВ 

Теорема 1. Ростки 1&TV, GeAut(E) удовлетворяют ра­
венству 

2J(0„E)—0*(2JE + SS(g)(DO)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вертикальный росток %fflv обладает 

представлением l = d/dtFt\i=,<j, задаваемым с помощью одно-
параметрического семейства Ft автоморфизмов, имеющего тож­
дественное значение в нулевой точке. В силу следствия 2.2, 
отсюда вытекают равенства 

•25(G^) — a/^.-^(G°F^G-1)|^o-=^/a^G(D(GoE/))|,=0 — 
= д/dt G (DFt + E7- (DG))|^0, 

даюшие нужную формулу. 
Т е о р е м а 2. Для каждой пары ростков u,QA£r*h®Fv, 

GGAut(E) выполняется соотношение 
25 (G-1 (и)) -= G"1 (3)ti) + IDQ, О'1 (и)]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство доказывается с помощью 
прямого вычисления: 

25(С-'(и))-=[х, G'I(«)]=-G^I([G(X)> » ] ) - " 
— G-'([X. uj-lx -G(X)> u])^Q-i(?Ba)-G->(iDG-\ и])== 

~Q-4SDu)+lDQ,Q-4u)ym 
Т е о р е м а З. Для произвольных ростков GgAut(E), 

u&3~h*®3~v имеет место формула 2)х(иа) = 0~1(Э)хи)-\-дО. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, в силу теоремы 2, 

имеем: 
23l(u0) = 2}l(DG + G-l(a))^23{DG) + G~1(23a) + 

+ IDO, G^(tt)]-~i[DG+G-1(«).L)G + G-1(«)]= . 

= G-' (m-\lu, u}) + 33(DG)-jlDG, DGJ = Q-^SDrf + dQ. 
Определение . Росток F6Diff(E), не деформирующий за­

данной связности, называется ростком ее движения. Росток 
движения, принадлежащий пучку Aut(_), 'называется ростком 
автоморфизма. Росток .FGDiff(E), слабо деформирующий связ­
ность, назовем ростком ее слабого движения. Росток слабого 
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движения, .принадлежащий пучку Aut(F), называется ростком 
слабого автоморфизма. 

Символами Diff(r), diff(r), Aut(F), aut(r) обозначим лучки 
ростков движений, слабых движений, автоморфизмов и слабых 
автоморфизмов соответственно. 

Очевидно следующее утверждение. 
Т е о р е м а 4. Выполняются равенства 

Diff(r)-=KerD, diff(r) = Kerd, 
Aut(r) = KerD|Aut(5), 

aut(r) = Kerd|Aut(£). 
С л е д с т в и е . В силу теорем 3 и 4, подмножество Z(r)cz 

cz$~h*®3~v слабых деформаций связности Г является aut (Г)-
инвариантным. 

§ 6. АЦИКЛИЧНОСТЬ ОБЪЕКТА 
КАТЕГОРИИ ПРОСТРАНСТВ СО СВЯЗНОСТЬЮ 

Мы будем рассматривать некоторую категорию УС С°°-глад-
ких пространств п:Е->М со связностью, символом aut (Г) обоз­
начая пучок ростков их слабых локальных автоморфизмов, по­
рождаемых морфизмами категории С№. В силу структурного 
равенства и теоремы 5.4, на каждом пространстве ЯбОЬ (Ж) 

3) 8)х 
возникает комплекс aut(Г)->^"л*®-г,-->л2

11Гл*®-5"г', в дальней­
шем называемый комплексом слабых деформаций этого прост­
ранства. Точность комплекса означает, что каждый росток 
слабой деформации порождается ростком слабого автоморфизма 
объекта Е категории СК. 

О п р е д е л е н и е . Пространство ЕЮЪ{Ж) со связностью, 
обладающее точным комплексом слабых деформаций, назовем 
ацикличным объектом категории Ж, или просто ацикличным 
'пространством. 

Существуют категории с неацикличными объектами: ъ кате­
гории прямых произведений Е—МхМ, с морфизмами вида 
fXg, каждый объект имеет плоскую неацикличную связность. 

Рассмотрим иолиую подкатегорию Ж аналитических рас­
слоений я : £->Ж, порождаемую их аналитическими морфизма­
ми. .Допуская ЛИШЬ аналитические деформации объектов, мы 
будем предполагать, что тензорное произведение T"h ®£TV обра­
зовано ростками аналитических сечений соответствующих век­
торных расслоений. 

Напомним, что контрпримеры Леви [29] позволили Гийеми-
ну и Стернбергу [25] выявить разницу между теориями эквива-
-лентностей аналитических и С°°.-гладких дифференциальцо-гео.. 
метрических структур. Хорошо известной сходимости аналитиче-
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оюих формальных эквивалентиостей в рассматриваемом случае 
соответствует следующее утверждение: 

Теорема \, Плоские аналитические связности ацикличны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся локальной расслаи­

вающей картой (х1, уа) пространства Е и зададим деформацию 
Г / = Г;а — Ъа рассматриваемой связности Yt

a, порождаемую 
элементом l^liadxl®d/dya пучка gTh*®iTv. Легко видеть, что 
локальный автоморфизм F-.E-+-E c координатным выражением 
x—л:', ya~Fa(xl, ya) тогда и только тогда удовлетворяет 
условию DF—=£, когда выполняется равенство 

<#./?-- Г?. 
Построим подрасслоение E c E X E , образованное множест­

вом пар (e.,e2)6EXE, удовлетворяющих тождеству я(е-) = 
--=я(е2). Расслаивающей картой (х1, уа) многообразия Е порож­
дается расслаивающая карта (x', ya, у") пространства E, 
и локальный Ж-автоморфизм F:E~>E тогда и только тогда 
удовлетворяет условию DF =.£, когда он служит решением 
дифференциального уравнения (̂ {subset}/./?, с локальными образую­
щими 

Ф?==1Л + Г?(-*-, yafya
b-YHxl, ya). 

Дифференциальное продолжение a2c:J2E уравнения со-, задается 
с ПОМОЩЬЮ локальных образующих 

ФЛ Ф?/- УЬ~\- vi% + - t y W - д;Т f - dbY, V , 
Ф% -= У?ь + Г<с£& + д„Т,%* -~d0Tfyb; 

порождающих единственное условие у0
аМ\)=*Яац сюрьективно-

сти канонической проекции со2—s-coj. Мы видим, что рассматри­
ваемая проекция сюрьективиа, в случае слабых деформаций 
плоской связности. 

Пусть gi означает символ [24] дифференциального урав­
нения со,. По определению, он порождается векторами 
г| •=-= rfidldy" + rdd/dl/t расслоения 

Т*Е®Т*Ё s*T*E®TvE, 
касательными к подмиогообразно o^czJiE, т. е. удовлетворяю­
щими равенству 

^ + ГХ'=°-
Возникает отождествление 

gl*=Tv*E®T*E, 
показывающее инволютивность подпространства gx\eczT*E® 
®TvE\t. Однако ииволютивностью символа gx обеспечивается 
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его 2-ацикличность, вместе с сюрьективностью канонической 
проекции ©-.•->©-, порождающая формальную интегрируемость 
[241 дифференциального уравнения (dv 

Аналитическое формально интегрируемое дифференциальное 
уравнение (Oj обладает решением [24], проходящим через любой 
ее интегральный элемент. 

Отсюда и вытекает утверждение теоремы. 
Если дифференциальное уравнение со1 обладает лишь клас­

сом гладкости С00, то подобное утверждение о его решениях 
не верно [29]. 

Рассмотрим категорию С°°-гладких векторных расслоений 
.n.:E{to}-M, оснащенных линейными связностями y.E-yJiE, рас­
щепляющими точную последовательность 0{to}r*M<8>E{to}./1E{to} 
{to} E {to} 0. В этом случае подмножеством со—Imycz/jE порож­
дается линейное дифференциальное уравнение со1 первого по­
рядка, называемое каноническим уравнением связности. 

Каноническое уравнение обладает нулевым символом [11] и, 
в случае ее формальной интегрируемости, проективный предел 
со—lira pro] (coj, 3tk,t) дифференциальных продолжений является 
конечномерным векторным расслоением. Это всегда имеет место, 
в случае пространства с плоской связностью [11]. 

В области расслаивающей карты (х1, уа, {/?„ . . . , yf,...ik, ...) 
проективного предела J^E дифференциальное уравнение со1 
задается с помощью локальных образующих Фга-=#*а + Гг»у*, 
порождающих коэффициенты Г?* (х1) заданной связности. Пола­
гая Г, а= —Т1ьУь, получаем канонически ассоциированную не­
линейную связность расслоения n:E{to}M, обладающую коэффи­
циентами Г,а и формой Картана 

1=dxk®{d I dxk + T к
ад I дуа). 

Если линейная связность у плоская, то возникает изоморф­
ное отображение E{to}co, порождаемое зависимостями 

с рекуррентным образом вычисляемыми коэффициентами 

С помощью этого изоморфизма касательное векторное поле 
d^ — didx^Tfdidy0- пространства Е отображается в оператор 

со 

д/.3* + Г1«д/й/« + 2 №bi,..ikrib + di!?>a
bit...iliyi>)d/dya

li...ili = dri 
й=-1 

полной формальной производной. Отсюда вытекает равенство 
%={dxl®d?)U, 
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в силу которого связность, индуцируемая в расслоение co-~>M 
(см. § 9) формальных решений дифференциального уравнения coj, 
совпадает с канонической нелинейной связностью Г^ прост­
ранства Е. В частности, отсюда выводим, что нелинейная 
каноническая связность, соответствующая плоской линейной 
связности, тоже плоская. 

Мы будем рассматривать деформации |6аГА* ® £fv ассоцииро­
ванной связности Г, порождающие новые ассоциированные 
нелинейные связности заданного расслоения. В локальной рас­
слаивающей карте такие деформации определяются с помощью 
линейной зависимости своих компонент %k

adxu® dldya от коорди­
нат уа, называемых слоевыми компонентами. Полагая £-/—• 
— l%ky

b, будем каждую вышеуказанную деформацию задавать 
ростком I пучка '£* ® £Г,* ® -JP. 

Т е о р е м а 2. В категории векторных расслоений канониче­
скими нелинейными связностями, ассоциированными плоским 
линейным связностям, порождаются ацикличные структуры ее 
объектов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу вышесказанного, требуется до­
казать точность комплекса 

Aut (E){to}#* ® &* ® -"_—_>g* ® л 2 ^" / ® ST*. 
Если диффеоморфизм E:E{to}E рассматриваемого расслоения 

относительно его локальных расслаивающих карт (л;', уа) 
и (x', у") задается с помощью зависимостей 

x - E . (.*.*,£/"), 

порождающих обратное отображение 
Г**=E* (£',]/-), 

то имеет место легко проверяемое равенство 
DF^dlFb(YlbfkF^Vk^daFb-^kFb + Vt

bTk"daF^dxl®didyl>. 
Если F является автоморфизмом расслоения E, то его опре­

деляющие функции F1 не зависят от слоевых переменных и 
D-дифференциал ростка E6Aut(E) вычисляется по формуле 

DF = (Г-» - diF^F") dxl ®d/dyb. 
Рассмотрим линейное преобразование G:E{to}E вида 

Q.- .X' , 
[ya=Ab

a{xi)yl> 
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обратное преобразование, определяемое соотношениями 

\у=А„а{х')уь. 
Полагая Г.-.= .— Т\сус, мы получаем равенство 

DQ = (AtTi,e-Afflb-dlA*)e°®dxt®didy*, 

в котором {еа} означает некоторый локальный базис дуального 
расслоения Е*. 

Рассмотрим слабую деформацию 
l = la

bllybdxk®didya 

ростка заданной связности. Связность ациклична в том и 
только в том случае, когда существует невырожденное реше­
ние Аь

а дифференциального уравнения 

с коэффициентами Г?-, определяемыми равенством Г/- = Г*- —•!*;• 
Соотношение 

МьыАс = MckiAbi 

написанное с помощью тензора кривизны линейной связности, 
представляет собой условие интегрируемости этого дифферен­
циального уравнения. Бели связность плоская, уравнение ин­
тегрируемо и обладает решением, удовлетворяющим любым не­
вырожденным начальным условиям. 

Этим и завершается доказательство теоремы. 
Мы получили пример С°°-гладких ацикличных структур 

•пространств со связвостями. 
Морфизм 0: A2Th-+-Tv, порождаемый тензорнозначной 

• 2-формой кривизны, называется морфизмом кривизны рассмат­
риваемого пространства со связностью. Если морфиэм кривиз­
ны обладает постоянным рангом, то заданную связность называ­
ют регулярной. 

Теорема 3. Каждая слабая деформация ацикличной регу­
лярной связности локально порождается ее слабым автомор­
физмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Регулярное пространство обладает вя­
лым лучком aut(r) слабых локальных автоморфизмов. Следо­
вательно, комплекс предпучков, порождаемый сужением комп­
лекса слабых деформаций на стягиваемую окрестность многооб­
разия М, является точным комплексом, что и утверждается 
в теореме. 
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§ 7. СТАБИЛЬНОСТЬ АЦИКЛИЧНОЙ СТРУКТУРЫ 

Результаты этого параграфа основаны «а идеях, развивае.-
мых в теории эквивалентности дифференциально-геометриче­
ских структур [31], и представляют собой их некоторое кидо.. 
•изменение. 

Рассмотрим объекты п:Е->М, п:Ё-+М категории УС, осна­
щенные связностями Г и Г, соответственно. Как всегда, си м-
волами % и _% обозначаются их формы Картана, тогда как сим­
волами 0 и О — теизорнозначные формы кривизны. 

Для каждого ростка F локального диффеоморфизма F-.E-+E, 
полагая 

•bFAl — ̂ o E : 1 - ^ ) ^ ) , 
получаем дифференциальный оператор D".Diff(E, E~)-*$~h*®§'vy 
удовлетворяющий равенству 

В случае ростка G6lzo(E, E) локального изоморфизма кате­
гории С№, можно пользоваться соотношением 

bG-x—G^M, 
позволяющим для каждой пары ростков 

OeIzo(E, E), G1eAut(E) 
и 

Geizo(E, E), G2eAut(E) 
написать следующие формулы: 

.b(Oo01).-D01 + Or1(6G) 
и 

b(Q2°G)^bG + G-i{DG2). 
Каждым ростком диффеоморфизма F6Dift(E, E) многообра­

зий порождается деформация 6FQ$~h*®£Tv ростка связности Г, 
что позволяет рассматривать пучок izo(E, E) ростков слабых 
изоморфизмов, сохраняющих ее кривизну. _ 

Определение . Пространства со связностями Г и Г назы­
ваются эквивалентными, если существует изоморфизм F-.E-+E, 
принадлежащий категории X и не деформирующий связности Г. 

В силу следствия § 5, существует фактор 
A(r)---=Z(r)/aut(r), 

порождаемый действием u~+ua = DG-\-G-1 (и) группоида аиЦГ) 
в пучке слабых деформаций связности Г. 
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Теорема 1. D-дифференцированием индуцируется отобра­
жение d:izo(E, E)->h(r). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор d является фактором ото­
бражения b:izo(E, E){to}Z(r), возникающего, в силу равенств 

25,(DE)-[b X - E " 1 ^ ) ] -
--jEx-F-Mx). x -F- '^ l -e -e . 

Теорема 2. d является постоянным отображением. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если нам заданы ростки изоморфиз­

мов Ei, E2:E{to}E, то существует росток G6Aut(E), удовлетво­
ряющий равенству F2 — Fi°G. Отсюда и вытекают соотношения 

bF2 = DG± С-1 (DEO = (DF,)0, 
доказывающие aut (Г)-эквивалентность дифференциалов DE- и 
bF2. 

Следствие . Каждому пространству ЕбОЪ(Ж) со связ­
ностью, слабо изоморфному объекту E, соответствует сечение 
фактора й(Г). _ 

Теорема 3. Ростки пространств Е и Е со связностью, 
слабо изоморфные ростку расслоения E, тогда и только тогда 
представляют один элемент фактора h (Г), когда они являются 
ростками эквивалентных структур. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ростки пространств со связностью 
эквивалентны, то существует росток изоморфизма E:E{to}E, 
удовлетворяющего равенству %=E_I(x). Следовательно, каж­
дым ростком слабого изоморфизма F-.E^-Е категории Ж порож­
дается росток другого слабого изоморфизма, вида E = EoE. 
Отсюда и вытекают нужные нам соотношения; 

DF=%~F-i(%) = X~F-hF-i(%)~K-F-\x)==bF. 

Теперь рассмотрим ростки расслоений E и Е с фиксирован­
ными ростками слабых изоморфизмов F-.E-s-E и F:E-+~B, при 
подходящем выборе элемента G£aut(E), удовлетворяющих 
равенству 

DF = (6Ff, 
Полагая F=F°G, получаем изоморфизмы E:E{to}E и E:E{to}E, 
связанные тождеством 

DF=DF. 
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Следовательно, изоморфизмом <P:E-->E вида Ф—EoE-1 порож­
дается росток эквивалентности рассматриваемых структур, так 
как этот диффеоморфизм подчиняется равенству 

равносильному условию 
/Зф-=0. 

О п р е д е л е н и е . Структуру объекта EeOb(J^) со связ­
ностью будем называть стабильной, если она локально эквива­
лентна каждой глобально слабо эквивалентной структуре. 

Теорема 4. Регулярные ацикличные структуры стабильны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ацикличная структура обладает 

D ЗУ, 
точным комплексом &\xl(T)^>-3'h*®SFv-^f\'*!fh*®§''a слабых де­
формаций. Так как каждый росток слабой эквивалентности 
F-.E-+E удовлетворяет равенству 

251(DF) = O, 
вытекающему из доказательства теоремы 1, то существует 
элемент Ggaut (Г), подчиненный условиям 

£)E = DG-=0o. 
Мы видим, что росток структуры пространства Е Й-отобра-

жается в нулевой элемент фактора Л (Г). В силу теоремы 3, он 
является эквивалентным ростку структуры расслоения Е. 

Утверждение теоремы таперь становится следствием резуль­
тата 6. 3, позволяющего «склеить» ростки эквивалеитшстей. 

§ 8. КАНОНИЧЕСКАЯ СВЯЗНОСТЬ 
ПРОДОЛЖЕННОГО РАССЛОЕНИЯ /---? 

Мы будем рассматривать категорию СК& дифференциальных 
продолжений JJE С°°-гладких расслоений п:Е-+М, образован­
ную с помощью морфизмов, сохраняющих их расслаивающую 
структуру лх,:/ооЕ-+М. 

СИМВОЛОМ 0(U) обозначим алгебру сечений U{to}6> структур­
ного пучка О многообразия /-.-E, возникающую над открытым 
подмножеством UczJooE, тогда как символом %{р(U)) — О(U)-
модуль дифференцирований этой алгебры. Каждое дифферен­
цирование d:0(U)-+Q(U) является локальным оператором, 
что позволяет нам говорить о структуре предпучка, порож­
даемого семейством {% (О (U))}. Пусть %(<9) означает ассоции­
рованный пучок 0-модулей, имеющий также дополнительную 
структуру пучка М-алгебр Ли. 

Горизонтальные поднятия [см. 26]. %k:JkEXMTM-+T (Jk-\E) 
для каждой пары элементов Jka(x)eJkEx, IQTMX, удовлетво-
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ряющие равенствам 
М Л * С*). D = (( . /»* (•*))(£). 

позволяют строить каноническое 0-линейное вложение 
Г:.3?(я00)->х(<--)). которое одновременно является и морфиз-
мом j^-алгебр Ли. Полагая 

<ГЛ = Г(^(ЯОТ)), 
мы получаем ©-подмодуль ,-л пучка %(0), называемый его 
горизонтальной составляющей. Горизонтальная составляющая 
пучка %(6>) продолженного пространства /o-E порождается 
его распределением Картана, понимаемым в смысле A. M. Ви­
ноградова [5]. 

.J7—-локально свободный С-модуль конечного ранга. Полагая 
df = Г (d/dx'modKer («„).,), 

мы получаем его локальные образующие df, соответствующие 
дГ-дифференцированиям обычного пространства со связностью 
В локальной расслаивающей карте (x', уа, уа

и,..., у11шшЛ 

многообразия /-OE дифференцирования df обладают коорди­
натными выражениями 

оо 

df^d/dxl+^yi didyl^, 

отождествляющими их с классическими операторами формаль­
ных производных. 

Элементы пучка %(0), обладающие нулевым сужением на 
подалгебру 0м {subset} 0 , называются вертикальными ростками. Ими 
образуется вертикальная составляющая $TV 0-модуля %(0). 

Т е о р е м а 1. Выполняется равенство 

Мы не будем доказывать этого хорошо известного утверж­
дения (см. обзор A. M. Виноградова [5] , а также работу [16] 
Б. А. Купершмидта). 

Из теорем 1.1, 1.2, а также теоремы 1 получаем 
С л е д с т в и е . О -линейным поднятием Г : 91 (я.») {to}% (0) по­

рождается каноническая плоская связность пространства J«,E. 
Из 'Следствия вытекает, что плоские структуры занимают 

особое место в приложениях выщепостроенной теории. В случае 
плоской структуры пространства я : Е-+-М со связностью: 

1. Существует комплекс 
•.г d r d r 

0->^*{to}A2JA*{to} . . . {to}Am<T/{to}0 
ростков полубазовых форм. 
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2. В силу теоремы 4.6, возникает комплекс 
з> з> ю so 

0-*3~"-+д;*®дч>-+ А^,*®^-> ... {to} Am#"/®r°{to}0 
ростков полубазовых форм с вертикальными значениями. 

3. Горизонтальные поля являются полями Ли. 
4. В силу теоремы 3.2, ограничение д \Ш{Е) является нуле­

вым оператором, чем порождается комплекс 

Aut (E){to}tr/®1ro{to} л -^л*®^ 
слабых деформаций СВЯЗНОСТИ. 

5. Каждая слабая деформация ацикличной структуры ло­
кально порождается автоморфизмом пространства Е. 

6. Ацикличная структура локально эквивалентна каждой 
глобально слабо эквивалентной структуре. 

Т е о р е м а 2. Комплексы 1 и 2 являются точными. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прямые1 произведения MxN облада­

ют каноническими евязностями с касательным расслоением ТМ 
в качестве горизонтального распределения. Поэтому каждую 
тривиализацию локально тривиального расслоения я : Е—>-М 
можно рассматривать в качестве слабой эквивалентности струк­
тур со связностью. В силу теоремы 7.4, нам остается лишь про­
верить справедливость теоремы для канонических связиостей 
прямых произведений MxN ш воспользоваться равенством 

:D(G*a)-=G*(2k), 
вытекающим из формулы 5.2. Однако в пространствах вида 
MXN операторы d r и Ю становятся операторами внешнего 
горизонтального дифференцирования, что позволяет получить 
ацикличность соответствующих комплексов в качестве следст­
вия хорошо известной леммы Пуанкаре. 

Теперь мы получаем следующие утверждения о продол­
женном пространстве: 

1. На продолженном пространстве JXE существует 1-форма 

канонической связности. 
2. Выполняется тождество 

3. Полагая 
rf* = 2 ( f ) , 

получаем хорошо известный комплекс 

0{to}̂ A*{to} Л2<Г/-^ • • • -> Aw<r/{to}0, 
точность которого, вытекающая из теоремы 2 и нижеследую­
щей теоремы 3, была доказана Б. А. Купершмидтом. 
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4. Существует дифференциальный оператор £):Diff(./coE){to} 
{to}^"/®^-' для каждой пары элементов FgDiff (/„E), lbfh, 
удовлетворяющий равенству 

DF7;i = {voF-i°voFm)(l). 
5. Существует дифференциальный оператор S5**:%(©)-> 

~>§'h*®i'v, определяемый формулой' 

6. РОСТКИ ЛИ, Т. е. элементы i-6% (<--'). удовлетворяющие 
условию 

25*1 = 0, 
являются ростками Ли в смысле A. М. Виноградова [5], или 
ростками полей Ли—-Б^клунда по терминологии Н. X. Ибраги­
мова [15]. 

7. Существует дифференциальный оператор 25*: Л-̂ "д*® 
®gTv-> f\3~l?®gFv, порождающий комплекс 

и удовлетворяющий фундаментальному тождеству 
25*и=[х*. а]. 

8. Разложение 
©.= ©- + ."•* 

в полупрямую сумму вертикальной подалгебры ЗУ и горизон­
тального идеала £Г\ обеспечиваемое следствием 3.4, является 
хорошо известным разложением [19] ростков векторных по­
лей Л'И. 

Теперь мы докажем теорему, (позволяющую нам делать 
дальнейшие выводы о продолженном пространстве /„E. 

Теорема 3. Канонической связностью пространства /„£б 
бОЬ(Хш) порождается слабо ацикличная структура объекта 
JcaE категории СК^. Последнее означает, что комплекс 

Aut (./ME)-><~ft* ® Р'^ЛФк* ® &* 
ее слабых деформаций является точным для достаточно малых 
элементов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся локальной расслаиваю­
щей картой [х1

у #£) многообразия /«E, записанной с помощью 
мультииндекса а, пробегающего по модулю последовательность 
{О, 1, 2, • •.} целых чисел. 

00 

Из локального представления g = 2 / lfadxl®d/dy^ ростка 
|а|=0 
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Ш ^ л * ® ^ вытекает формула 
СО 

|a|, lvl-0 
координатного выражения .©[-дифференцирования. 

Запишем равенства 
/а+1 — di fa, + dlfa,b,y. 

в силу соотношения 251.1-0, позволяющие реккурентным обра­
зом строить последовательность функций /<-. Действительно, 
условие 

f{a+k)+l = f(a+l)+k 
вида 
ад.еЯ/г+&,мзд 

является единственным ограничением, налагаемым на искомые 
функции. В силу своего окончательного выражения 

оно равносильно условию 25i£-=0, которое считается 
выполненным. 

Вышесказанное позволяет писать формулы х'=х{, уа = 
ет/£ (•*•'.-Е/*) -M-отображения F-.J^E-yJooE, удовлетворяющего 
нужному равенству DE — g. 

Для окончательного доказательства теоремы нам остается 
лишь заметить, что тождественное преобразование Id : J^E-^J^E 
обладает нулевым D-дифферевдиалом и при достаточно малой 
деформации | М-отображение F будет невырожденным мор-
физмом. 

В силу теоремы 3: 
1. Каждая слабая достаточно малая деформация канониче­

ской структуры порождается автоморфизмом расслоения /„£, 
2. Каноническая структура локально эквивалентна любой 

достаточно близкой глобально слабо! эквивалентной структуре. 
3. Комплекс 

является точным комплексом. 

§ 9. ПРИЛОЖЕНИЕ K ГЕОМЕТРИИ ФОРМАЛЬНО 
ИНТЕГРИРУЕМОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим формально интегрируемое [24] дифференциаль­
ное уравнение щ<=1кЕ £-того порядка, заданное в некотором 
•С'я'-гладком расслоении я : E{to}M. Формально интегрируемое 
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уравнение ,юь обладает регулярными дифференциальными про­
должениями co.-=p;_k(co,t), обладающими 'сюрьективными кано­
ническими проекциями it., i_i: ©г->-сог-1. Отсюда вытекает, что 
обратный предел 

ш = 11трго](сог. пи s) 
последовательности {<в.} является подрасслоением aczJ^E, эле­
менты которого называются формальными решениями заданно­
го дифференциального уравнения и,... 

Символом %(со) обозначим .пучок ростков локальных диф­
ференцирований структурной алгебры расслоения я»:о)->-Л1. 

Теорема 1. Имеется прямое разложение 
X(o)=F f t®x'(<o) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение вытекает из самого спо­
соба построения расслоенного пространства я» : со->Л1 

Следствие 1. Если дифференциальное уравнение ©ь фор­
мально интегрируемо, тс> расслоение его формальных решений 
обладает 'Канонической структурой (пространства со связностью. 

Теорема 2. Каноническая структура пространства со связ­
ностью формально интегрируемого дифференциального уравне­
ния всегда плоская. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу первой теоремы, форма Кар­
тава х расслоения (o{to}M формальных решений порождается 
сужением %# {«, формы Картана продолженного пространства 
/ooE. Отсюда и вытекает утверждение теоремы: 

Их. оО—Е^Л.ш—о. 
Плоские канонические связности формально интегрируемого 

дифференциального уравнения рассматривались Кумнерой, 
Спенсером, а также Е. М. Гор-батенко в его кандидатской дис­
сертации. 

Следуя А. М. Виноградову [5], формально интегрируемые 
дифференциальные уравнения <ukaJkE, <s*kcJkE будем назы­
вать внутренне эквивалентными, если ими порождаются эквива­
лентные структуры пространств со связностью. 

В силу теоремы 7.4, мы получаем следующее утверждение: 
Теорема 3. Формально интегрируемое дифференциальное 

уравнение, обладающее ацикличной структурой канонической 
связности, локально внутренне эквивалентно любому другому 
формально интегрируемому дифференциальному уравнению, по­
рождающему изоморфное расслоение формальных решений. 

Так, например, если заданное формально интегрируемое 
дифференциальное уравнение является уравнением конечного 
типа (последнее означает, что существует его дифференциаль­
ное продолжение, 'обладающее нулевым символам), то расслое­
ние .формальных решений является конечномерным расслоен-
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ным пространством, ПОЗВОЛЯЮЩИМ пользоваться теоремами 6.1 
и 7.4. В силу теоремы 3, отсюда мы получаем 

Следствие 2. Аналитические формально интегрируемые 
дифференциальные уравнения конечного типа, обладающие изо­
морфными продолжениями достаточно высокого порядка, внут­
ренне эквивалентны. 

Мы получили теорему 3 и следствие 2 с помощью канониче­
ской связности заданного дифференциального уравнения. Более 
общий подход к проблеме эквивалентности в формально интег­
рируемом случае открывается понятием плоского дифференци­
ального уравнения. Так как дифференциальное продолжение 
со/+1 (уже продолженного дифференциального уравнения со.с=/г£) 
определяется с помощью равенства 

ai+v-Ji(a>i)t\Ii+iE, 

то любое поднятие Г : ©г->-сог-н канонической проекции сои—ко; 
удовлетворяет включению Г(сог)<=/i (юг) и может рассматривать­
ся в 'качестве связности в пространстве ®г*-М. Дифференциаль­
ное уравнение «/t называется плоским, если оно допускает плос­
кую связность Г: cO({to}-.Mw. 

Дифференциальные операторы, соответствующие плоским 
линейным дифференциальным уравнениям, рассматривались 
Спенсером. Инвариантно они характеризуются тем, что фор­
мально интегрируемый линейный дифференциальный оператор 
тогда и только тогда является плоским, когда он является 
вполне интегрируемым. В частности, ©се аналитические фор­
мально интегрируемые дифференциальные операторы плоские. 

Отсюда вытекает следующее утверждение. 
Теорема 4. Аналитические линейные формально интегри­

руемые дифференциальные уравнения, обладающие изоморф­
ными дифференциальными продолжениями достаточно высоко­
го порядка, внутренне эквивалентны. 

Соответствующую теорему можно получить и в случае не­
линейных дифференциальных уравнений. 

В работе [18] получена локальная эквивалентность регуляр­
ных ииволютивяых дифференциальных уравнений первого по­
рядка, заданных в тривиальном расслоении MxR и имеющих 
одинаковую размерность. 

§ 10. ТЕОРИЯ РЕДУЦИРОВАННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ 

Редуцированное дифференциальное продолжение — это 
контравариантное продолжение, рассматриваемое в модели 
пространства со связностью. C помощью этого продолжения в 
следующем параграфе мы покажем, что усеченный дифференци-
•альный оператор SD : F—.-F/1*®F,) является ковариантным 
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дифференцированием относительно некоторой канонической 
дифференцкально-гсюметричеокой связности. 

Рассмотрим пространство к:Е->М со связностью T:E-+JXE 
Г ЛГ 

и составим композицию Г2 —у'-ГоГ отображений E —>./,.£ {to} 
^ / - ( / . E ) . 

Теорема 1. Связность пространства Е тогда и только 
тогда является плоской, когда морфизмом Г2 индуцируется 
отображение Y2'E->J2E в канонически вложенное подрасслое-
ние J2EdJx (/iE). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в локальной расслаивающей 
карте (x', if, у Iй) пространства JXE рассматриваемая связность 
Г задается с помощью своих коэффициентов Ft

a (xl, уа). Про­
должением поднятия Г порождается отображение j^V'.J-yE-*-
-±Jl(JlE), определяемое относительно локальной карты 
Гх1,~уа, уа

и, 2г
а,5?>) продолженного пространства ./• (./-E) с по­

мощью равенств 
3----Л.. у*=у«, г/7—Г,в, 
Zia=yt

a, zb^dJTf. 
Отсюда и получаем единственное условие 

.J2?, = 0 

включения ImY^czJ^E, наложенное на компоненты Яи — д^Т*} 
тензора кривизны заданной связности. 

Теорема 2. В плоском пространстве, полагая Тк — /-Г^.оГ,, 
получаем последовательность rA:E{to}/AE связностей высшего 
порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение доказывается с помощью 
принципа математической индукции. В силу теоремы 1, оно 
выполняется в случае k=—2. Допустим, что композиции Гл_р 
являются поднятиями Tk-p:E-^Jk-pE и рассмотрим отображение 

Г*= ЛГ/м°Г •••£--> Л (Л-iE). 
h 

Полагая jk = j\°---°ju мы получаем последовательность 
_ Г г г., 7.Г - „ЛГ . ЛГ -^-гГ . - -Л-1 Г , , - --,ч 
E{to}J1.c{to} J2E-> ./3E—>• ... *Jk-\E—yJ\ (Jk-\E) 

отображений. Если ГА-образ некоторого элемента е%Е не содер­
жится в расслоении УкЕ, то в силу изоморфизма Jl(Jk_lE) = 
— •A-i(-AE) er° хуобраз, принадлежащий пространству 
JX(JXE), не содержится в J2E, что противоречит теореме 1. 
Следовательно, Г-. является поднятием Tk:E-+JhE канониче­
ской проекции, откуда и вытекает доказательство утверждения. 
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Мы будем рассматривать ступенчатое расслоение [21] 
Р->Е->М, символом /,.Р обозначая [26] k-тое дифференциаль­
ное продолжение расслоенного пространства я°р:Р->М, воз­
никающего над базой M. Это продолжение обладает канони­
ческой проекцией jkp:JkP-+JkE, порождающей новое ступен-
чатое расслоение JkP-> JkE—>M. 

Если п:Е->М является пространством с плоской связностью 
Г, то в силу теоремы 2, продолженные расслоения jkp\fkP-* 
-+JkE относительно канонических поднятий Vk:E->JkE обла­
дают Г_1-образами J^P = TJl (7кР), порождающими последо­
вательность / г Р—>Е—>М расслоений. 

О п р е д е л е н и е . Расслоенное пространство р А : . / Г Р - > £ 
называется k-тым редуцированным дифференциальным продол­
жением расслоения р:Р->Е. 

Снова рассмотрим ступенчатое расслоение рЛ*Е->М над 
пространством .rt:E{to}M с плоской связностью Г. Операцией 
умножения струй порождается [26] отображение 

#:JkEXEJkP~>fkP, 
(Ж, r){to}-t'.F, 

сужаемое до морфизма &T:JkP->JkP, действующего по закону 
# Г (К)«#(Г*(р(Г)) , Г). 

Мы получаем возможность строить морфизм #r:JhP-±JVP, 
определяемый канонически связностью. 

В пространстве с плоской СВЯЗНОСТЬЮ композиция 
.-г д-г -.г 

является дифференциальным оператором, симметрическим отно­
сительно нижних индексов. 

Зададим произвольный элемент К"6./АР с помощью локальной 
карты (х1, у а , 1а) в качестве А-струи локального сечения 
£а..=•£<* (х1\ уа). Несложные вычисления показывают, что его # Г -
образ определяется компонентами (x', y a , Ъа, <Э£ £<-,... 
. . . , <?г , £а). Следовательно, такими компонентами обладает 
и /£-продолжение сечения £ :Я->Р , определяемое равенством 
/r==#royV 

Мы построили оператор/ k
r:& {to} J\& редуцированного диф. 

ференцированного продолжения. 
В случае редуцированного дифференциального продолжения, 

существуют аналоги основных понятий 'классической теории: мы 
можем говорить о редуцированных дифференциальных уравне-
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ниях, их решениях, продолжениях уравнений, пользоваться ре­
дуцированной техникой теории Сиенсера. 

В .качестве примера рассмотрим редуцированные аналоги 
вполне интегрируемых дифференциальных уравнений. 

Определение . Редуцированное дифференциальное урав­
нение <ukczJ\P называется вполне интегрируемым, если оно 
удовлетворяет следующим условиям: 

1. Оно является уравнением конечного типа. 
2. Каноническая проекция <-oft+1-xDfe его редуцированного 

дифференциального продолжения соА+1 сюрьективна. 
3. Локальными образующими уравнения порождается пол­

ный идеал в пучке ростков гладких функций пространства Jr
kP. 

Теорема 3. Вполне интегрируемое редуцированное диф­
ференциальное уравнение обладает единственным решением, 
проходящим через его произвольно выбранный интегральный 
элемент. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение доказывается с по­
мощью дословного повторения хорошо известных [28] рассуж­
дений, в которых лишь следует операцию внешнего дифферен­
цирования заменить внешним горизонтальным дифференцирова­
нием d r , формальные производные df—операторами df, а так­
же. пользоваться внешними формами 

построенными в локальной расслаивающей карте (л;-, уа, £а, 
Е?.. •••• £".... «J пространства JT

kP. 
Определение . Ступенчатое расслоение Р-*Е-*М, вто­

рой ступенью которой служит векторное расслоенное прост­
ранство p:P->E, называется расслоением Ли [26]. 

Мы просто будем говорить, что расслоение Ли является ча­
стично линейным. Относительно морфизмов расслоений, сохра­
няющих структуру частичной линейности, ими образуется кате­
гория расслоений Ли. 

Если ступенчатое расслоение Р->Е->М является рас-
слоением Ли, то JkP-* /ftE->M тоже расслоение Ли. 
Отсюда легко получаем, что редуцированное диффе­
ренциальное продолжение Jv

kP->E^-M расслоения Ли Р-Л-EA. 
->М снова является расслоением Ли. 

Рассмотрим расслоение Ли Р-*Е->М над пространством Е 
с плоской связностью Г. 
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Теорема 4. Коммутативной диаграммой 
.2) 

U*®#r 
д*®#г 

в которой 3) означает дифференциальный оператор Спенсера, 
порождается его редуцированный аналог 

9f: Ap^ft*®/^{to} /\P*l9~h*®Jl-iSP. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение доказывается с по­

мощью несложного, здесь пропускаемого вычисления. 
Так как ядро канонической проекции pftift_1:-/fP->/F_1P 

совпадает с тензорным произведением SftrA*®P, то редуциро­
ванным оператором Спенсера порождается обычное 5-диффе-
ренцирование 

b:SkTh*®/\Wk*®P-+Sh-lTh*®/\'*lTh*P. 
Следовательно, в редуцированной теории линейных дифферен­
циальных уравнений можно говорить о 6-когомологиях их сим­
волов, обладающих привычными свойствами ацикличности и 
гшволютивности. Покажем, что редуцированный оператор Спен­
сера обладает и другими известными свойствами. 

Т е о р е м а 5. Выполняется равенство (3f)2 = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу сюрьективиости морфизма 

Л*®#Г '•f\3~*E®Jk3b-* АъГн*®/^^, для произвольного ростка 
•гбЛ^л*®^^ существует росток T)6A^*E®^*--?5, удовлетво­
ряющий условию g==(h*®#r)(Ti), что и позволяет нужное ра­
венство получить в качестве следствия аналогичного свойства 
оператора Спенсера: 

(^r)2g-=®ro(h*®#r)^-=(h*®#r)°S2T]--=0. 
Теорема 6. Имеет место формула 

SroPft=(Id®pft_1)o^r 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение легко вытекает из ана­
логичного свойства оператора Спенсера. 

Т е о р е м а 7. Последовательность 

является точным комплексом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения оператора ]\ реду­

цированного дифференциального продолжения вытекают 
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равенства 
© r°/*—25 r°-ti: r^-(h*®i-t r)°^A==0, 

показывающие, что рассматриваемая последовательность 
является комплексом. Точность этого комплекса можно полу­
чить с ПОМОЩЬЮ координатного выражения дифференциального 
оператора 3f. Действительно, рассматривая росток -;6.Л..З\ 
заданный координатами (x-, уа, | а , %а

и,..., !;"_• ) , получаем, 
что его 2)г-дифференциал обладает компонентами (х1, уа, 
д?Лл-&, dlll-lftil,..., d\H...ill_i-l?l...tk), позволяющими 
равенство .25r-s — 0 заменить равносильными соотношениями 
ta д г «.{alpha} 
| i t . . . « p - = - 0 i . . . . . p 6 • 

Отсюда и вытекает точность рассматриваемого комплекса. 
Теперь построим редуцированный комплекс Спенсера 

0{to}.5s{to}/r.5a{to} û*®/L1S:>-> .. .-.> Amrh*®Jk-mP^Q-
Теорема 7. Редуцированный комплекс Спенсера являет­

ся точным комплексом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема доказывается аналогично 

случаю комплекса Спенсера [32]. 
Действительно, точность редуцированного комплекса в чле­

не /\m3~h*®Jk-m3b вытекает из точности соответствующего 
комплекса Спенсера и сюръективности морфизма А*®#Г. Точ­
ность в члене ./£.- уже доказана в теореме 6. Остается дока­
зать точность стандартного отрезка 

A^i^A*®yJ+1S- {to} /\PiTh*®Jl$> {to} Ap+'^**®j*-i-5u. 
что мы будем делать с помощью принципа математической 
индукции. С этой целью допустим, что наше утверждение 
справедливо до k—-1-ого продолжения включительно. 

Возьмем росток зй
р6Лр^'л*®-/'*-5Э, Удовлетворяющий условию 

.25Г(5/) = 0. Его каноническая проекция (Id®pft,ft-i)(s/) являет. 
ся элементом пучка /\p£Th*®Jl- 3", обладающим нулевым о$ 
дифференциалом. Следовательно, существует росток сгр-.р 
бЛ^1.^*®./*.^, удовлетворжощий соотношению .25г(а!?-1) = 
— (Id®pfe,ft_i) (s/). Выберем произвольный элемент SP~1P 

•р А-+1~* 

еЛр_1^"**®Л-1-15-, с помощью проекции Id®p,,+M отображаю­
щийся в росток ol~\ Его af -дифференциал содержится в пуч­
ке Л/'<9"Л*®-/АЗ-» что позволяет нам рассматривить разность 
sk

p~2f (sl+l), со следующим свойством; 
(Id ® p*,ft_-) {sPk~3fsp

k+\) - а ^ с Г 1 ~3f ((Id® p*,^) fel)) = 0 . 
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Отсюда вытекают включение 
sf/—af (s.?+l )ел pfh* ® S/.<rA* ® s-

и равенство 
6(.5/~25r.s^l)--=0, 

позволяющие пользоваться б-леммой Пуанкаре [23]. Возникает 
росток т)2+1бЛр"1.-ГД*®5А+1 '̂Д*® S3, подчиненный условию 

e^.- .!=v-a5 r . - i+i , 
равносильному равенству 

s/-=2)r(s^! + ^-l), 
доказывающему теорему. 

Канонические поднятия Tk:E->JkE, возникающие в прост-
ранстпе n:E~>.M с плоской связностью Г, позволяют сносить 
касательные расслоения TvJhE на базу Е и строить канони­
ческие последовательности расслоений Ли (Г*.)""1 {TvJkE)-*E-*-M. 

Теорема 8. Векторные расслоения (Tk)-l(TvJkE)-+E и 
J\TV->E канонически изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся операцией рк:*Г°-+ 
{to},jr//.E лиевых продолжений, порождающей морфиам }кЕХв 
X.EJkTv-*TJkE векторных расслоений [26]. Это ПОЗВОЛИТ кано­
ническими поднятиями rA:E-v.//,E наводить отображения 
Pk'-JkTv-+TJkE\v {Б), редуцируемые до морфизмов pk':JkTv-+ 
-»(Vk)-i(nJkE). 

Доказательство теоремы сейчас вытекает из легко про­
веряемого равенства 

Ke rp / - -Ke r# r . 

§ П. КАНОНИЧЕСКАЯ СВЯЗНОСТЬ БЛИЗНИКАСА 

Изучая геометрию систем дифференциальных уравнений, 
В. И. Близиикас [2], [3] часто получал их внутренние диффе­
ренциально-геометрические связности, естественным образом 
возникающие в теория редуцированного дифференциального 
продолжения. 

Определение . Задать редуцированную связность k-того 
порядка в расслоении Ли Р->Е—>М над пространством с плос­
кой связностью Г - э т о значит задать поднятие yk:P-+JbP 
канонической проекции pk:JkP-*-P. 

Теорема I. Если задана редуцированная связность. 
•Y:P{to}yfp первого порядка, то композицией морфизмов 

порождается линейное отображение ®:Р-+ /\2Тк*®Р. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение является следствием 
равенств 
•в (Д) = {2f o(1d®Y)°Sr°y} (Л) = 25Г(И® y>((ff®t + /af oy (I)) = 
-=S ro(dV®ya) + / (M®7)^ r°V(l))-(d7/®l + ® r^(E)Ad r / + 

+ d r / A 2f° Y (0 + / (2)ro(Id®y)02)roY) (I) = / 0 (g), 
справедливых при произвольном выборе ростков tJctP, /&0E' 

Как и в случае линейных связностей в векторных расслое­
ниях, теорема позволяет рассматривать морфизм 9 кривизны 
редуцированной связности первого порядка. Если связность 
задается с помощью ее коэффициентов yfn{xl, уа), то равенство 

написанное относительно локальных сопряженных базисов {еа} 
и {ю*} расслоений Р к Р*, позволяет получить координатное 
выражение компонент ее тензора кривизны «Йргу = д[.Улр + 

Для редуцированной связности &-того порядка yk:P-+JkP, 
полагая VA=—'r°{gamma}ft' получаем дифференциальный оператор 
ковариантной производной ,yb:9i-+3"l*®J'b-\№. 

И снова, как и для линейных связностей в векторных рас­
слоениях [32], имеет место 

Лемма о продолжении. Пусть нам заданы редуциро­
ванная связность yk-.\-P-+J4i-\P и дифференциальный оператор 
V*:5-->5"**®{cdot} / f t - i^ . 

В том и только в том случае существует единственная 
редуцированная связность k-того порядка yk;P~^J^P, удовлет­
воряющая условиям 

YA-I —PM-t-Yft- Vft — -®r°Yft-
когда выполнены следующие равенства: 

Г V/M = (Id®P*-l.A-2)°V/i. 
2. 2foV-.-=0. 

3- V*(/£) = /V*E + -i7®Yft-i®-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Равенства 1 

й '2, с учетом теорем 10.5 и 10.6, возникают в результате 
^-дифференцирования заданных соотношений 

Yfe-i = pA.ft-i-Y*. Vk = 2?°Vk-
Если мы воспользуемся элементом ц&ьёР, удовлетворяющим 

условию Yft(E) — #r(1l)> T0 легко получим и последнее равенство: 
v*( д ) = a f (/#г(ч))-(h* ® # г ) (d/ ® 9k,k-, с-п)+/ж (ч))= 

= d r / ® р*,й_1-/й (1) + /2}r°Y/, (Е) = /Vkl + d"/ ® Y-M (Б)-
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Д о с т а т о ч н о с т ь . Мы будем действовать аналогично 
случаю связностей в векторных расслоениях [32]. 

Возьмем произвольный росток g пучка 5 s и рассмотрим его 
Уй_гподнятие y/._1 (£)6/£_1.£Р. В силу сюрьективности канони­
ческой проекции Рк.к-иЛёР-*^-^, в пучке /£.-> существует 
элемент а, удовлетворяющий равенству 

P*,*-i(o)---Yft-1(l)-
Отсюда, с помощью первого свойства оператора \7А> получаем 
соотношения 

( И ® р*..-!, A- 2 Hv^~25 r o- ) — VA-i^--25 r°P/^-i (a) = 
= V f t-1-5-25 roy^ia) — 0, 

тогда как с помощью второго свойства-соотношения 

показывающие, что разность yft£-,~.Гог является ростком пучка 
Ss-it-T/,* ®SF*® 5й, удовлетворяющим условию б(уА1| — 25гст) = 0. 
6-лемма Пуанкаре утверждает, что найдется росток iQJjiSP» 
подчиненный равенству 

С его помощью мы и запишем выражение 
"М^-с + т; 

yA-подиятия, удовлетворяющего нужным требованиям: 
1. p/i,/;_ioY/-(g)==Pft,A-i(cr + t)--=yA_1(.;). 

Остается показать, что у^-поднятие является б^-линейным 
морфизмом. С этой целью возьмем произвольный росток /6б>я 
и запишем равенства 

V* (Л) = /V*g + -*7 ® Yft-i (I) = №V (o+т) + 
+ d 7 ® pAift_, ((T + t) = 2) r ( / (a + r)), 

возникающие, в силу условия р/;,л_1(т;) — 0. 
Формула у*-.25r-Yft показывает, что написанные равенства 

эквивалентны соотношению 
o(Y*(/S)-/Y*(6))-=0, 

порождающему нужное свойство линейности Y& (/I) = / Y A (•;) 
уА-поднятия. 

Мы построили связность 4k\P^-JT
kP, удовлетворяющую 

требованиям леммы. Если мы допустим, что имеется и другое 
поднятие Yft:-P_J"-jft-° c аналогичными свойствами, то получим 
разность (Y*-YA)(l)6S/ ! ir/-*®5a, обладающую нулевым б-диф-
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ференциалом, что равносильно тождеству Y* (£) = ?*(£)> доказы­
вающему единственность редуцированной связности y/.. 

Лемма о продолжении используется для доказательства 
следующего утверждения: 

Теорема 2. Редуцированной плоской связностью первого 
порядка Ч^.Р-^ЛР, заданной в расслоении Ли Р—>E{to}M над 
пространством с интегрируемой связностью Г, порождается 
последовательность редуцированных связностей высшего по­
рядка yk'-P-^-J^P* с операторами ковариантной производной у*» 
удовлетворяющими равенствам 

VU —(M®y/.-i)0Vi-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем пользоваться принципом мате­

матической индукции. 
Так как редуцированная связность первого порядка y1 

считается заданной, то мы можем допустить, что уже пост­
роили и остальные связности высшего порядка до k — 1-ого 
включительно. Отсюда, полагая VA=(-C- ® YA-I)°VH получаем 
связность "ik.\.P-^ J\-\P и дифференциальный оператор уь'.ёР-* 
.•->-вГА* ® •jft-i^. Удовлетворяющие первому 

(Id ® pft_i, A_2>VA == (ld ® PA-1, ft-2)4Id ® Yft-l)°Vl = 
= (1d®y^2)ovi==Vft-i 

и третьему условию леммы о продолжении 
V* (Л) = (W ® Y/.-JH/VI (&) + dTf ® |) = / (И ® yftJl)-Vi (Е) + 

+d7® yM (g)=-/v*-i (D+dV® Y*-I a)-
Нам остается проверить справедливость равенства 

2)r°Vft-0 
и утверждение теоремы станет следствием этой леммы и прин­
ципа математической индукции. 

С этой целью, используя соотношение у1Е=ша®г)а и усло­
вие S)ro(Id®YO-VI^O интегрируемости заданной связности уи 
запишем формулу 

Я (£) = со«ЛVî a + dr£o°< ® %, 
«позволяющую легко получать требуемый результат: 

(2foVk) I = ш«Л2)Г-У*-1 Ы + drcoa ® yA_2 Ы = 
= ---ffiA V*-l*la + Л * ® Ъ-2 Ы — (И ® yft-2) Л (I) = 0. 

р я 
Теорема 3. Расслоение Ли TV-+E^M над пространством 

E с плоской связностью Г обладает последовательностью 
yk'-Tv-+JkTv канонических редуцированных связностей высшего 
порядка. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу отождествления 10.8, канони­
ческие поднятия 4k'-Tv-*JllTv порождаются линейными отображе­
ниями (Г*),., :Т~.-.>Т-(./*£). F 

Т е о р е м а 4. Каноническая редуцированная связность пер­
вого порядка является плоской, остальные строются из нее 
с помощью теоремы 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимо проверить лишь справед­
ливость равенств 

V* = (W®(riM).,)«'Vi. 
так как, в силу условия 

каноническая связность первого порядка автоматически будет 
ПЛОСКОЙ. Для ЭТОГО достаточно написать соотношения 

Vft=--2)r-(r*)*. (Г/г)* — (/1Гй-1)*ЧГ1)* 
и проверяемое равенство сведется к формуле 

Dro(/1rM),-(Id®(r,_1)!)!)o25r
) 

вытекающей из аналогичного тождества, справедливого для 
дифференциального оператора Спенсера. 

Заметим, что (редуцированное дифференциальное продолже­
ние ДР и редуцированный дифференциальный оператор 

Р « 
Спенсера для расслоения Ли P{to}E{to}M можно построить, 
в случае произвольной связности Г пространства E, так как 
подобное построение не опирается на теорему 10.2. Следова-
телы-ю, о произвольном пространстве со связностью существуют 
редуцированные связности первого порядка, а также им соот­
ветствующие дифференциальные операторы ковариантной произ­
водной. Однако, в силу соотношения 

(dr)2=-.Se(0)-7--O, 
теперь мы не можем пользоваться теоремой 1 и говорить о тен­
зоре кривизны редуцированной связности (это значит, что 
компоненты M%ij, построенные по формуле 

яе будут меняться по тензорному закону). 
Следствием теоремы 3 теперь становится следующее утверж­

дение. 
р я 

Теорема 5. Расслоение Ли Tv-+E-+Mнад пространствомE 
со связностью Г^ обладает канонической редуцированной связ-
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ностью первого порядка, определяемой коэффициентами 

В работе [1] для пространств со связностью Г.-- В. И. Близ-
никас построил «объект (Г/", dbTia) индуцированной вертикаль­
ной аффинной связности», которую теперь следует рассматри-
вать в качестве канонической редуцированной связности рассло­
енного пространства к : Е-+-М. Она не является аффинной СВЯЗ­
НОСТЬЮ векторного расслоения V-+E, понимаемой в обычном 
смысле этого слова. Техника редуцированного дифференциаль­
ного продолжения и призвана придать точный смысл этому 
ПОНЯТИЮ-

В дальнейшем каноническую редуцированную связность 
•\:Г0->./Г7ч\ определяемую с помощью коэффициентов у% — 
= —dbFt

a, будем называть канонической связностью Близни-
каса. 

Теорема 6. Усеченный дифференциальный оператор 
®:gfv-+iFh*®Srv (см. § 3) удовлетворяет равенству 25 = -25г-у и 
является ковариантным дифференцированием относительно кано­
нической СВЯЗНОСТИ Близникаса. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Координатное представление 
% = l<idjdya вертикального ростка позволяет пользоваться 
равенством 

2?°У (I) = (<?/ 1а - Е-Л-У) -*---® д I дУа> 
совпадающим с выражением дифференциала 3), чем и доказы­
вается Бышесформулированное утверждение. 

В силу теорем 3 и 4, а также теоремы 2, отсюда получаем 
следующее утверждение: 

Теорема 7. Канонические редуцированные связности 
yk:Tv'{to} JT

kTv плоского пространства удовлетворяют равенствам. 

Применим операцию ковариантного дифференцирования от­
носительно канонической связности Близникаса к пучку рост­
ков внешних форм с вертикальными значениями. 

Теорема 8. В пространстве со связностью существует 
дифференциальный оператор ZD*:/\3~s?®3~v*-+Afh*®&v'"i Для 
каждой пары ростков ISFV, собЛ-̂ л* Удовлетворяющий равен­
ству 

£7\2)*co-==draA(o)-.25.-Xco. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно с помощью несложной 

проверки убедиться в О Е-линейности правой части указанной 
формулы. 
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Вертикальное векторное поле пространства со связностью 
тогда и ТОЛЬКО тогда является его инфинитезимальным движе­
нием, когда оно удовлетворяет равенству 

23-1 = 0, 
т. е. является ковариантно постоянным относительно канониче­
ской редуцированной связности Близникаса. 

Дадим другую геометрическую характеристику вертикаль­
ным векторным полям Ли. 

О п р е д е л е н и е . Сечение а : М-+Е пространства со связ­
ностью, удовлетворяющее равенству 

<х,(ТМ)=Т\ 
называется его горизонтальным сечением. 

Теорема 9. Вертикальное векторное поле тогда и только 
тогда является полем Ли, когда операторы сдвига по его тра­
екториям оставляют инвариантным множество горизонтальных 
сечений. 

Мы не будем здесь доказывать ЭТОГО утверждения, не ис­
пользуемого в дальнейшем тексте. 

§ 12. ПРИЛОЖЕНИЕ К ГЕОМЕТРИИ НЕГОЛОНОМНЫХ 
ПОДМНОГООБРАЗИИ ПЛОСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

По определению К. И. Гринцевичюса — В. И. Близникаса — 
Г. Ф. Лаптева, неголономное подмногообразие пространства 
я : E-v-M со связностью Г следует рассматривать как распреде­
ление на расслоении Е. Внутреннюю геометрию подмногообра­
зия составляют свойства, инвариантные относительно морфиз-
мов некоторой категории расслоений УС, образующих изомор­
физмы пространств со связностью. 

Каждому распределению многообразия Е соответствует 
Ся-подмодуль @c:<~E, полностью восстанавливающий заданную 
неголономную структуру. Мы его и будем считать основным 
объектом, определяющим подмногообразие. В дальнейшем рас­
сматриваются неголономные структуры в пространстве со связ­
ностью, обладающие разложением 

на горизонтальную и вертикальную составляющие. 
В силу теоремы П. 3, в пространстве Е с плоской связно­

стью Г возникает последовательность 

канонических редуцированных связностей высшего порядка. 
Если в этом пространстве с помощью б^-подмодуля ®afE 
дополнительно задано неголономное подмногообразие, то, по­
лагая a>i = yi(®v) относительно канонической редуцированной 
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связности Близникаса, мы получаем внутренним образом ассо­
циированное с ЭТОЙ структурой линейное редуцированное диф­
ференциальное уравнение первого порядка CU1CZJITV. 

Определение . ©1 будем называть определяющей систе­
мой заданного неголономного подмногообразия. 

Т е о р е м а 1. Решение определяющей системы — это сече­
ние Ли is : Ус£-*-@* вертикального подмодуля ®". 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение является следствием ра­
венства 

/ i r (E)=Y.(£), 
характеризующего решения определяющей системы. 

Понятие определяющей системы неголономного подмного­
образия пространства со связностью представляет собой аналог 
понятия определяющей системы дифференциального уравнения 
[20] и совпадает с ним при переходе к каноническим структу­
рам /„-продолжений. 

Решения определяющей системы он будем называть реше­
ниями вертикального подмодуля @°. Решение модуля © — это 
локальное сечение £ : Е-*-® Ли. 

С помощью рекуррентных соотношений 
«-*+i-{.se./*+i^e | р*+1,* № * , ®Г-ЕбГ,.*®шл} 

построим последовательность 
coj-s-coa4- • • • -ь-^к - . - • • • 

редуцированных дифференциальных продолжений определяющей 
системы заданного неголономного подмногообразия. Возникают 
комплексы 

щ -><Г А * &»-_,. - > Л 2 ^ л * ® с о , _ 2 {to} . . . , 

когомологии Hf_p которых являются инвариантами структуры, 
определяемой подмногообразием. Следовательно, неголономное 
подмногообразие в пространстве со связностью обладает инва­
риантами когомологического типа. 

Теорема 2. Если неголономное подмногообразие © задано 
в пространстве с плоской связностью, то существует внутрен­
няя последовательность 

©1* = ©-—©^-©д"-;-)... 2 @ / 3 • • • 

•Зг-подмодулей, удовлетворяющих равенствам 
со* — 7 й (®* в ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу равенства 
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получаемого из третьего условия леммы о продолжении 
(см. §11), соотношением 

определяется ©я-подмодуль pr (@°)c;№, называемый Г-сокра-
щением вертикального модуля ©-, Г-сокращение самого ©я-мо-
дуля определим с помощью формулы 

Покажем, что Г-сокращение модуля ® является понятием 
геометрии им определяемой неголономной структуры. С этой 
целью рассмотрим вертикальные ©я-подмодули &V, bvc=3~v, удов­
летворяющие равенству 

/ ? . , ( « - ) = » • 

относительно некоторого изоморфизма F-.E-+E. Мы должны 
показать, что их Г-сокращения, в общем случае построенные 
с помощью разных связностей, тоже удовлетворяют равенству 

./7.4(ргв»)--=/>г(-6»). 
Однако для этого достаточно лишь воспользоваться теоремой 5.1 
и заметить, что, в случае изоморфизма пространств со связ­
ностью, выполняется соотношение 

L>E=0. 
Теперь, полагая 

01» = ®», @^-=pr(@y_1), 
построим последовательность 0£-модулей 

@ — , @ ( — , _ ш _ з @ —j 

заведомо имеющих внутренний характер в геометрии заданного 
неголономного подмногообразия. Мам остается показать, что они 
удовлетворяют в теореме указанным равенствам. Однако мы 
докажем более общее утверждение: для произвольного 0я-под-
модуля WczST'0, полагая 

9* = % ( П н e*+l-Y*+i(.Pr(*"))• 
всегда получим равенство 

0&+1—Р (Об­
означающее, что 0ft+1 является редуцированным дифференциаль­
ным продолжением уравнения Qk. 

Для доказательства символом ё"/.+1 обозначим редуцирован­
ное дифференциальное продолжение уравнения 0,. и восполь­
зуемся равенством 

•25r°Yft+l (I) = (Id®yft)°25 (E) 
теоремы 11.7. 

139 



Теперь из условия l&pr($v) вытекает условие (1d®Yft)° 
о.25(..;)б£Гй*®0й, в_ силу формулы PJS.+I,AOYA+I = Yft> порождающее 
включение 6ft+iCQA+-. 

С другой стороны, каждый элемент г\Одк+г удовлетворяет 
требованиям pk+i,k(i\)6Bk, ®r(i1)G.F/,*®9/.1 ПОЗВОЛЯЮЩИМ строить 
росток Щ", подчиненный равенству p/-+i,ft(r|) —y«.(-;). Полагая 
6^1 = Yft-i (V)» с помощью теоремы 10.6 отсюда получаем 
соотношение 

®Т°Чь (£) = (Id®pA,A-i)°2)r (г)) б#"Д*®е.м. 

показывающее, что росток (Id®y^-)o.25(g) служит элементом 
пучка ff'h*®Qf!-y 'Возникает включение 3)%hff'h*®V и элемент £, 
удовлетворяющий равенству РА+ЬЙСП) —Yft(£)> принадлежит 
Г-сокращению pr(?)-'). Следовательно, разность т]—• yft+1 (£) со­
держится в символе продолженного редуцированного дифферен­
циального уравнения Qk+V Однако, сюрьектизность канонической 
проекции pk-Qk-^bv показывает, что уравнение 0ft, а следова­
тельно, и его дифференциальное продолжение 0А+1 обладают 
нулевыми символами. Отсюда вытекает тождество — == YA+I (Е) И 

окончательное равенство 

9ft+i = 0ft+i-

Снова рассмотрим последовательность ®{°Z)®2
V^D.. .^ IS/D. . . 

Г-сокращений заданного ©я-модуля <&v. В случае плоского 
пространства, возникает комплекс 

2) 2) 2D ЦТ) ZD 
@ f t-->-J/®@Li->A2^/®@J-2->.. .{to}A'<rA*®@Lr->... 

ee вертикальных составляющих. 
Т е о р е м а 3. Когомологии комплекса вертикальных состав­

ляющих изоморфны когомологиям определяющей системы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 2, возникает комму­

тативная диаграмма с точными столбцами 
0 0 О 
у SD у 3> у 3) 
@ / ^ ^ / ® @ L I - > A 2 ^ A * ® @ A - 2 - > . . . 
\Vk | I d ® V A - 1 | I-®Y.4-s 

<ak—>^"A* 0(0^1—>A2<fu*®coft-2—>• • • 
У У У 
0 0 О 

Отсюда вытекает изоморфност'ь когомологии ее строк, что и 
утверждается в теореме. 

Т е о р е м а 4. 0£-подмодуль @c : -E и его Г-сокращение 
рт (@) обладают общими решениями. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно заметить, что общими 
решениями обладают 0-.-подмодули ©-" и pv (®v), что вытекает 
из равенства 

25S — 0, 
которому удовлетворяет вертикальное поле Ли. 

Т е о р е м а 5. Локально свободный 0-подмодуль ®vcgrv 

конечного ранга, заданный в пространстве с плоской связ­
ностью, тогда и только тогда удовлетворяет равенству 

рг (©*) — ©-, 
когда он порождается локальными образующими Ли. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что 0£-модуль ®V по­
рождается локальным базисом {£„}, образованным с помощью 
полей Ли. Тогда произвольное его поле над подходящей 
окрестностью допускает разложение £ = /"•,-•-•, приводящее 
к равенству 

из которого и следует нужное включение 2Dl6$~h* ® ®v. 
Теперь возьмем произвольный базис {£<•-} 0-подмодуля 

©"{subset},-0, удовлетворяющего равенству 
рГ (©*) = @". 

Из включений .®Еа6<$~д* ® ©° вытекают соотношения 

в силу тождества 3)%=0, порождающие равенства 
•S-(X)< + ^ A c o v = 0 . . . . (1) 

Составим систему 
2(х)/& + ./£-оР-=-0... (2) 

дифференциальных уравнений относительно искомых функций /<*. 
Условия 

^(в)Л+55(х)ЛЛ-о?+ла?(х)ю?=--о 
ее интегрируемости, в силу формулы (1) и самой системы (2), 
принимают вид требования • 

X (©) / £ - Р а КЛсоР + соРЛо>=) = 0 , 
.равносильно тождеству $(9)/Р-==0. 

Следовательно, в пространстве с плоской связностью си­
стема (2) обладает решением /<*, удовлетворяющим начальным 
условиям, вида 
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Выберем невырожденную систему начальных значений p°f, 
det (p").7--0. Тогда в некоторой окрестности ТОЧКИ (х0

1, у0
а) 

соблюдаются неравенства det (/%)ф0, позволяющие строить 
новый базис i~a==/P£p вертикального ©...-модуля ®v. В силу 
соотношений 

•-% = .35 (х) Я ® h + fi®} ® h = 0, 
вытекающих из условия (2), мы заключаем, что {%} является 
системой локальных образующих Ли. 

Рассмотрим аннулятор ЭДс^* вертикального 0.5-подмодуля 
®vcz3~v, порождаемого заданным неголономным подмногообра­
зием пространства E. В случае регулярной структуры, SDi 
является локально свободным ©.---подмодулем конечного ранга 
с локальными образующими со—, представляющими собой сече­
ния, вида o^iUcE-><"•„*. Теперь бя-подмодуль ®vcz$'v за­
дается системой равенств 

ш^ — О, 
означающих соотношения 

в'={£б^.ииЛБ---0}. 
Теорема 6. Г-Сокращение модуля ®v определяется с по­

мощью равенств 

и может рассматриваться в качестве аналога характеристичес­
ких систем и характеристических подрасслоений систем Пфаффа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение является следствием 
формулы П.8 и самого определения Г-сокращения. 

§ 13. ВНУТРЕННИЕ РЕДУЦИРОВАННЫЕ СВЯЗНОСТИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ КОНЕЧНОГО ТИПА 

Рассмотрим линейное редуцированное дифференциальное 
уравнение 

заданное в расслоении Ли Pi>E-->M над пространством Е с 
плоской связностью Г. Полагая 

F - / / P / C 0 * , 
получаем новое расслоение Ли F->E->M, обладающее канони­
ческим морфизмом Ф :Jk

FP-*F, порождающим линейный реду­
цированный дифференциальный оператор д = фо/~: &-+ р-. Ядро 
ВА+,-=КегстДФ) отображения 
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индуцируемого редуцированным дифференциальным продолже­
нием p;

r(9):./ft+eP->/,rE морфизма Ф, называется символом 
продолженного уравнения a^czJl+tP- ®и называется уравне­
нием конечного типа, если существует его редуцированное 
дифференциальное продолжение, обладающее нулевым симво­
лом. В этом случае для достаточно большого значения индек­
са I выполняется равенство g/.+-=-0, в силу которого морфизм 
аДф): 5д.+, 7,A*®-o{to}S/rA*®E является вложением -векторных 
расслоений, позволяющим рассматривать линейные отображения 
т: S/F/,*® F{to}S/,4/-F/.*®P> удовлетворяющие тождеству т-сг;(ф) — 
— 1d и называемые внутренними сечениями структуры, определя­
емой уравнением ©ft. 

Морфизмами FIE-УЕ пространства E с плоской связностью, 
порождающими изоморфизмы Fit.v;Tv-*Tv вертикального рас­
слоения Ли Т-"Д£Д.М, редуцированные дифференциальные про­
должения рл

Г (F*v): J if Tv~*Jif Tv которых не двигают под-
множества 

интегральных элементов дифференциального уравнения ю,,, за­
дается псевдогрупповая структура этого пространства. Мы полу­
чаем возможность говорить о геометрии дифференциального 
уравнения ю-., понимая под этим геометрию соответствующей 
псевдогрупповой структуры. 

Теорема 1. Каждым внутренним сечением • 
x:SlT*®F^Sk+lT*®T-

структуры конечного типа в геометрии дифференциального урав­
нения соА порождается внутренняя редуцированная связность 
вертикального расслоения Ли 

р * 
r°{to}E{to}M. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся расслаивающей картой 
(xl, ya, la, lft...ik ll...ik) редуцированного дифференциально­
го продолжения JYTV->E, в области которой рассматриваемое 
дифференциальное уравнение ак задается с помощью своих 
локальных образующих 

ft-2 

Если ©/, является уравнением конечного типа, то для доста­
точно большого значения индекса I существует отображение 

t : S ^ * ® F ^ W V ® F " 
векторных расслоений, удовлетворяющее равенству т°(-;(ф) —Id. 
Каждым таким сечением порождается тензор t, с компонентами 
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„aali-.-i. т, : ', подчиненными тождеству 

В другой расслаивающей карте (х1, уа, П", ц?.> • • •> ч?„... ) 
продолженного многообразия Jr

kTv^E уравнение coft обладает 
другими локальными образующими 

ф;=<7-ч,..^+^-^1..^1+.2^6-'Ч?1...г 
ft-e 

j - 0 

acti, 

Ш 
тогда как тензор г —другими компонентами у.?™'1; "Ч удовлет-
воряющими аналогичному требованию 

Рассмотрим автоморфизм 
| ^ = - / г ( ^ ) , 
jr/--=/<-(x<, УЙ) 

расслоения Я и, полагая fb
a = dbfa, f/=djf, ^ / / — оД 

/ * ' g / — 6 / , построим линейное индуцированное отображение 
Tv^T* вида 

В силу соотношения 
Л«*-=^Ч-»*/Лв+/Л*в). 

отсюда получаем равенство 

^,.Js^l,..fsJg'js){fabba + difabla)}, 
порождающее формулу 

r\f,..fs=fbagjl • • • g;;£?,...«,+(rf •.. ^Ч/* а-Ь 

в которой мы пропустили члены, не содержащие компонент 
£?,-..<•. и i?,....'s_1. Теперь мы можем записать соотношения 

+*«r'*-^i • • • 4:;/сь] 6?..../*,,+ 
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определяющие образы функций Фа относительно редуцирован­
ных дифференциальных продолжений индуцируемого отображе­
ния JlTv^-J\TV. Так как мы рассматриваем геометрию диф­
ференциального уравнения шА, то можем пользоваться равенст­
вом 

выражающим условие инвариантности подмногообразия его интег­
ральных струй 

Сравнивая в этом равенстве коэффициенты при переменных 
lah...ik

 и £?,...iA_,. приходим к следующим соотношениям: 

ь'-1ь-^%Щь--1к№и • • • £'*ЧЛ6+ 

Первое из полученных соотношений позволяет придать вто­
рому несколько упрощенный вид: 

&Lv,/*-,---4r'*-,44/e
e+<"'*--Vp^-i+ 

+я1^-'"-§'л--.г!*--/-6-
Поэтому, учитывая тензорный закон 

А а Т Л . . . / . ! + - б» 6Р ' ' • ' б"-•/•' ' • -//А+Л-••••'5Ш 

изменения компонент объекта т, а также символами р и г 
обозначая некоторые константы, мы получаем следующую 
формулу: 

+ (Л + 1 )h-liba$fob + S-a (<7gU/ + ^ А / Р » ) • 
Полагая 

(1+1)' 
•- ,? , .— - act('.-{cdot}.i/ T'l+i- .- 'A+Z-i ' 
J d / * " (я+l)*-- ^ ' " ••-*+/-- a* 

полученную формулу перепишем в виде равенства 
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и, используя закон 
-daTf=g*fa>f/ ( _ d 4 r 7 ) + g M / a < 

изменения компонент —даТ/ канонической редуцированной 
связности Близникаса, построим свернутый объект 

-д^у-=//(-аду)+^///. 
порождающий соотношение 

~ р " (W'pff + rtf*fp*) = Ш% + дьТ? — / / {®>и + дДу) , 

в котором /те означает размерность слоя пространства E. 
Отсюда уже выводим нужный нам закон 

Yw — / / g / / / Y ^ + g / ( ? / / / 
изменения компонент 

редуцированной связности векторного расслоения Ли r-{to}E. 
В случае, когда выполняется равенство 

dim Sk+lTh*® T* = dim S.7y®E, 
существует единственная внутренняя редуцированная связ­
ность—каноническая СВЯЗНОСТЬ дифференциального уравне­
ния С0А. 

Внутренние редуцированные связности обладает тензором 
кривизны 

удовлетворяющим тождеству Яь
ьц=Ъ. Поэтому условие 

<Э fiSSJi*+&?и&л» = ~ Ьь
адЪ*В%, 

наложенное на коэффициенты редуцированного дифференциаль­
ного уравнения ан, является инвариантным требованием, выде­
ляющим плоские структуры. 

Закончим параграф приложениями теоремы 1 к геометрии 
дифференциальных уравнений. 

Каждое дифференциальное уравнение й-того порядка в рас­
слоении п : Е-+М задается подрасслоением в^сг/ь-З его k-того 
дифференциального продолжения. Таким образом понимаемое 
уравнение будем изучать с точностью до продолженных преоб­
разований phF ; JhE-+-JhE, порождаемых морфизмами F : Е-+Е, 
с̂охраняющими множество Qh его интегральных элементов. Воз­

никает псевдогрупповая структура пространства E, внутренние 
свойства которой и составляют содержание геометрии диффе-
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ренциального уравнения ft.,. Совершенно также геометрия диф­
ференциальных уравнений определяется и авторами обзора [3]. 

Мы будем говорить, что дифференциально-геометрическая, 
структура, определяемая с помощью дифференциального урав­
нения tihc:JkE, является транзитивной, если его дифференциаль­
ные продолжения tit обладают сюрьективными каноническими 
проекциями $,-+Е. 

В случае транзитивной структуры, можно рассматривать 
связности Y:E->JiE пространства E, с k-тым продолжением 
(см. § 10), удовлетворяющим включению ГА(£)сг.-Э',... Такие 
связности мы будем называть связностями, согласованными с 
дифференциальным уравнением ®к. Если в локальной карте 
(x<, if, .-У?,.- ••></?,.•• lk) пространства JkE дифференциальное 
уравнение Ф-. задается с помощью своих локальных образую­
щих Fa[xl, ya,ya

ti ya
h... lfl), то связность г/г«==Г,а(лгг, уа), 

согласованная с этим уравнением, является решением сисге мы 
дифференциальных уравнений 

Fa (х1, у", Т°, <?г Г Л . . . , аг . . . £ft_. гу) -= О, 
Лгра —О и\Г1\ и > 

Очевидно, что связности, согласованные с дифференциаль­
ным уравнением От,, являются внутренними связностями его 
геометрии. Отсюда вытекает, что плоская связность простран­
ства Е тогда и только тогда согласована с дифференциальным 
уравнением i'},,, когда она согласована с любым его дифференци­
альным продолжением •!}•. 

Рассмотрим связность Г: E-+/JE, согласованную с диффе­
ренциальным уравнением г%, и воспользуемся отождествлением 
10. 8, позволяющим строить отображение дк: Jk

rTv->(rvJkE)\r^E) 
и выделять векторы |бЛГТ'"> удовлетворяющие условию qn(l)G 
aTv(Vh(E)). Этими векторами образуется внутренним образом 
присоединенное к геометрии уравнения -Э̂  линейное редуциро­
ванное дифференциальное уравнение 

—редуцированная Г-линеаризация, обладающая символом, 
совпадающим с сужением gk\rh(E) символа [24] gk<=SkTh*®Tv 

дифференциального уравнения ftk. 
Мы будем говорить, что дифференциальное уравнение #•. яв­

ляется уравнением конечного типа, если равны нулю почти все 
продолжения g, символа gh этого уравнения. 

В случае структуры конечного типа, при достаточно боль­
шом значении индекса l>k, дифференциальное продолжение ui 
задается с помощью локальных образующих 

Fa(xl, уа, y*lt,.... у?,. ..*,_!), 

j7?.- . . * - - # , . - .J- + H?.. • • <,(*'i Г , !/?,.•••• К-'-Ч-i) • 
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Пусть 
Гг«-Г,<~(хг, у) 

является некоторой связностью пространства Е, согласованной 
"С дифференциальным уравнением <9> В силу теоремы 1, мы по­
лучаем следующее утверждение: 

Теорема 2. Равенством 

%- [ ^ Г П Р " ^ ' ••''-' Ч--- 'e-1j-

определяется внутренняя редуцированная связность транзитив­
ной структуры, порождаемой дифференциальным уравнением *<h 
конечного типа. 

Следствие . Формулой 

+ f ~ ~ Т ^ ^ - ' '"^-.-.-/.-il'5.*."' /"1H/IA.../ /.1)-Гл-Ся +1) 
-^^dWr^H^.^v^)) 

задается тензорное поле, внутренним образом ассоциированное 
с транзитивной структурой конечного типа. 

В качестве примера рассмотрим дифференциальное уравне­
ние второго порядка §2aJ2E, с локальными образующими 

Геометрия такого уравнения неоднократно (см. [2] и [3]) изу­
чалась В. И. Близникасом, которому в частных случаях соотно­
шений между размерностями базы и слоев многообразия Е 
удалось построить внутренние дифференциально-геометрические 

• связности (в частности, редуцированные связности высшей сте­
пени в смысле определения, данного в § 15). 

Так как рассматриваемым дифференциальным уравнением 
• порождается транзитивная структура конечного типа, мы мо­
жем пользоваться теоремой 2 и формулировать следующее ут­
верждение. 

Теорема 3. Равенством 

в котором Tl
a = Yl

a(xi, у") означает решение системы диф­
ференциальных уравнений первого порядка 

^ Г / + Я?у(^ ,Г,Г г
в ) -=0, . . . (.) 

определяется внутренним образом присоединенная к уравнению #2 
редуцированная СВЯЗНОСТЬ пространства Tv-+E~+M. 
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Следует иметь ввиду, что теоремой 3 не исключается инте­
рес к результатам, указанным в обзоре [3], так как там полу­
чены явные выражения коэффициентов овязностей. Теоремой 3 
можно пользоваться только после предварительного построения 
решения системы (*). 

Внутренняя редуцированная связность из решения системы 
(*) строится и с помощью более простого соотношения 

ibj — иьу i » 

однако всегда порождающего только плоскую связность. 
Более просто дело обстоит в случае дифференциального-

уравнения ftidJiE первого порядка с локальными образующими-
Fta=yia+Hl

a(xl, ya). 
Уравнением порождается транзитивная структура конечного-
типа, тогда и только тогда обладающая плоской канонической-
СВЯЗНОСТЬЮ Г.а--= — Ht

a, когда выполняется условие j ?? y =0 
интегрируемости этого уравнения. 

Мы получаем следующее утверждение. 
Т е о р е м а 4. Вполне интегрируемое дифференциальное 

уравнение ^ обладает плоской канонической редуцированной. 
связностью, определяемой коэффициентами ^--= дй#г

а. 
Заметим, что в работе [3] геометрия дифференциального» 

уравнения •&! рассматривалась при условии невырожденности 
матрицы компонент Яац тензора кривизны канонической связ­
ности. 

Риманош многообразия тоже представляют собой структуры 
конечного типа. В римановом пространстве М с метрическим 
тензором gtjix1) имеется внутренним образом присоединенное 
к нему линейное дифференциальное уравнение Киллинга, опре­
деляемое с помощью локальных образующих хорошо известного» 
вида 

Это дифференциальное уравнение {̂subset}/-(ТМ), заданное в ка­
сательном расслоении пространства М. 
Если коэффициентами Гуй(-к') задается некоторая метрическая 

связность с кручением, то равенством 

определяется согласованная с дифференциальным уравнен ием 
Киллинга связность расслоения ТМ-^-М. Отсюда вытекает, что 
соответствующая редуцированная связногть Близиикаса те перь 
совпадает с рассматриваемой метрической связностью Г#. 
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Если связность плоская, можем пользоваться теоремой 2, 
применяя ее к локальным образующим 

ф}* — «/*+(Г''(*в?)-Г?М') УР
1 + д;г[ту1 

продолженного дифференциального уравнения 
^2ciJ2(TM). 

Однако полагая 

^HA—r^—rf^v, 
^—я+т^^-T^V^H^-lvr-

мы получаем тождество у{
л- Yl

jk, не позволяющее с помощью 
этой теоремы строить новую связность риманова пространства М, 
но представляющую интерес с точки зрения интерпретации 
полученных результатов. 

§ 14. ТЕОРЕМА КОНЕЧНОСТИ В КОНТРАВАРИАНТНОЙ 
ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ 

Следующим определением оправдывается проявленный в 
§ 12 интерес к геометрии распределений пространств с плоской 
связностью. 

Onpieделение. Задать неголономную дифференциально-
геометрическую структуру гладкого расслоения я : Е-*-М — это 
значит задать 0-подмодуль © с%{0) продолженного простран­
ства /<.-£. 

Этим определением развивается основная идея подхода к 
геометрии неголономных подмногообразий Гринцевичюса —• 
Близникаса — Лаптева [17]. Дело в том, что обычная диффе­
ренциально-геометрическая структура некоторого многообразия 
М определяется и дифференциальным уравнением Ли ®hc:JhE, 
Е=Му,М ее локальных автоморфизмов [11]. Дифференциаль­
ными продолжениями уравнения 6ft порождается подмногообра­
зие e = lim proj (в., я.,.) проективного предела /«,£. Задать не­
голономную дифференциально-геометрическую структуру — это 
значит перейти к соответствующему неголономному подмного­
образию ®cii{0). 

В построении теории неголономных дифференциально-геомет­
рических структур важное место занимает изучение ее асимпто­
тического поведения, которому и посвящается настоящий па­
раграф. 

Гладкое расслоение 7„E{to}M является проективным преде­
лом дифференциальных продолжений JhE, порождающих естест­
венную фильтрацию (5-модуля %(0). С помощью этой фильтра­
ции ..^-дифференцирование распространяется на объекты ко­
нечного порядка, а потом используется в контравариантной 
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теории дифференциального продолжения. Мы начнем с первой 
части этого процесса и отразим его в кратком обзоре некоторых 
результатов работы [8]. 

С этой целью заметим, что сюрьективность канонической 
проекции а : JkE-+M позволяет строить векторное расслоенное 
пространство f (/ftE)/Kera*{to}/ftE, очевидным образом отождест­
вляемое c поднятием а-1(7,М) касательного расслоения базы. 
Нас будет интересовать дуальное расслоение, обозначаемое 
СИМВОЛОМ Т.,*. 

О п р е д е л е н и е , (i, £)-дифференцированием p-той степени 
называется ^-линейное отображение %:Л$~i*-*• Л$~к*, при про­
извольном выборе ростков собЛг<$"Л 6бЛ.#~А удовлетворяющее 
следующим условиям: 

1. £соелгчгл 
2. -;(соЛ0) — -;(й-)Ля^0 + (-1Г.п;]Дсо)Л^. 
Стандартным образом проверяется, что (/, ft)-дифференци­

рование является локальным дифференциальным оператором, 
позволяющим говорить о пучках 

Der#(/, k) = © Der* (/, k), 
определяемых их ростками. С помощыо операции внешнего 
умножения пучок Der* (I, k) наделяется структурой левого 
Л.^А*-модуля. 

В силу сюрьективности канонических проекций %,г:/А£->./гЯ, 
факторпространства T,ik — Т (JkE)/Ker (.Jtft.O* тоже являются 
векторными расслоениями Tilk^-JkE, порождающими пучки lfi,u 
ростков их локальных сечений. 

Теорема 1. Существует представление 3#:A3~k*®$~t,k->' 
->-Der# (i, к), называемое дифференцированием Ли и задавае­
мое формулой 

£# (co®{xi}) = coAS (£) mod Ker (ji.*.i)», 
в которой I означает росток векторного поля, удовлетворяю­
щего равенству £ = £modKer (щ,1)ш. 

Доказательство см. в [9]. 
Теорема 2. Оператором 25* ковариантной производной 

Близникаса порождается дифференцирование 
®*:Л^'*,®.#А5Гл*-+Л^1+1®^1Я-1.*+ь 

удовлетворяющее фундаментальному тождеству 52*(25#и) = 
= [d*. Ж*(и)]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим элемент и^,/\^к*®@^Г1.к 
вида и = аЩ. В силу равенства 

,ГЛ* = Ит.пй(.Г;Л Яу,А), 
выполняется включение собЛ^л*, а в СИЛУ равенства 

0--=limind(0A, я*,.), 
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существует росток |€Х (<-*)• Удовлетворяющий условию |"|б>, — g. 
Поэтому тензорное произведение tt=cu®f обладает :2)*-диф-
ференциалом с сужением %#(Ю#й) |0,_., не зависящим от выбо­
ра поднятия | . 

Осталыгую часть утверждения теперь можно получить, 
вычисляя скобку Нейенхейса [х*> я]. 

Построенный дифференциальный оператор 23* подчиняется 
тождеству (.25*)-== 0 и для каждой пары ростков /60 ь- ge^T.* 
удовлетворяет равенству 

2)* (Д) = я*,*+1/- a5*E+dV®"*.*+i-5°--/-i./-
Точности 25*-комплекса в пространстве JXE соответствует 
Теорема с у щ е с т в о в а н и я для ;23*-опер а тор а. 

Для каждого ростка geA^**®^/,*, удовлетворяющего равен­
ству 25*.--=0, существует росток 46A"~'i£i'b*®3"i+\,k, удовлет­
воряющий условию 

Доказательство см. в [8]. 
В силу теоремы существования комплекс 

• . . - — • f\pifk+P®grvi-plk+p —+... 
не является точным. Построение точного комплекса осуще­
ствляется с помощью дополнительной фильтрации, согласован­
ной с ^-дифференцированием. С этой целью в каждом пучке 
STi.k <9*-модулей канонически выделяется ©^-подмодуль С/>й. 
Построение начинается с равенств 

С-1.А==#-1,Л» GO,ft==<^"o,ft) 
Gi,*—{16^*11(^-0*.--} 

и продолжается с помощью рекуррентных соотношений 
G/,4=-{|e^J'.ft|g|0ft_/eC/_A1ft_ft для всех Kh<k). 

Легко проверяется, что каноническими проекциями n,_/,:,_jA{to} 
•^•STi-p.h индуцируются линейные Сл_.-морфизмы nP;C/)A{to} 
->-G/-p,A-p. 

Теорема 3. Формулой 
23tt-=<ft+I.<230* 

порождается дифференциальный оператор 

Доказательство см. в [8]. 
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Т е о р е м а 4. Имеет место коммутативная диаграмма [12J 
3 JqgT,?->Sr* {JkE)®OkJq^k

v 

в силу которой 25* является редуцированным дифференциаль­
ным оператором Спенсера, порождающим точный комплекс 

G/.A-{to}^L/+1®0A.,+1G/-l.ft--A2^_;+2® 

®* 

называемый комплексом формальных дифференцирований (см. [8]). 
Теперь рассмотрим неголономную структуру ®а%(0) рас­

слоенного пространства п:Е-+М. Для каждой пары целых 
чисел 0 </-<&, полагая 

получаем ^-подмодули ®; ,ЙС_"А , удовлетворяющие включе­
ниям я1 (@/jft)c:@/_i(ft. 

О п р е д е л е н и е . Неголономные дифференциально-геометри­
ческие структуры @, $2с%(0), почти для всех пар индексов 
(i, k) удовлетворяющие равенствам @-,А-=^/,/,, называются 
асимптотически эквивалентными. 

Каноническая плоская СВЯЗНОСТЬ проективного предела JmE 
позволяет рассматривать #-сокращения (см. §12) />#(@) ев-
заданной неголономной дифференциально-геометрической струк­
туры. # -сокращение p# (<3) является новой неголономной струк­
турой, инвариантным образом присоединенной к исходной струк­
туре @ (см. доказательство теоремы 12.2). Отсюда вытекает 
внутренний характер следующего определения. 

О п р е д е л е н и е . Неголономная дифференциально-геометри­
ческая структура @, асимптотически эквивалентная своему # -
сокращению р* (©), называется структурой конечного порядка. 

Оказывается, что асимптотическое поведение структуры 
конечного порядка полностью определяется ее конечной частью» 

Включениями 
(p*@)-+1,*-ig {Ебв/+1,*-1125*660"**® @/1Й} 

подсказывается целесообразность следующего понятия. 
Определение . Равенством 
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порождается ©...--подмодуль /7#(@.-,Л,)с-_Г+1,й-ь называемый 
дифференциальным продолжением 0А-модуля @Л/.. 

Из определения следует, что 25*-оператором наводится 
отображение 25*:р* (©,/.)-?-if;.*®®. k и выполняются включения 
p*(@,,ft)D(p#@b. 

Определение . Если почти для всех пар индексов 
0 < / < k удовлетворяются условия ©/-i.-.+.cp-i* (®i,k), TO @ на­
зывается асимптотически стабильной неголономной структурой. 

Если неголономная структура © асимптотически стабильна, 
то для достаточно больших значений индексов I и k -^-диф­
ференцированием порождаются комплексы 

^Л Р ^А + -®@/~Р,А+.----->• • • 

Мы будем рассматривать подпучок ЗК/.̂ с-З.,*, определяе­
мый равенством Ж-д-=-3/,йП^1гй*®--7"/, и называемый симво­
лом 0А-модуля ®itk-

Дифференциальные операторы .25* и 25* обладают общим 
сужением на подпучки ЗКЛ/., индуцируя комплексы 

б * б * а * 

б * 6 # 

. . .^AW®3R---.*4-. . . 
последовательностей символов асимптотически стабильной не­
голономной структуры. Когомологии Hpi-P}k этого комплекса 
являются ее инвариантами, позволяющими выделить ^-ациклич­
ные структуры, почти все инварианты которой с индексом р, 
удовлетворяющим условию Окр<д, имеют нулевые значения. 
Структура, ^-ацикличная при всех значениях индекса q, назы­
вается инволютизной. 

Лемма 1. Если асимптотически стабильная структура 
1-ациклична, то почти для всех индексов 0 < i < k равенство 

выполняется всякий раз, как только последовательность 
®/,*-i->@(-i,A-i{to}0 является точной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пересечение p* (@-_-i|u)nS/<jr l-i ® 
® Э"1-\ удовлетворяет очевидному равенству 

р* (в/-м)П-S/^-i ®^*-i = 
={-s6s-^i_i®^;.-1|e0*.i6.?"..;-i®aii/-i,*-i}, 
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позволяющему утверждать, что будучи б* -вложено в пучок 
«.fft-i ® ЗЭТ/-1, k-u оно совпадет с ядром морфизма 6*:-f*s-i® 
® ^/-bft-i-H-A2^-!® 2Я/_2, й-ь Однако, в силу 1-ацикличности 
рассматриваемой неголономной структуры, образ вложения 
6o*:2H/,/j_i{to}$Fь-\ ® 2Я/-1, A-I тоже является ядром этого морфиз­
ма, откуда почти для всех значений индексов 0 < / < £ мы 
получаем равенства 

Р* (®1-1,ь) П s,.r!Li ® .5"*.-i--=aji,1(i_i. 
В виду включений @/,A_iCp# (@/_1|/,), которым удовлетворяет 

асимптотически стабильная структура, нам остается лишь 
показать, что всякий раз, как только каноническая проекция 
nI:@/,A_i{to}@._1, •,_. является сюрьективной, любой элемент | 
сокращения p**(<3/_i,ft) принадлежит пучку @.,А_1. Однако 
в рассматриваемом случае существует росток т-б*-/,/-_г, удов­
летворяющий равенству 

я1 (.;)=- я1 (г]), 
и разность 

является элементом пучка 2Jt/,ft_i. Отсюда и вытекает нужное 
нам включение l = x-^-i\e&t,k-u 

Неголономная дифференциально-геометрическая структура, 
почти все символы Wl,,h которой являются векторными расслое­
ниями, называется регулярной. 

Лемма 2. Регулярная асимптотически стабильная неголо­
номная структура локально инволютивиа. 

Доказательство ем. в [8]. 
Определение . Неголономную структуру @, почти всегда 

порождающую точную последовательность •®/+1,/А@л*->0. 
будем называть транзитивной структурой. 

Т е о р е м а л о к а л ь н о й конечности. Каждая регуляр­
ная, асимптотически стабильная и транзитивная неголономная 
дифференциально-геометрическая структура локально является 
структурой конечного порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу лемм 1 и 2, почти для всех 
значений индексов 0 < / < k выполняются локальные равенства 

р* (®l+l,h) = ®t,h-U 
равносильные тождествам 

@.,*-1={£е@/,А-1|©*№* ® @,-1,к). 
Отсюда и вытекают включения (^#@)-1Й_.с@л,-.._ь в силу тран­
зитивности структуры, порождающие нужные соотношения 

(/?#©),, ft_1 = @,, f t_i. 
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С л е д с т в и е 1. Если неголономная структура ® регулярна, 
асимптотически стабильна и транзитивна, то любое ее ограни­

чение на компактное подмногообразие пространства /„£ яв-_ 
ляется структурой конечного порядка. 

Определение . Неголономная дифференциально-геомет 
рическая структура ©, удовлетворяющая равенству 

в котором @/. означает некоторый 0А-подмодуль &kcz%(0), 
называется структурой А-той степени. 

Транзитивная неголономная структура й-той степени отож. 
дествляется с последовательностью 

Я. ."l Я. «1 
@0, ft-«-<3l, А + 1 - . - . • . -.-©ft, A+ft-s- • • • 

©„-подмодулей ©A, /i+ftcCft,/I+ft. В этом случае @ft является 
обратным пределом этой последовательности. 

Каноническая плоская связность проективного предела J„E 
позволяет рассматривать редуцированные дифференциальные 
продолжения /*P{to}/«,E гладких расслоений P->J^E. С ПО­
МОЩЬЮ естественной фильтрации 0-модуля %(0) операция 
./^-продолжения распространяется и на объекты конечного 
порядка: гладкое расслоение P{to}./ftE обладает редуцирован­
ным дифференциальным продолжением /fP{to}/#+,-E, а также 
каноническим морфизмом p#:JqP->-JfP, индуцируемым с по­
мощью отображения #Г:./.-Р->/^Р, построенного в § 10. 

Другой подход к операции ./'-продолжения рассматривался 
в работе [12], где доказывалось равенство 

и точность комплекса 

o{to}-.--1 с , , /+?{to}V;+(?®c?_,, ,+-. 
С помощью линейных морфизмов p*:JgS'iv-^C9, i+Q мы можем 

строить неголономные структуры ®fc>t+llciCk,i+k --"той степени, 
соответствующие последовательностям 

Ко я , яА_, "ft 
со-ч-<!>!-«- . . .<—сод--;— .. . 

линейных дифференциальных уравнений akcJk(ft
v). По опреде­

лению соответствующей неголономной структуры, выполняются 
порождающие ее равенства 

®kil+k = p*(<i>k). 

В частности, регулярные транзитивные неголономные диф­
ференциально-геометрические структуры порождаются дифферен-
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циальными продолжениями линейного формально интегрируемого 
уравнения о о ^ с / ^ - / ) . 

Мы можем утверждать, что геометрия неголономных диф-
ференциально-геометричаских структур является естественным 
обобщением геометрии дифференциальных уравнений. 

Если при произвольно заданной 'неголономной структуре 
©I /-той 'степени, мы выберем ростки ge/ft(STf), удовлетворяю-
щие включению р*(£)Шк, l+h, то получим линейное дифферен­
циальное уравнение ©•..<= Jh (Fj-), последовательность которых 
носит внутренний характер и называется определяющей систе­
мой рассматриваемой структуры. Решения определяющей систе­
мы— это поля Ли-Бэклунда, принадлежащие Ь1 -подмодулю 
.©.{subset}X(0), определяющему структуру. 

Рассмотрим неголономную дифференциальную структуру @л 
/..-той степени, заданную в качестве обратного предела по-
следова тельности 

©о, л-е—@1,д+1-«—.. . -* -@ А > д + А<- . • . 

.5л-модулей. В силу соотношения 
©/, й + 2=.г* м + 2 (©,.*), 

полагая l = k-\-h, мы видим, что каждый элемент g пучка 
р # (®л*) удовлетворяет включению 

порождающему равенство 
р* (®/,A)=-{£eC/+i. *+i | п1 ( £ № * , Жо*Бб̂ *+1 ®Ош Ч.ь+1 (©/,*)}• 

Структура является транзитивной, если почти все канони­
ческие проекции n1:@/+i,*+i{to}®('lft сюрьективны, В случае 
структуры конечного порядка, для достаточно больших значе­
ний индекса I ВЫПОЛНЯЮТСЯ равенства р# (®r,k) = ®i+i, k+\. 

Особо важную роль в дифференциально-геометрических при­
ложениях играют неголономные структуры нулевой степени, 
задаваемые последовательностью 

б>£"Подмодулей @ft{subset}СЙ = СА,Й. 
Определение . Если для всех k ©* является пучком 

алгебр Ли, тогда как. канонические проекции я1—их гомо­
морфизмами, то неголономную структуру нулевой степени 
называют структурой Ли. 

С помощью несложной проверки убеждаемся, что равенством 
£* (К, Л]) = Z* (|)-52# (гО — X* (ц)°£# №) 

определяется скобка [,]:Ck®oE
ck-i.k-+Ck-i,h, что позволяет 

-с помощью теоремы 3.4 получить следующее утверждение: 
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Т е о р е м а 5. Произвольные ростки £, ц&Сп, xQfk
v удовлет­

воряют равенству 

2&Й, -]--=№. л] + [Е, ®&п]. 
С л е д с т в и е 2. Дифферециальное продолжение p#@ft пучка 

алгебр Ли @Й—Сй снова является пучком алгебр Ли. 
Теперь рассмотрим примеры применений теоремы конечно­

сти порядка неголономной дифференциально-геометрической 
структуры. 

1. Геометрия п о д м н о г о о б р а з и й п р о с т р а н с т в 
с псе,в д огрупловыми с т р у к т у р а м и . Мы будем рас­
сматривать геометрию подмногообразий пространства М, с 
псевдогруппой преобразований Г, заданной с помощью диффе­
ренциального уравнения Ли fth^JhWxM). С этой целью мы 
продолжим заданное дифференциальное уравнение и .в резуль­
тате придем к последовательности уравнений Ли fycJ^MxM), 
с линеаризациями 9ti^Ji(9~M), тоже образующими последова-
тельвость, но уже линейных дифференциальных уравнений Ли. 

Возьмем произвольное дифференцируемое многообразие N 
размерности n<dimM и построим тривиальное расслоенное 
пространство E=NxM. Для каждой пары точек 

^ = J[a(x)eJlE, t — /.9(a(x))en,M, 
полагая т (•#?) = Л (4MT)(x), получаем каноническое действие 
группоида Ли H-Mtr-://(MXM), регулярных элементов диф­
ференциального продолжения //(MXM), в многообразии JtE. 
Точки 3?, Y&JiEx называются эквивалентными, если суще­
ствует элемент тО/. удовлетворяющий равенству Y—%(&!). 

Продолженные пространства J,E разбиваются на классы 
эквивалентных точек. Класс #.-(.57), содержащий точку 37^JtE, 
является ее fy-орбитой. Вложения / , g:N-$~M, удовлетворяю­
щие равенствам 

называются изгибаемыми до /-ТОГО порядка. Если существует 
диффеоморфизм ff : М-+М, порождаемый элементом псевдогруп­
пы Г и удовлетворяющий соотношению о° f—g, то они называ­
ются эквивалентными. Легко видеть, что эквивалентные вложе­
ния изгибаемы до любого порядка. 

В силу тривиальности расслоения E= .VXM, /?*-морфизмсщ 
порождается линейное отображение p#:Jt(£TM)->-grv(J[E). 
Полагая ®i=p# (£t), мы получаем последовательность 

г J^r Xl fir Л1т Л1м Л1 

С£-модулей, порождающую неголономную структуру Ли. 
Точка SC£JkE называется регулярной, если существует от­

крытая окрестность SPQUczJkE, со следующим СВОЙСТВОМ: ДЛ 
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любого элемента YG.U подмножества $k(Y)aJkE являются под­
многообразиями одинаковой размерности. Регулярными точками 
образуется открытое подмногообразие JkE пространства JkE. 

Вложение f:N-+M, удовлетворяющее включениям jkfczJkE 
для всех достаточно больших значений индекса k, называется 
регулярным. 

Теорема 6. Следующие утверждения равносильны: 
\. Выполняется равенство 

®м | ^ ~ = р # (@.)| 

2. Для каждого регулярного вложения /:7V ->M выполняет­
ся соотношение 

*MUn.if)=P*iUif)-
Доказательство опускается. 
Следствием теоремы конечности неголономной дифференци­

ально-геометрической 'Структуры теперь становится следующее 
утверждение: 

Теорема 7. Если для достаточно 'большого значения ин­
декса / канонические проекции 

m,i-i ••MliD-^t-idi-if) 
являются расслоениями, то существует натуральное число со 
следующим свойством: регулярные вложения f, g : N-+-M, изги­
баемые до порядка, указанного этим числом, являются изги­
баемыми и до любого другого конечного порядка. 

Пусть / является числом, указанным в теореме 7. Тогда ре­
гулярные вложения f, g, изгибаемые до /-того порядка, являются 
решениями дифференциального уравнения •d'i(jif) czJiE. Соста­
вим новое дифференциальное уравнение Ли со.с:П..М вида 

- . = { U J[4(x)\Ji4(x)(Jlf{x)) = Jlg(x)}. 

Каждое ее решение является эквивалентностью рассматривае­
мых вложений. В аналитическом случае из формальной интег­
рируемости дифференциального уравнения ©. вытекает извест­
ная теорема геометрии -подмногообразий: регулярные вложения, 
изгибаемые до порядка, указанного в теореме 7, эквивалентны. 

Так, например, в работе [6] доказывалось, что в случае од­
нородного пространства канонические проекции 

•ni,b-r.Mhf)-+®i-i(ii-if) 
являются расслоениями. В силу теоремы 7, мы получаем сле­
дующее утверждение. 

Теорема Г. Ф. Л а п т е в а . Регулярные подмногообразия 
однородного пространства обладают полным фундаментальным 
объектом конечного порядка. 
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Соответствующий полный фундаментальный объект —это 
сечение jif расслоенного пространства /•£. Ему соответствует 
дифференциальное уравнение fti(jif), решениями которого явля­
ются вложения, эквивалентные заданному вложению f. Отсюда 
вытекает теорема о том, что полным фундаментальным объек­
том 'Подмногообразие определяется с точностью до положения 
в пространстве. 

2. Теоремы Ванжуры. Геометрия подмногообразий про­
странств с псевдогрупповыми структурами в другом аспекте рас­
сматривались в работах [33], [34] И. Ванжуры, где ОСНОВНЫМ 
объектом исследований явились пучки тензорных дифференци­
альных инвариантов. 

Рассмотрим неголономную структуру {©-, •.'} h-той степени, 
определяемую последовательностью •Эл-подмодулей ®i, ьс-С., h. 

Подпучок i|).ezA.#~r*> удовлетворяющий равенству 
•52* (©/,*) tyi — 0, называется пучком тензорных дифференциаль­
ных инвариантов /-того порядка рассматриваемой структуры. 
Из определения Ж*-оператора, для любой пары ростков соб /̂. 
-EG©.,-, вытекает формула 

.SS*(i)(d#co)=-5S*(.250*S)ffl, 
доказывающая равносильность включений ptyiQtyt+u P# (®/,А)3 
3@;+1|*+ь Более того, в случае равенства 

имеет место и равенство 
р*(вЛ-)«в /+1.*+1. 

Обратное верно лишь при дополнительных условиях регуляр­
ности пучков 1|з- и арг-ы. В частности, достаточно, чтобы это -были 
<р-за'мкнутые дифференциальные пучки в смысле определений, 
данных в работе [34]. 

Пучки тензорных дифференциальных инвариантов подмного­
образий совпадают с пучками тензорных дифференциальных 
инвариантов неголономных структур Ли, индуцируемых в рас­
слоения E=NxM. Заметим, 'что каждая таким образом инду­
цируемая неголойомная дифференциально-геометрическая 
структура является транзитивной. 

В работах Ванжуры на открытых подмножествах Л про­
странства JbE выделялись ф-замкнутые дифференциальные под­
пучки Л1а01, удовлетворяющие равенству [28] 

С' (^ г )=0 . 
Символом .#(о.о обозначалось ограничение пучка \|>/с: Л "<*•''»* 
на рассматриваемые подмножества Л. 

Доказаны следующие утверждения. 
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Пе р в а я т е о р е м а Ванжуры. Пусть яе/- и / , , . . . , / 2 Г 
являются функциями, дифференцируемыми в открытой окрест" 
ности U точки х и образующими в ней ф-базис пучка Л1-
Возьмем элемент у&1+\ .п/+1,,-отображаю.щийся в x. Тогда 
существует подсистема S' системы 

S=[ffnl+hh dffj, i = 1,.. . ,n, j = !,...,%}, 
образующая локальный ф-базис пучка Ат в некоторой окрест­
ности точки у. 

Вторая теорема Ванжуры. Пусть я—-регулярная 
точка пространства JME и у является ее л,+1,гобразом. Тогда 
имеет место равенство 

Теорема 8. Теоремы Ванжуры являются следствием 
теоремы локальной конечности неголономной структуры. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, как и прежде, {®к} озна­
чает неголономиую структуру Ли тривиального рас­
слоения E = yVXM. Построим ограничение @А=@Й|^* 
и заметим, что условие [28] С1(Л1)=0 равносильно равенству 

&, = ( . 
а в силу включения рЛ1^Л1Н рассматриваемая неголономная 
структура асимптотически стабильна. 

Преимущество этого подхода состоит в применении общего 
метода, позволяющего легко обнаружить связь между первой и 
второй теоремами, тогда как И. Ванжурой они доказывались 
отдельно с ПОМОЩЬЮ различной техники. 

3. Связь с к о в а р и а н т н ы м м е т о д о м . Выясним 
связь контравариаитной теории дифференциального продолже­
ния с классическим методом внешних форм Картана. В класси­
ческой интерпретации в качестве исходного расслоенного прост­
ранства Е берется расслоение <8h реперов k-того порядка, тогда 
как дифференциальные продолжения /.E заменяются расслое­
ниями кк+и 

Согласно с общей схемой, построение неголономной струк­
туры выглядит следующим образом: ми строим расслоение 
Г — ТйЭ//Кег(я/, -_,)* и в пучке #"«;+1 выделяем произвольный 
подпучок @-.+i 0А+Гмодулей, после чего в |Г^+2 выделяем под­
пучок <3ft+2б^-модулей, ^-отображающийся в @ft+1 и т. д. 

Суть метода внешних форм состоит в переходе к сопря­
женным расслоениям (Т--")*, обладающим канонической тривиа-
лизацией, обеспечивающей инвариантность этого метода. 
Действительно, так как дифференциальные формы [7] со'.со^,... 
. . . , ©5(..../._. аннулируются подрасслоением Кег (it,, .r_i)#cz7'SSi, 
то ими порождается глобальный базис расслоенного пространст­
ва (Г;)*. 
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Связь между коитравариантными и ковариантным методом 
дифференциальных продолжений основывается на следующем 
утверждении. 

Теорема 9. Рассмотрим линейные дифференциальные 
формы 

k+p 

с пучком ростков @ft+p решений системы 

дифференциальных уравнений. Тогда р# ®А+р является пучком 
ростков решений продолженной системы [7] 

Ql — о, d*ei — 0» / = 1,...,/re—dim M. 
Доказательство опускается. 
Построение транзитивной регулярной асимптотически ста. 

бильной дифференциально-геометрической неголономной струк­
туры теперь представляется следующим образом. Дифферен. 
циальные формыаг, а1

и,..., coj..-л+. связываются линейными урав­
нениями, глобально разрешаемыми относительно одинакового 
числа форм (о̂  . . . 7 . После этого к дифференциальным след­
ствиям наложенных условий добавляются новые уравнения, 
связывающие формы со/, со^,..., со^.. .7 таким образом, что,. 
бы полученная система тоже глобально разрешалась относи­
тельно постоянного числа форм со^... 7 Г 

Продолжая такие построения, в силу теоремы о локальной 
конечности неголономной структуры заключаем, что с некото­
рого момента все формы будут ограничиваться только диффе­
ренциальными следствиями предыдущих равенств. 

Если рассматривается транзитивная структура А-той степени 
то при этом дифференциальные формы о/, ш,„ ...,(0/,.„/ 
остаются линейно независимыми. 

Важный пример транзитивных структур нулевой степени 
представляют собой псевдогрупповые -Структуры, охватываемые 
случаем вполне интегрируемых систем дифференциальных урав­
нений 

--=-1 у 

с постоянными коэффициентами. Обычно рассматриваются суже­
ния дифференциальных форм в/ на максимальные интегральные 
подмногообразия — классы интранзитивности продолженной 
псевдогруппы [14]. 
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Следствием теоремы конечности для неголономной структу­
ры теперь становится теорема о конечности порядка изотропии. 
рассматриваемого пространства. 

§ 15. ВНУТРЕННИЕ СВЯЗНОСТИ НЕГОЛОНОМНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

КОНЕЧНОГО ТИПА 

Рассмотрим неголономную дифференциально-геометриче­
скую структуру ft-той степени, заданную в качестве обратного 
предела последовательности 

n^ ml jt1 3.1 

@0,Л-«-@1. Л + 1 + - . . . -*-@ /pft + - - 5 - . . , 

©/.-подмодулей ©/, Л+/с=С/, А-н. Если мы рассматриваем структу­
ру конечного порядка, то при достаточно больших значениях 
индекса I выполняются равенства 

@/+1,А.Н+1 ==/>*©/ . А+/. 

Число mini, обладающее этим СВОЙСТВОМ, называется порядком 
структуры. 

Определение . Неголономной редуцированной связностью 
А-той степени и k-того порядка мы будем называть неголоном-
ную дифференциально-геометрическую структуру 

Я - ГС1 я 1 я 1 

Со, А-<-®1, А + 1-*- . . . <-®l, h+ft- . . . 
соответствующей степени и порядка, все канонические проек­
ции которой 

Я 1 I ! ' j-(t 

GO, A-*-®l, ft+1-.-. . . -(--©A, А+А 
являются изоморфизмами ©/.-подмодулей. 

В дальнейшем мы будем рассматривать лишь неголономные 
редуцированные связности первого порядка. Канонические 
вложения [8] е/,: Tk*®Tk

v^>-T\ и позволяют строить точные 
последовательности 0-+Tk*®Tk

v-*'T1lib-)-Tk
v-*-0 и задавать не­

голономные редуцированные связности первого порядка в ка­
честве их расщепления Y:T^->Ti>k. Соответствующий б^-под-
модуль ®i.ftc:Ci,A, определяющий неголономную дифферен­
циально-геометрическую структуру первого порядка, теперь 
задается с помощью равенства 

© j . A - r ^ L i ) . 
Морфизмом векторных расслоений V:Tk

v^T\<k определяется 
и «вырожденный» морфизм ?:!ft?-+C\,b+\ пучков, что нам дает 
возможность рассматривать композицию у=Ю*°Т в виде двух 
операторов •y:gTl-\-+I'k*®3'k* и у ^ - ^ - и ® - ^ . ковари ант» 
иого дифференцирования. 
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• Т е о р е м а I. Оператор v2 .^*-^-*-Л--#1-И®-$ТИ является 
линейным отображением, порождающим морфизм б: П+1-> 
{to}/\2T*b+i®Tl+i кривизны рассматриваемой связности. 

Доказательство аналогично случаю теоремы ПЛ. 
Локальная расслаивающая карта (x', уа, yf , . . . , Уа

и..л ) про­
долженного пространства nk\JkE-*M позволяет произвольно 
выбранный вектор 567V записать с помощью равенства 
•' \ = 1ад I дуато&Кех (а)*, 
тогда как неголономную редуцированную связность Г k — 1-ой 
степени—-задать с помощью ее коэффициентов r?4(x', ya, 
Hi . • • ч УЧ i )• Удовлетворяющих соотношению 

r a ) = (.-a<5/%a-rU6<5/^ie)raodKer(rtA,i)!l!. 
Рассмотрим произвольную плоскую связность Y:E->{cdot}7iE про­

странства E. В силу теоремы 10.2, существует поднятие y..:E{to} 
*-yJkE, определяющее связность k-того порядка. 

Теорема 2. Компонентами 
Y?* = r?6-yfe 

порождается редуцированная связность расслоения Ли Г0 {to} 
{to}E{to}M. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если мы в пространстве E выполним 
замену переменных 

\va = fa(xl, уа), 
-то полагая /*-<?*/ ' , f^^dj", fb

a = d„fa, / й / = б / , fc"g„<-
=6-,°, получим, что коэффициенты неголономной редуцирован-

»ной связности А —1-ой степени меняются по следующему тран­
зитивному закону: 

T% = gbafcdfjk^^gba{fcJ + fcay/)-
'Следовательно, компоненты Y?6=r?j°yft меняются по правилу 
4tb==gdafbcfjk4ic+gdad'ffbd и определяют редуцированную 
связность расслоения Ли TV-+E->M. 

Доказанной теоремой оправдывается название рассматривае­
мой неголономной дифференциально-геометрической структуры. 

Неголономные редуцированные связности естественным об­
разом появляются в геометрии дифференциальных уравнений и 
неоднократно были построены В. И. Близникасом, а также и 
другими авторами [2], [3], работавшими в смежных вопросах. 
•Ими представляется важный нетривиальный пример неголоном-
ных дифференциально-геометрических структур, неиндуцируе-
мых голономной структурой. 
Ш 



Если расслоение п : Е-+М оснащено неголономной дифферен­
циально-геометрической структурой @с=х(0). то локальными 
автоморфизмами F : £{to}£, продолжения которых /MF . /„£-> 
{to}/^ не двигают <3, порождается псевдогрупповая •"структура 
многообразия E. Как и в случае геометрии дифференциальных 
уравнений (см. § 13), это позволяет говорить о геометрии него­
лономной структуры ©. 

Если допускаются только -М-автоморфизмы пространства Е 
мы скажем, что нами рассматривается ./И-геометрия подмодуля 
®cz%(0). 

О п р е д е л е н и е . Неголономная дифференциально-геомет­
рическая структура <8<=.%{0) с равными нулю почти всеми ее 
символами $Si[tkczei,ti называется структурой конечного типа. • 

Мы будем рассматривать неголономные структуры конеч­
ного порядка, регулярные в том смысле, что для достаточно. 
большого значения индекса /, превышающего порядок струк­
туры, ®iik является локально свободным модулем конечного 
ранга. ЭТО позволяет к рассматриваемой структуре инвари­
антным образом присоединить некоторое векторное подрасслое-
ние Wi,k<=.T°,,k. 

Мы построим факторпространство F=Tfik/Wliki обладающее 
каноническим морфизмом y.Tfik-+F проекции на фактор, » 
рассмотрим редуцированные дифференциальные продолжения 
jf<P:Jf{Tlb)-+JfF, в силу тождества 

/•# (TV \ Tv 
Jq \1 I,It) — ' l+q,k + q, 

приводящие к морфизмам jfa-.Tf+q^+q-* J*F. Сужением этих 
морфизмов на векторные подрасслоения StJrqTl+q®Tv

k+qczTv
l+qth+t 

индуцируются отображения, порождаемые поднятиями линей­
ного морфизма 

oq{y):SlJ'l*®Tk"-+St,Tf®F, 
называемого символом канонической проекции ф. 

В случае неголономной структуры конечного типа, для до­
статочно большого значения индекса q выполняется равенство 

Кега-(Ф)-=0, 
позволяющее строить линейные отображения x:SqTk* ®F{to} 
-ySi+qTk*®Tk", удовлетворяющие тождеству тост9(ф)-=1й и на­
зываемые внутренними сечениями заданной неголономной 
дифференциально-геометрической структуры. 

Теорема 3. Каждым внутренним сечением 
x:SqTk*®F-*.Sufb*®Tk" 

неголономной структуры конечного типа в ее M-геометрии по­
рождается внутренняя неголономная редуцированная связность 
к—-1-ой степени. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Расслаивающая карта 

пространства JkE позволяет каждый вектор 16Т"/. задавать 
с помощью равенства 

l=ladidya-\-^ |« td/dy* , mod Ker (.%,,).... 
.5=1 * " 

Пусть {Фк} означает локальную карту векторного расслоения F, 
относительно которой каноническая проекция 9:7?.ft{to}F опре­
деляется с помощью соотношений 

1-1 
- ' • • • • V * , . • - • • • ' / - i - . - S , V - - . . • • • • - . .& 

~ а = аа« 6ii.... ' / + .-'a6 5 1,.,-Г 2лСа6 5-«...'-. 

В случае структуры конечного типа, существует тензор 
aa.ii.. Л„ aa.lt. ,.1„ , , „ \ 

удовлетворяющий тождеству 

^ ^ ^ ' " ' ^ - ^ ' • • • ^ 

С помощью гладкого M-отображения 
(и1 = х1, 
\va = fa(xl,ya) 

перейдем к другой расслаивающей карте [и), va, v^, . . . , •.-<?._,. ) 
продолженного многообразия JkE. Полагая 

l=4adidva+^r\" td/dvl . modKer^/.,.)^, 

отсюда получаем равенство 

-1!1...|, = /Л!1...</+2(Л</+Лсу? /)6?,... | ,.1 + - . . . 

в котором пропущены все члены, не содержащие компонент 
€?,.„., и Б?,...*,... вектора g. 

Воспользуемся и другой расслаивающей картой пространст­
ва F, относительно которой морфизм ф пишется с помощью 
соотношений 

1-2 
~ —It..Л. . , —It-.J,. . , V —lx...lt h 

<P* — a«» <...<, + - - <..Л/ + 2 . c«» ^«....у 
Л---0 
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Пусть [>>jt...ju
4 означает компоненты тензора т, вычисленные 

в новых координатах. Полагая сра = А&фр, мы получаем равенство 

выражающее тензорный закон преобразования. 
Теперь мы запишем соотношения 

+^"'--7»аБ?,...|/..|+..., 
порождающие тождества 

dab —XSapa lfb
a, 

приводящие к формуле 

6i"l/",—^t""'l"7/+2(./Sil+/i.^)ge-ei"4 
Отсюда вытекает равенство 

показывающее, что величины Т% — —; t?f-'*v'» a$v"llJcq~^ 
2n1+i~l •"-•••'/+«-1 

меняются по закону, определяющему коэффициенты неголоном-
ной редуцированной связности к— 1-ой степени. 

Как мы уже видели (см. § 14), геометрия подмногообразий 
пространств с псевдогруппой преобразований сводится к изуче­
нию M-геометрии некоторой неголономной дифференциально-
геометрической структуры. В случае однородного пространства 
она является структурой конечного типа и позволяет к геомет­
рии подмногообразий применять вышедоказанную теорему 3. 
Общие принципы ее применения мы выявим на примере гео­
метрии кривой в центроаффинной плоскости. 

Напомним, что центроаффинная алгебра Ли преобразований 
плоскости М обладает базисными операторами уад1дуь, записан­
ными с помощью ее канонических аффинных координат (у0). 
В дифференциальном продолжении J„E тривиального расслое­
ния E=NxM, построенного над одномерной базой, этими опе­
раторами порождаются поля Ли—Бэклунда, со следующим ко­
ординатным выражением: 

со 

*у--/<ад1/»+2 У1..лд1дУ\...г 



Отсюда, полагая 
*-{xi}a

ftv. 
мы получаем неголономную дифференциально-геометрическую 
структуру ®cz%(0), образованную ростками дифференцирова­
ний -;. 

Если мы станем рассматривать лишь ростки 
0 = т mod Ker (я-0,2)* -= 

= Qad/dy + 0.ad/<?</ia+Q^didy^ mod Ker (n^s),,, 
принадлежащие сужению ® \ @ , то получим такие, их опре­
деляющие равенства: 

0 -£ 6 <У, 01я — 1Л/Л Щ\^1ьаУ"п-
Следовательно, к этому сужению теорему 3 можно применить 
только в том случае, когда система 

e ° - - V y . 01°=1ь
аУ\ь 

алгебраических уравнений разрешается относительно неизве­
стных параметров \ь

а. Однако следует иметь в виду, что 
внутренняя неголоиомная редуцированная связность получится 
лишь с применением некоторого инвариантного условия подоб­
ной разрешимости. Последнее значит, что мы будем рассмат­
ривать лишь точки дифференциального продолжения (t, ya

t 
J/i°i #11) e-AE, удовлетворяющие неравенству 

И Ух1 Ух2 

Его геометрический смысл — хорошо известное требование [22], 
чтобы касательные не проходили через неподвижную точку пло­
скости. Этими точками образуется открытая область многооб­
разия /2F. в которой выполняются следующие соотношения: 

^ - ^ { ( i + s / V ) ^ - ^ ! 1 } . 
l i 2=~{(-+y 2yi 1 )e 2 -y-0 1

2}, 

&=~{У1Ь1-Ух1П 

{xi}22-~ {^e^—^e2}-

Полагая 
_ У1 У2 

Я~ у\хУ2хх, 
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мы получаем окончательные равенства 

Q 1u=^i , + (-..)e ] , 

^ = ^ 2 + ( . . . ) 0 2 , 
позволяющие с помощью теоремы 3 написать выражения 
Г ^ 0 ' Г п = 0 > Г12=ги-=^- коэффициентов внутренней не-
голономной редуцированной связности многообразия J2E (заме­
тим, что в случае структуры первого типа в выражении 
коэффициентов связности, указанных в теореме 3, пропускает­
ся коэффициент 1/2). 

Следовательно, ненулевые коэффициенты связности совпа­
дают c коэффициентом рх разложения [22] r '—p^+p^ , и при 
параметризации кривой с помощью ее центроаффинной длины 
дуги удовлетворяют равенству 

- • 1 2 "• 11 X ' 

в котором х означает центроаффинную кривизну. Этими свой­
ствами выражается внутренний характер рассматриваемой не-
голономиой редуцированной связности. 

Мы закончим параграф приложениями теоремы 3 к геомет­
рии дифференциальных уравнений конечного типа. C этой целью 
рассмотрим дифференциальное уравнение k-того порядка $kcz 
aJkE, заданное в расслоенном пространстве E-+M с помощью 
ее локальных образующих F%:JkE-+R. 

Дифференциальные продолжения •dkJtqczJk+qE рассматривае­
мого уравнения обладают локальными образующими [28], F2 1 , 
д fF%,. ..,<? * о. ..од* Est вычисляемыми с помощью операции 

и ' ' I. iq > 
формального дифференцирования. Для всех 1>к ростками этих 
образующих порождается идеал tft пучка ростков 0, гладких 
функций многообразия JtE. В случае L<k, полагая J T - о , 
образуем индуктивный предел jT — limind (~„ я*,А)—идеал 
структурного пучка О продолженного многообразия J^E. 
Идеал Ж позволяет дифференциальному уравнению bh внут­
ренним образом присоединить неголономную структуру ®с^%(0) 
- аннулятор £(®)£Г\& = 0 построенного идеала. 

Если %к является дифференциальным уравнением конечного 
типа, то неголономная дифференциально-геометрическая струк­
тура ®, определенная в подмножестве Я-lim pro] (&-, я-,,), то­
же обладает этим свойством, позволяющим пользоваться тео­
ремой 3. Уравнение fth конечного типа обладает дифференци-
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альным продолжением, с локальными образующими 

n...tl=yl...l[+Ha
tl...il (*•, у\ yt,..., </?.....,_,). 

В силу теоремы 3, мы получаем следующее утверждение: 
Теорема 4. Равенством 

тт- 1 лЬ-»*1-1 Г-Та | 

в M-геометрии дифференциального уравнения Ьк конечного ти­
па определяются коэффициенты внутренней неголономной реду­
цированной связности. 

Сравнивая ЭТОТ результат с теоремой 13.2, мы видим, что в 
последнем случае нам удалось достигнуть эффективности мето­
да построения внутренней связности в ущерб общности рас­
сматриваемой геометрии. На языке терминологии, принятой в 
обзоре [3], можно сказать, что теорема 4 относится к геомет­
рии дифференциального уравнения <&h относительно псевдо­
группы 

fx. -=-- x' 

преобразований пространства Е. В упомянутом обзоре подобная 
геометрия дифференциальных уравнений не рассматривалась. 

Теоремой 4 на случай расслоений вида JhE обобщается кон­
струкция канонической редуцированной связности Близникаса, 
возникающей в пространствах со связностью. Действительно, 
продолженное расслоение Jn+iE канонически вкладывается в 
пространство J{(JhE), позволяя каждое поднятие Г : JhE~*-Jh+iE 
рассматривать в качестве связности расслоения JhE. Этому 
поднятию соответствует дифференциальное уравнение 
•б,л+1С:/л+1.Б, порождаемое локальными образующими 

f l . ^ ^ L i j w L . , , , (JC, y\ yl,. ..,y%...ik). 
Это дифференциальное уравнение конечного типа, в силу тео­
ремы 4, обладающее канонической редуцированной связностью 
k-той степени, определяемой коэффициентами Т% — 

Если задается поднятие Y:E-yJxE, означающее обычную 
связность пространства E, мы получаем дифференциальное 
уравнение й-, первого порядка с локальными образующими 
Fl

a=y!
a—Yi

a{xi,yb), в силу теоремы 4, порождающими кано­
ническую редуцированную связность Близникаса V%= —<?UF(---
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Внутренним образом каноническая связность Близникаса 
выделяется как неголономная связность Г: ^v-^Ci u обладаю­
щая Ся-подмодулем ©=•-г (,$"-), касательным к дифференциаль­
ному уравнению Ь. 

Построим неголономную определяющую систему [12] про­
странства со связностью Г: E{to}/,E. Полагая Ff, , = 
= yctit...ik~dfl.,.t/Tt

a, мы получаем локальные образующие Ff, 
•f?,, рачи-лк продолженного дифференциального уравнения 
Ъ=pk.fi. Отсюда вытекает, что росток векторного поля 

оо 

l^ll..tsd/dyl..ls 
-=»0 

тогда и только тогда является элементом неголономной опре­
деляющей структуры £, когда его компоненты удовлетворяют 
равенствам 

--«о 

Равенства показывают, что мы имеем структуру конечного 
типа, удовлетворяющую тождеству p# (£)==£, и в силу теоре­
мы 12.5, порождаемую полями Ли —Бэклунда, для построения 
которых достаточно решить систему df^^^d^f дифферен­
циальных уравнений. Если мы поле Ли—-Бэклунда отождествим 
с сечением g: E->JT-, порождающим это поле, то указанную 
систему дифференциальных уравнений сможем переписать в 
следующем инвариантном виде: pf(.3)—Y(E). 

Отсюда вытекает 
Теорема 5. Вертикальные поля Ли—Бэклунда, допускае­

мые структурой пространства со связностью, ЯВЛЯЮТСЯ ковари-
антно постоянными полями к этой структуре ассоциированной 
неголономной связности Близникаса. 

Следовательно, пространство со связностью тогда и только 
тогда обладает максимальным числом линейно независимых по­
лей Ли—Бэклунда, когда каноническая неголономная связность 
Близникаса является плоской. 

§ 16. СТРУКТУРНЫЙ ТЕНЗОР 

Неголономное подмногообразие Гринцевичюса — Близника­
са— Лаптева [17] является естественным обобщением голо-
номного случая, позволяющим пользоваться глубокими анало­
гиями между ними. Подобно этому, неголономные дифференци­
ально-геометрические структуры (неголономные подмногообра-

Ш 

http://pk.fi


зия продолженного пространства /-.-(E)) обладают рядом 
свойств, присущих обычным дифференциально-геометрическим 
структурам. Мы воспользуемся этим для построения их струк­
турного тензора. 

В дальнейшем рассматривается лишь случай тривиального 
расслоенного пространства E = NxM. Каждая точка SC его 
дифференциального продолжения J'kE представляется равен­
ством Й7 = /Д(и), в котором %:N->E означает некоторое 
локальное сечение. Заметим, что любая линейная форма каса­
тельного векторного пространства Тци) отображением X сносит­
ся в a-1 (TN)cp, порождая pft*-линейный морфизм aA*:|T-'{to} ~й*. 
рй*-линейность означает, что для каждой формы шб̂ .-.* и функ­
ции / ;E->R выполняется равенство 

а/ ( /ш ) -ф,* / ) -а**И-
Отображением ак* расширяется до морфизма akP:/\P£Tv*-+-

-+/\p3~t* пучков ростков внешних дифференциальных форм. 
Заметим, что в этих обозначениях подразумевается равенство 
ад1 — ak*. 

Лемма 1. Выполняется соотношение 
(aft*®aP+»)od = d # -a / . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение проверяется с помощью 
простого, подсчета, проводимого в локальной карте многообра­
зия JkE [8]. 

Теперь образуем тензорное произведение отображений 

Лемма 2. Имеет место формула 

(a.?+i®pw)0--5 = ®o*o(ag-i®/»*..i), 
в которой 2) означает дифференциальный оператор Спенсера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем произвольный элемент со®!; 
пучка /\pf*N®JkfN. Пучок Jk3~N обладает локальным бази­
сом, образованным с помощью голономных сечений j k \ a . Этот 
базис позволяет пользоваться разложением £—£аЛ£а> вычис­
лять дифференциал Спенсера 

^(^l) = lada®Jk^a+dlaAa®Jk^a 
и, в силу леммы 1, получить равенства 

Нужный нам результат теперь вытекает из следующих соот­
ношений: 
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+ 25о* (p/-_i^)A^co-n;_1|fi (d*aL2(-:a(o)(S)pft.1E,a). 
Поднятием r-.^u-i-s-Gi,*, задающим неголономную редуци­

рованную связность тривиального пространства E = NxM, 
порождается сечение Тк пучка gTv*®Ci,k. Полагая 

Ъ-= (-;_!«-<-) (Г.О. 
мы получаем новое сечение 

•V*:-/AE-»-^1®C1,ft, 
позволяющее строить тензорное поле 

h=25o* (Yft): JkE -> Л W ®#V, 
называемое полем кручения рассматриваемой неголономной ре­
дуцированной связности Г. 

Рассмотрим неголономную дифференциально-геометрическую 
структуру @с:%(0) тривиального расслоения E = NXM, обла­
дающую сюрьективной канонической проекцией п1:<Вх>к-^Ж1-\. 

Неголономную редуцированную связность FiiT^-i-Ci.-., 
удовлетворяющую включению r(,-fi_i){subset}@1|ft, назовем связ­
ностью, согласованной с рассматриваемой структурой <3. 

Теорема 1. Тензорное поле 

не зависит от выбора связности, согласованной с неголоном-
вой дифференциально-геометрической структурой @. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если уже построены две связности 
Г, r:.fl._1{to}@i,u, то надо образовать разность 

.J-A — yi—Ук-JkE -> -jr*-i®^i,ft' 
и мы л<~гко получим нужное равенство: 

^*—a3o*(V*)mod6o*(^-t®aRi,ft) — 
= 25o* (Чь-Ш -nod60

# (.51-!®^.*) = ?*'. 
Определение, th* назовем структурным тензором й-ой 

степени неголономной структуры @. 
Следствие . Неголономная дифференциально-геометриче­

ская структура <& тривиального пространства E = NxM тогда и 
только тогда допускает согласованную с ней неголономную 
редуцированную связность k—1-порядка без кручения, когда 
она удовлетворяет равенству 4*=0. 

Редуцированная связность, согласованная с неголономной 
дифференциально-геометрической структурой, является естест­
венным обобщением связностей Лихнеровича [32], возникающих 
•в геометрии пространств с ^-структурами, тогда как структур-
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ный тензор служит обобщением соответствующего структурного 
тензора. Чтобы это увидеть, мы рассмотрим некоторое прост­
ранство М, снабженное ^-структурой, и сопоставим ему порож­
даемую этой структурой дифференциальную систему [32] 

co{subset}/i(FM). 

Для произвольного дифференцируемого многообразия N диф­
ференциальным уравнением Ли со в тривиальном расслоении 
E — NxM индуцируется неголономная дифференциально-гео­
метрическая структура Ли @. 

Теорема 2. Объект, определяемый в расслоении /•£ 
структурным тензором ^-структуры пространства М, совпадает 
со структурным тензором первой степени индуцированной него-
лономной структуры Ли @. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На многообразии М построим связ­
ность Лихнеровича, расщепляющую точную последователь­
ность [32] 

О - У Ж ' - У Ю - ^ М - ^ О . 

Эта связ'Ность задается с помощью отображения Х-.^ГМ-ь-ш, 
порождающего сечение вида %:M-+%r*M®Jx(3~M). Следова­
тельно, полагая r=--ploJ.,.i1, (здесь ix:Tx-+T(/-E) означает 
естественное вложение и pl:Jl(TM)->T (J^E) — морфизм, по­
рождаемый отображением 

p * : / 1 ( ^ M ) { t o } ^ ( - / i - ~ ) . 

мы получаем неголономную редуцированную связность, согла­
сованную с иеголономной структурой Ли @. 

В силу леммы 2 выполняются равенства (а12®р*)25Я,== 
^fflff {а^:Щ*)\ = 3)о (у,), позволяющие получить доказывае­
мый результат в качестве следствия той же леммы 2 и очевид­
ного тождества 

SRi.i—рх (•^1). 

Мы уже видели, что нсголономные структуры, наводимые в 
расслоениях E = NxM структурой пространства М, являются 
полезным инструментом построения геометрии его подмногооб­
разий. В частности, в работе [8] показывается, что задача ин­
вариантного оснащения и инвариантной внутренней нормализа­
ции подмногообразия пространства М с помощью этой струк­
туры сводится к задаче отыскания i.?(®.,,.) -инвариантных 
подпучков xF-,<=F,l1'. При этом имеется ввиду инвариантность 
относительно представления 3? : С. ,•,->- Der F,", построенного в 
работе Кумперы [26] (см. Лемму 1 § 7). 
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