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ГЕОМЕТРИЯ БИФУРКАЦИОННЫХ ДИАГРАММ 

О. В. Ляшко 

При изучении поведения ряда задач современного анализа в 
зависимости от входящих в них параметров важное значение 
приобретает исследование бифуркационных множеств —тех зна­
чений параметров, при которых задача становится вырожден­
ной. В теории особенностей такие множества появляются при 
описании вырождений критических точек в семействах функ­
ций, зависящих от нескольких параметров, и называются би­
фуркационными диаграммами. В настоящей работе приводится 
ряд результатов, описывающих аналитические и топологические 
свойства таких бифуркационных диаграмм. 

Введение 

1. Классификация простых особых точек и начало классифи­
кации особенностей с более сильными вырождениями были по­
лучены в работах В. И. Арнольда [2, 5, 6]. Простые особенно­
сти функций оказались тесно связанными с системами простых 
корней Ah, Di„ Eh и соответствующими группами, порожденными 
отражениями. В работе [6] понятие особой точки функции было 
обобщено на многообразия с краем и получен начальный отре­
зок классификации таких особых точек. Появившиеся при этом 
новые простые особенности и их классификация оказались свя­
занными с системами корней и соответствующими группами, по­
рожденными отражениями, типов Вь, Chl Fh. Отметим, что клас­
сификация критических точек на многообразии с краем включа­
ет в себя в качестве частного случая классификацию обычных 
критических точек. 

2. Функция общего положения имеет только невырожденные 
(морсовские) критические точки. Более сложные особенности 
при малых шевелениях функции исчезают, распадаясь на невы­
рожденные. Однако в семействах функций, гладко зависящих 
от нескольких параметров, вырожденные критические точки по­
являются неустранимым образом. 

Например, семейство функций z3+Xz, при значении парамет­
ра Л—0, имеет вырожденную точку, которая не исчезает при 
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малых шевелениях этого семейства. Поэтому часто оказывается 
более естественным рассмотрение не отдельных особенностей, а 
семейств функций или ростков функций, которые включают эти 
особенности. 

Для конечнократной особой точки существует, оказывается, 
семейство ростков функций, которое является универсальным в 
следующем смысле: всякое другое семейство функций, содержа­
щее при некотором значении параметра данную особенность, 
локально эквивалентно семейству, индуцированному из него. 
Такое универсальное семейство называется версальной деформа-
цией, впервые версальные деформации ПОЯВЛЯЮТСЯ В работах 
Г. Н. Тюриной [26]. 

В качестве примера ^-параметрической версальной дефор­
мации ростка 

f: (Cn,0){to}(C,0), 

имеющего [х-кратную критическую точку в нуле, можно ВЗЯТЬ 
деформацию вида 

u-i 
.F(*,b)=/(«)+2-VP<(*). *-=̂ o> ...Ai-Oec", 

1=0 

где Я. — параметры, <р, (z) — мономы (ф0(;г)----1), образующие 
базис локальной алгебры Qt после факторизации по идеалу 
(df/dZi), порожденному частными производными f(z). Простран­
ство О1 значений параметра % называется базой версальной де­
формации, значения параметра 

образуют усеченную базу. 
Множество значений параметра, при которых функция 

F ( . , X) имеет нуль критическим значением, образует в базе вер­
сальной деформации гиперповерхность S — бифуркационную 
диаграмму нулей. Она естественно разбивается на страты, в 
соответствии с количеством и типами особых точек, отвечающих 
нулевому критическому значению F(.,X). Так, примыкание од­
ной особенности к другой — это примыкание соответствующих 
стратов. Аналогично, в усеченной базе версальной деформации 
О1""1 множество значений параметра, при которых F(., (О, X')) 
имеет кратные критические значения, образует бифуркационную 
диаграмму функций S. Она также стратифицируется, в соответ­
ствии с набором критических значений и отвечающими им на­
борами критических точек. 

3. Изучению геометрии бифуркационных диаграмм посвяще­
но большое число работ по теории особенностей. 

Бифуркационная диаграмма нулей — неприводимое многооб­
разие, её нормализация неособа [14], Отметим, ЧТО на многооб­
разии с краем в диаграмме нулей Е особенности имеются две, 
по-видимому, неприводимые компоненты. 
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Для простой особенности бифуркационная диаграмма нулей, 
вложенная в С, биголоморфно эквивалентна многообразию не­
регулярных орбит соответствующей группы Вейля W, действу­
ющей на комплексификации евклидова пространства [2, 6, 301. 
Дополнение к S имеет гомотопический тип К(яи 1), где я1 —-
обобщенная группа кос Артина — Брискорна, соответствующая 
W [9, 31]. Когомологии дополнения к 2 вычислялись в работах 
П, 27, 16, 12]. 

Приведение функций, заданных в окрестности бифуркацион­
ной диаграммы 2 простой особенности, к нормальной форме 
исследовано в [29]. В работе [7] получено описание алгебры Ли 
векторных полей, сохраняющих 2. 

О бифуркационных диаграммах непростых особенностей из­
вестно намного меньше. Получена структура примыканий на­
чального отрезка классификации особенностей [2, 39]. Для па­
раболических особенностей доказана топологическая тривиаль­
ность бифуркационной диаграммы нулей вдоль страта p,=const 
[36, 37]. 

4. В настоящей статье мы исследуем несколько вопросов, 
связанных с бифуркационными диаграммами. Всюду мы имеем 
дело с особенностями на многообразии с краем, не выделяя 
отдельно случая обычных критических точек; рассматриваются 
только голоморфные функции, отображения, диффеоморфиз­
мы и т. д. 

Вначале мы строим накрывающее отображение дополнения 
к бифуркационной диаграмме функций S простой особенности 
в универсальное пространство группы кос из р, нитей. Это ото­
бражение используется дальше при доказательстве теоремы о 
приведении к нормальной форме векторного поля, заданного в 
окрестности бифуркационной диаграммы нулей 2 простой осо­
бенности. Затем мы доказываем теорему о поднятии векторного 
поля, сохраняющего бифуркационную диаграмму функций, до 
векторного поля, сохраняющего бифуркационную диаграмму 
нулей, и вычисляем число компонент связности группы диффео­
морфизмов, сохраняющих Б, для простой особенности. В заклю­
чение, мы приводим описание распадений простых особенностей 
на многообразии с краем, т. е. стратификации бифуркационной 
диаграммы функций S [19, 20]. 

§ 1. Некоторые сведения из теории особенностей 

В этом параграфе мы вводим основные понятия теории осо­
бенностей, необходимые в дальнейшем. Всюду мы имеем дело 
с особенностями голоморфных функций на комплексном много­
образии с краем. Б изложении ЭТОГО 'параграфа мы следуем 
работам [5, 6]. 

1.1. Критической точкой гладкой функции называется точка, 
в которой дифференциал функции равен нулю. Пусть f : (С, 0){to} 
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—>-(С,0)—росток голоморфной функции с критической точкой 
в нуле. Рассмотрим градиентный идеал 

/ , = (df/dzu •., dfldzn) 
в кольце формальных степенных рядов C[[zi z j l . Фактор-
алгебра 

Q /---C[fe,,. . . ,zB]l// / 

называется локальной алгеброй критической ТОЧКИ. Кратностью 
или числом Милнора \i критической точки называется размер­
ность ее локальной алгебры dimcQ/, как модуля над С. 

Многообразием с краем называется комплексное гладкое 
многообразие с фиксированной гладкой гиперповерхностью. Ло­
кально, в окрестности точки края, такое многообразие устроено 
как пространство С" с выделенной в нем гиперплоскостью 
Cn_1 = {2|2i — 0}. Точка края называется критической точкой 
функции f на многообразии с краем, если она является крити­
ческой точкой ограничения функции f на край. Пусть f: (C",0){to} 
{to} (С, 0) — росток голоморфной функции на многообразии с кра­
ем {z|2i-=0}, для которой 0 является критической точкой: 

<?//<?«!|*^=--0, i = 2, . . . , я . 
Локальной алгеброй критической точки 0 на многообразии 

с краем называется факторалгебра 
Qfl*.---'C[[21, . . . .2Я ] ] / .0И 1 , 

где 
rf\gl = (zidf/dzu df/dz2, ...,df/dz,i). 

Аналогично, кратность ц краевой особой точки определяется 
как dimcQfi-,. 

Для критической точки на. крае определим также кратность 
{mu}0 на крае многообразия и дополнительную кратность [Л1: 

Но — dtaicC[[z2, . . . ,«„]]/(dfidz2\H = 0 , ...,df/dz 
jx1 = diincC[[21, ...,гп]]/(д//дгг, ...,df/dzn). 

Кратность |XQ является кратностью критической точки функ­
ции f (z) |-i=o>суженной на край многообразия. Кратность \i\ — 
кратность критической точки /(2), рассматриваемой, как обыч­
ная критическая точка в С", без учета края. Для определен­
ных выше кратностей справедливо соотношение |д.о+ц.1 — ц. 
В случае, когда |ц — 0, т. е. {mu}={mu}o, мы называем краевую кри­
тическую точку f чисто краевой. 

Всякой функции / : (Cn, 0){to}(C, 0), имеющей критическую 
точку в нуле, можно сопоставить чисто краевую особую точку 
функции f (z0, z) — z0-\-f(z) на многообразии Cn+1 с краем 
{{za, z) |20=0}. Таким образом, классификация критических 
точек функций является частным случаем классификации кри-
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тических точек на многообразии с краем [7]. Поэтому все даль­
нейшее изложение мы проводим Для краевых особых точек-

Значение функции f в критической точке (лежащей на крае 
или нет) называется критическим значением. Критическая 
точка называется морсовской, если ее кратность равна едини­
це. Функцию f на многообразии с краем мы будем называть 
морсовской, если все ее критические ТОЧКИ морсовские, и все 
критические значения различны между собой. 

1.2. Пусть / : (Cn,0){to}(C,0)—росток функции на многооб­
разии с краем {2.|2..=0}. Группа ростков биголоморфных диф­
феоморфизмов в окрестности нуля, оставляющих на месте 
край, действует на пространстве ростков функций в нуле. Два 
ростка называются эквивалентными, если они переходят друг 
в друга при действии группы диффеоморфизмов, т. е. лежат в 
одной орбите этого действия. 

Модальностью критической точки f на многообразии с 
краем называется наименьшее число т такое, что достаточно 
малая окрестность струи этой функции в пространстве струй 
сколь угодно высокого порядка пересекается с не более чем 
конечным числом не более чем т-параметрических семейств 
орбит группы ростков диффеоморфизмов, сохраняющих край. 

Критическая точка называется простой, если ее модаль­
ность равна нулю. Классификация простых особых точек была 
получена в работах В. И. Арнольда 12, 6] и, с точностью до 
эквивалентности, исчерпывается следующим списком ростков 
f (г) в точке 2=0 края {z;|Zi = 0}: 

Ak zl-\-z*+l + Q(z3,...,zn), k > 1 ; 

Bk 2-* + 32
2 + Q(23. •..>£«)> £ > 2 ; 

Cft 2iZ2+22* + Q(23. •••.г,.), k>2; 
Dk 2i + 222.23 + ^ - 1 + Q ( 2 4 ) . . . , « „ ) , £ » 4 ; 

E6 zx + z2
3 + 23

4 + Q (2,., . . . , zn); 

E7 2l + Z23 + 22Z3
3 + Q(Z-, , . „ 2 „ ) ; 

E8 2l + 2a
8 + «86 + Q(2!4. .••>2„); 

E 4 z1
2i-z2

3-\-Q(z3, ...,z„), 

Здесь Q — невырожденная квадратичная форма. Ее можно 
не писать, если под эквивалентностью функций понимать ста­
бильную эквивалентность. Функции разного числа переменных 
называются стабильно эквивалентными, если одна получается 
из другой добавлением невырожденной квадратичной формы 
от недостающих переменных. 

В приведенном выше списке особенности 5 2 и С2 эквива­
лентны. Особенности типа A/,, D/i, F6, E7> E8 являются чисто 
краевыми (см. выше). 
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1.3. Деформацией ростка аналитической функции /(г) в 
отмеченной точке нуль края называется росток аналитической 
функции 

E(2,A):(C«XC i,0X0){to}(C,0) 
такой, что F(z, 0) =f (z). Пространство Сг с координатами 
X— (Хо, •.., -A-.-i) называется базой деформации. Деформация F 
ростка функции f называется версальной, если всякая другая 
деформация функции f эквивалентна индуцированной из F. 

Это означает, что для всякой другой деформации G : О Х 
XCm{to}C; G (ги, 0) •---f(w) существуют 

1) росток аналитического отображения я|з: (Ст, 0)-^(С г ,0); 
2) голоморфно зависящий от |6Cm биголоморфный диффео­

морфизм 2=6 (ш, | ) , 9(да,0)----ш, сохраняющий край при каж­
дом значении | , такие, что 

0(ш,Ц)-=^(е(ш,^), ^ ( | ) ) . 
Версальная деформация F называется миниверсальной, если 

размерность ее базы совпадает с кратностью критической точки 
l=li. В дальнейшем мы рассматриваем только миниверсальные 
деформации вида 

E(z,X) = E ' (z , Л - , . . . Д , . _ , ) + ^ . F(z> 0)==/(г), 
где % =- (Х0, „, .д д _ , )_параметр базы деформации, а набор 
функций dF/dXil^o порождает базис локальной алгебры Qf\Zl-

Зафиксируем версальную деформацию F и выберем доста­
точно малый шар Up = {26C"|||2:||-<p}. В зависимости от р вы­
берем достаточно малое S и рассмотрим для X: | |Я | |<6 локаль­
ное множество уровня 

Vx = {zelIp\F(z,X) = 0}. 
Локальное множество уровня V-, называется неособым, если 
нуль не является критическим значением F(-, А,), т. е. 

1) множество V-. является неособым многообразием; 
2) множество Vx трансверсально краю {z | Z[ •==• 0}. 
Множество всех значений параметра Л-бС", при которых 

F(-, X) имеет нуль критическим значением, образует росток 
гиперповерхности 2 в С и называется бифуркационной диа­
граммой нулей. 

Бифуркационная диаграмма нулей для простой критической 
точки, вложенная в О, биголоморфно эквивалентна многообра­
зию нерегулярных орбит соответствующей группы Вейля, дей­
ствующей на комплексификации евклидова пространства [2, 6, 
30]. Дополнение к бифуркационной диаграмме нулей простой 
особенности имеет гомотопический тип К(щ, 1) (пространства 
Эйленберга—-Маклейна [28]), где щ — группа кос Артина— 
Брискорна, построенная по соответствующей группе Вейля 
[9, 31]. 

Пространство О"1 с координатами Х'= (\и • • • ,K-i) назы­
вается усеченной базой версальной деформации F. Множест-
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во всех значений параметра VeC"-1, при которых F(- , (О, А/)) 
не является морсовской функцией, т. е. имеет кратные критиче­
ские значения, образует бифуркационную диаграмму функций 
E d О"1. 

Отображение проекции я : Cl'{to}C|-1, X-+X', суженное на 2, 
является ц-листным разветвленным накрытием С1"-1; множест­
во ветвления этого накрытия совпадает с В. 

1.4. Рассмотрим неособое множество уровня V-, и его пере­
сечения с краем 

T//—v,n{~-i21=o}. 
Многообразие V-, гомотопически эквивалентно букету (д.1 сфер 
размерности п—1, подмногообразие У/ в нем — букету ц0 сфер 
размерности п—2 [23]. Факторпространство V%\V% имеет го­
мотопический тип букета |л сфер размерности п—1. Образую­
щие, соответствующие цх сферам Vx в группе относительных 
гомологии Hn-.-[(Vk, Vx), называются исчезающими циклами; 
образующие, соответствующие ц0 сферам V/ — исчезающими 
полуциклами. 

Прямая общего положения С1 в базе версальной деформа­
ции функции f пересекает бифуркационную диаграмму Ц в (i 
точках оц а„. Пусть Va — неос'обое многообразие уровня, 
отвечающее точке *еС- \2 . 

Рассмотрим отмеченную систему путей yt, i = \, ..., (х, 
не пересекающихся вне точки * и соединяющих ее с точками at 
(см, [13, 17]). Такая система путей определяет в Нп.х (У%, V./) 
упорядоченный набор исчезающих циклов и полуциклов, кото­
рый называется отмеченным базисом исчезающих циклов и полу­
циклов. 

Пусть V%— двулистное разветвленное накрытие многообра­
зия V,.. с ветвлением вдоль V./. На накрывающем многообразии 
V,., определена голоморфная инволюция inv, переставляющая 
листы накрытия и неподвижная на прообразе V./. Обозначим 
через Н" ц-мерное пространство антиинвариантных под дейст­
вием этой инволюции циклов в /-/„_. (l/.H, R). На Я - имеется 
билинейная форма, являющаяся сужением на это подпространст­
во формы пересечений в гомологиях многообразия V".... 

Класс гомологии прообраза исчезающего полуцикла 
из H/,_i (V"..., v./)» лежащий в Н", называется коротким циклом, 
а элемент Н~, представляющий собой разность двух ортого­
нальных симметричных исчезающих циклов V^ (прообраз исче­
зающего цикла /-"„_! (V.,., К/)) -длинным циклом. 

Отмеченным базисом пространства Н" называется базис, 
состоящий из (х0 коротких циклов и |V длинных циклов, соот­
ветствующих отмеченному базису исчезающих циклов и полу-
циклов в. H,,,! (V*, !/„.')• 

Пусть отмеченный базис £-=(<?-, . . мец) пространства Н~ 
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соответствует системе путей yt. Рассмотрим соответствующую 
этому набору путей у{ систему образующих |Зг фундаментальной 
группы ^(C .XS, *). Обозначим через Г. преобразование мою-
дромии //".--> Я~, отвечающее пути $t&iv Преобразование 
монодромии описывается обобщенными формулами Пикара — 
Лефшеца [13, 17, 6]: 

7\(*)-* + (--) 2 +1-2-^rlif ««• 
где <., .> — форма пересечений. Переходя, если нужно, к 
стабильно эквивалентной особенности, добавляя несколько 
квадратов новых переменных, мы без ограничения общности 
можем считать, что число переменных n=3mod4. В этом слу­
чае индекс самопересечения короткого и длинного циклов про­
странства Н~ будет равен соответственно —2 и —4, преобразо­
вание монодромии Tt будет отражением в Н~. 

В случае простой особенности, форма пересечений < . ,. > на 
Н~ является отрицательно определенной. Пространство Н~ ес­
тественно наделяется евклидовой структурой со скалярным про­
изведением ( , ) =—< , >. Множество всех коротких и длинных 
циклов образует в Н~ систему простых корней R, соответству­
ющую типу простой особенности. Отражения ~,., соответству­
ющие преобразованиям монодромии, порождают отвечающую 
этой системе корней группу Вейля W(R). 

1.5. По матрице пересечений отмеченного базиса простран­
ства # - построим граф, который мы будем называть диаграм­
мой Дынкина особой точки. Его вершины занумерованы чис­
лами 1,..., {mu}, и соответствуют упорядоченному набору циклов 
отмеченного базиса Н~. Две вершины, соответствующие корот­
ким циклам или короткому и длинному циклам, соединяются k 
простыми (пунктирными) ребрами, если значение формы пере* 
сечений на паре соответствующих циклов равно k (минус k). 
Пара вершин, которые соответствуют двум длинным циклам, 
соединяются |&|/2 простыми или пунктирными ребрами в зави­
симости от знака k. Ребра, соединяющие вершины, которые от­
вечают циклам разной длины, снабжаются стрелкой, ориенти­
рующей ребро в направлении от длинного цикла к короткому. 

Как известно, диаграмма Дынкина обычной критической 
точки (т. е. в случае, когда края нет) связна :[14, 33]. Как мы 
покажем в следующем параграфе, это справедливо и для диа­
грамм Дынкина особых точек функций на многообразии с 
краем. 

Для простой особой точки при надлежащем выборе систе­
мы путей отмеченный базис в пространстве Н~ будет являться 
базисом соответствующей системы корней; диаграмма Дынки­
на, построенная по такому базису, будет с точностью до ну­
мерации ее' вершин совпадать с диаграммой Дынкина соответ­
ствующей группы Вейля. 
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§ 2. Дополнение 
к бифуркационной диаграмме функций 

Б этом параграфе мы доказываем связность диаграммы 
Дынкина критической точки функции на многообразии с кра­
ем и строим накрывающее отображение дополнения к бифур­
кационной диаграмме функции простой особенности в универ­
сальное пространство группы Вг(ц.) кос из \х нитей. 

2Л. Пусть /: (С", 0) —5- (С, 0)—функция на многообразии с 
краем {z\zi = 0}, имеющая критическую точку в нуле. 

Лемма 2.1. Диаграмма Дынкина критической точки функ­
ции / на многообразии с краем связна-

Рассмотрим двулистное разветвленное накрытие т: С->-С" 
t: (»i wn)^ {z^wf, z2 = w2,..., zn = wn) 

и прообраз функции f при этом отображении f(w) =%*f(z). 
Функция f(w) будет иметь в нуле обычную изолированную 
особую точку кратности {mu}d+2^i. 

Мы покажем, что всякую диаграмму Дынкина особой точ­
ки f на многообразии с краем можно получить факторизацией 
подходящей диаграммы Дынкина функции f при действии на 
нее инволюции. Поскольку всякая диаграмма Дынкина f связ­
на [14], отсюда и будет вытекать утверждение леммы. 

Рассмотрим в усеченной базе СД~' версальной деформации 
F (z, А) точку Я'(ЕВ. Тогда функция 

Mz)=*F{z, (ОД')) 
будет морсовской. Отметим на плоскости С1 ее значений \а 
критических значений at функции / • (z) и некритическое значе­
ние *. Рассмотрим отмеченную систему путей y/> i = 1,...,р, 
в С1, не пересекающихся вне точки * и соединяющих ее с щ. 
Такая система путей определяет отмеченный базис в прост­
ранстве И~ антиинвариантных циклов Нп.х(у^., R), где V'..,— 
двулистное разветвленное накрытие V,.. с ветвлением вдоль V/, 
и соответствующую этому базису диаграмму Дынкина краевой 
особой точки / . 

Заметим, что t/.., —- это неособое многообразие уровня функ­
ции1 7i-=T*/1. Функция / j не является морсовской, ее крити­
ческие значения совпадают с критическими значениями функ­
ции /.,, |i- из них отвечают ц0 морсовским критическим точкам, 
|Л[ соответствуют парам морсовских критических точек —про­
образам некраевых критических точек функции / 1 . Система 
путей yt позволяет выбрать базис ц0+2|.1.1 исчезающих циклов 
в //,._• (V,.., R), причем для пары ортогональных исчезающих 
циклов, отвечающих двукратному критическому значению, ориен­
тацию их выбираем так, чтобы они были антисимметричны 
по отношению к инволюции 

H«-i(^..R)-*H«-i(V*,R), 
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индуцированной инволюцией •-jy1'—>- — -sui. Тогда циклы, соответст­
вующие [А0 однократным критическим значениям /,-, и суммы 
пар циклов, соответствующих щ двукратным критическим 
значениям, образуют отмеченный базис Н~, описанный выше. 

С другой стороны, по этому набору исчезающих ЦИКЛОВ 
можно построить диаграмму Дынкина критической точки f, 
так как этот базис исчезающих циклов легко превращается в 
отмеченный при малом шевелении функции f1 и системы пу­
тей Y.-

Инволюция wl к*—ш1 действует на 7/„_i (V., R) и, значит, 
на построенной диаграмме Дынкина критической точки f. Из 
определения диаграммы Дынкина вытекает, что диаграмма 
краевой критической точки f получается факторизацией по­
строенной диаграммы Дынкина особенности f по действию этой 
инволюции и последующей ориентацией ее ребер, идущих из 
вершин, отвечающих длинным циклам, к вершинам, отвечаю­
щим коротким. 19 

2.2. Обозначим через п: C-t-C"1; X <->- А/ проекцию на усе­
ченную базу версальной деформации F. Тогда гиперповерх­
ность 

Л = я - 1 ( 3 ) 
— это множество всех неморсовских функций в базе версальной 
деформации С, т. е. функций, имеющих кратные критические 
значения. 

Пусть си , . . . , %—критические значения функции F (-,%) 
•(считая с кратностями). Сопоставим точке ЛбС11 полином 

Р ^ ) = - П ( ^ - а г ) = ^ + Р д - 1 ^ _ 1 + . . . + . У о 
( - 1 

«одной переменной t степени р.. Мы получаем росток отображе­
ния 

Р:(С^,0)->(П^,0); Ъ^Р(\), 
где П^ —пространство полиномов степени р. с коэффициентом 
при ^1, равным единице; n^ssC1*. 

При отображении Р гиперповерхность Л переходит в гипер­
поверхность Дс-Т^ —множество полиномов, имеющих кратные 
корни. 

Следующая теорема является обобщением результата Лой* 
енги [35] и автора [4] на случай многообразия с краем [20]. 

Т е о р е м а 1. Пусть / — простая особенность на многообра­
зии с краем. Тогда Р — голоморфное, собственное отображение, 
причем на дополнении к Л отображение 

P:Cw\A{to}n I i\A 
является регулярным накрытием. 
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2.3. Приведем формулировку «усеченного» варианта теоре­
мы 1, который легко из нее следует, и в котором она часто 
используется в дальнейшем. 

Построим отображение 
P0:(Cfi-1,0)-^(no

i-,,o), 
где Сй_ — база усеченной деформации. По"-1 —пространство 
полиномов степени [А с коэффициентами при t11 и ^~\ равными 
соответственно единице и нулю. А именно, точке A/gC^-1 сопо­
ставим полином 

Л (Ь')-=П (*-»•+«), 

где at — критические значения E(., (О, А/)), а a—fj,-*(a1+.... 
. . .+ац ) . Обозначим через А0 полиномы с кратными корнями 
в ПГ1 . 

Т е о р е м а 2. Пусть / — простая особенность на многообра­
зии с краем. Тогда Р0 — голоморфное собственное отображение, 
его ограничение на дополнение к бифуркационной диаграмме-
функции S 

является регулярным накрытием. • 
Пространство По_1\Д0 имеет гомотопический тип простран­

ства Эйленберга —Маклейна с фундаментальной группой 
Вг (р.) [9]. При выборе квазиоднородной версалы-шй деформации 
(см. [3]) отображения Р и Р0 также являются квазиоднородны­
ми. Их степень легко вычисляется по формулам из [38] и равна 

{mu}l hn\W\-K 
Здесь h — число Кокстера, |№|— порядок соответствующей 

группы Вейля. В качестве следствия теоремы 2 мы получаем 
следующее утверждение: 

Т е о р е м а 3. Для простой особенности на многообразии с 
краем дополнение к бифуркационной диаграмме функций: 
0 - 1 \ S является пространством типа /((яь 1), Фундаменталь­
ная группа щ является подгруппой индекса \х\ h|l| W\~x в группе 
кос Вг(р,) из ц нитей. Щ 

2.4 Перейдем к доказательству теоремы 1. 
Голоморфность. По теореме о неявной функции, в точке 

А,бО\Л критические значения функции F(.,A,) голоморфно 
зависят от параметра А,- Следовательно, коэффициенты поли­
нома Р(А), которые являются симметрическими функциями от 
критических значений, также голоморфны по А, вне Л. Отобра­
жение Р всюду непрерывно и голоморфно вне гиперповерхно­
сти Л. По теореме об устранимой особенности (см. ll5l), P 
голоморфно всюду в С . 
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Регулярность. Пусть ак — критическая точка, соответствую­
щая критическому значению <хк. Производная критического зна­
чения ak по параметру Х} равна 

и 

Здесь attt — i-ая координата ak. Если ^-—критическая точка 
F (•, X), не лежащая на крае, то dF/dzt (ak, Х) = 0 для всех i. 
Если aft —краевая особая точка, то dF/dzi^O только, быть 
может, при / = 1 . Но так как при малых изменениях параметра 
морсовская (так как МЛ) краевая особая точка остается крае­
вой, то dakljdXj~0. Следовательно, определитель Якоби \dcxkl 
/д%]\ равен определителю \dF/dXj(ak, i)\, составленному из 
значений р. производных dFjdXj в критических точках /7( . - Я). 

Набор функций dF/dXj(-,X), / = 0 , ...,р—-1 порождает ц-
мерное пространство функций в указанных критических точках. 
В самом деле, рассмотрим отображение C"+|J'->C"+|J', 'заданное 
формулой 

< - • - > - ( - . & • £ • • • • . & - ) • 
Его локальное кольцо порождается над С образами dF/dXJr 

По подготовительной теореме Вейерштрасса — Мальгранжа [22] 
всякая функция Ф (z, XfeOZi% предста'вима в'виде 

*»•»-%',(«&%. &-)&-•«• 

Пусть при фиксированном X координата z пробегает \х кри­
тических точек функции F(.,A,). Тогда коэффициенты с} не 
зависят от z, и мы получаем разложение любой функции на 
[х критических точках в линейную комбинацию ц функций 
dF/dXj(., I) на этих точках. 

Следовательно, определитель Якоби \dajd%}\ отличен от 
нуля в точках A,G(>\A. Но определитель Якоби симметрических 
функций pi (коэфициентов Р(Х)) также отличен от нуля, если 
все критические значения а, различны. Итак, при №А 

uet\\dP/dX\\ = \dpijdak\-\dakfdXj\^Q, 
т. е. отображение Р регулярно вне Л. 

Собственность. Для доказательства собственности ростка 
отображения Р достаточно показать, что Х—ОбР"-1 (0) является 
изолированным прообразом нуля. 

Пусть полный прообраз нуля содержит целую кривую %(т), 
проходящую через 0. Во всех точках этой кривой все {mu} крити­
ческих значений F(., X(t)) совпадают и равны нулю. Из связ­
ности диаграммы Дынкина вытекает, что при деформации 
вдоль этой кривой критическая точка также остается ц-кратной 
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114, 34]. Как известно, в миниверсальной деформации простой 
особенности ц-кратная критическая точка с критическим зна­
чением, равным нулю, имеется только при Я—О. Теорема 1 до­
казана. 

§ 3. Выпрямление векторного поля 

В этом параграфе мы изучаем задачу приведения к нор­
мальной форме векторного поля в окрестности бифуркационной 
диаграммы нулей 2 простой особенности диффеоморфизмами, 
сохраняющими эту диаграмму. 

3.1. В работах В. И. Арнольда [29, 7] изучались нормальные 
формы функций и кривых в окрестности бифуркационной диа­
граммы нулей 2 простой особенности при действии группы 
диффеоморфизмов, сохраняющих 2. Мы приводим доказатель­
ство аналогичной теоремы для векторных полей. 

Т е о р е м а 4. Пусть 2 — бифуркационная диаграмма нулей 
простой особенности, v - росток векторного поля, заданного в 
окрестности нуля в С\ траисверсальыый к касательной плоско­
сти 2 в нуле. Тогда существует росток биголоморфного диффео­
морфизма 

0: (С, 0){to}(O, 0), 
сохраняющий 2, который переводит векторное поле v в стан­
дартное поле д/д%0, 

Теорему 4 можно сформулировать, не привлекая понятий 
особенностей функций и бифуркационной диаграммы. 

Т е о р е м а 4*. Пусть 2 с: С" множество нерегулярных орбит 
неприводимой конечной группы, порожденной отражениями, 
v — векторное поле, трансверсалы-юе касательной плоскости 2 
в нуле. Тогда диффеоморфизмом, сохраняющим 2, векторное 
поле v можно перевести в поле д/дК0, где Ко— инвариант стар­
шей степени. §§ 

Из теоремы 4 вытекает утверждение теоремы 4* в случаях 
Aft, Bk, D,„ E,„ Fi. Для групп 12(in), #з утверждение этой тео­
ремы также справедливо и вытекает из результатов [21]. 
В случае группы #4 справедливость теоремы остается ги­
потезой, 

Не ограничивая общности, мы можем считать, что каса­
тельная плоскость к 2 для нереальной деформации F(z, Я) 
задается уравнением Хо=0. Для этого достаточно, чтобы 
при / # 0 

дР/дХ,\(0, о,-0. 
Доказательство теоремы 4 будем проводить следующим 

образом: сначала мы выпрямим векторное поле, но при этом 
из 2 мы получим другую диаграмму 2 ' , затем мы построим 
диффеоморфизм, сохраняющий выпрямленное поле и перево­
дящий 2 ' в 2. 
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3.2. Пусть К — росток диффеоморфизма (С.Л 0)-»(С1-1, 0), §-+ 
*-*%{$}) такой, что дХо/д'^фО, Обозначим через S /=A,-1 (2) про­
образ бифуркационной диаграммы 2 . По гиперповерхности 2 ' с : 
• с О и проекции 

•"••£-*§'; S - ( S i . ....gti-OeC--1-1 

определим отображение Р - ' аналогично п. 2.3. A именно, каж­
дой точке .!;' сопоставим р, значений (учитывая кратности) g0 — 
координаты р точек пересечения лг1(£') с 2 ' . По набору этих 
значений( — а / ) , . . . , ( —а^) построим полином 

1-

Ро'(50 = П (*-«»'+«'), 
. • — 1 • 

где а '==-[А~1(а1 '+ . . .+»[. , )• Получается росток отображения 
Ло'-СС»--1, 0 )~>(П^1 , 0). 

Обозначим через 3 ' многообразие ветвления разветвленного 
накрытия 

n|-w:S'-+C-1-1. 
Лемма 3.1. Р</ — голоморфное, собственное отображение; 

его ограничение.на дополнение к Е' 
Р0 ' : 0---\-2'-*П0и--\До 

— регулярное накрытие. 
Доказательство. 2' является бифуркационной диаграммой 

нереальной деформации Ф(г, %): 
Ф(г, |;) = /?(2,А,(Ю); Ф(г,0) = f(z). 

Поскольку 

в силу теоремы Вейерштрасса [15], существует обратимая в 
,(0, 0)еС'гХС|Х функция 5(2, I) такая, что 

•Ф(г, g) = S(2,§)-tf(*,!i), (3-1) 
где #(z, I) =Н'(г, -li , . . . , .-Ц-1) + £0. 

Положим h(z)-H(z, 0), s(z)=S(z, 0). Мы покажем, что 
H(z, I)—версальная деформация простой особенности h{z). 
Заметим, что отображение Р0 для версальной деформации 
H(z, | ) , построенное в теореме 2, совпадает с отображением 
Р0' в лемме 3.1, поэтому утверждение леммы вытекает из тео­
ремы 2 и леммы ниже. Щ 

Лемма 3.2. (i) h — простая особенность такого же типа, 
что и / ; 

(И) идеалы /л-. И j.-1-i совпадают; 
(Ш) образы {dHid4t\i=0, i = 0, . . . , р,— 1} образуют базис 

локальной алгебры Q/.|-,. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . (1). Полагая в (3.1) .5=0, имеем 
h(z) = s-i(z)f(z). (3.2> 

Подходящей заменой координат мы можем добиться того, 
чтобы f(z) была квазиоднородной. Тогда h(z) = с/(г) +fj(г), 
c = s""1(0) — полуквазиоднородная функция с квазиоднородной 
частью с/(г). Поскольку f простая, отсюда следует, что h эк­
вивалентна f [3]. 

(И). Заметим, что /6//i-,. ШщЯ1- Дифференцируя равен­
ство (3.2), получаем 

При г=-=1 
dzi dzi ' dzi '*" ^ 

df dh , ds , „ r 

-o c»ii |g-o ' .3|г |g-o 

Следовательно, If\ZlczI/,]Zi. Аналогично проверяется обратное 
включение. 

(111). Так как Ф(г, ..О — версальная деформация f(z), образы 
дФ]д§[ |g„o образуют базис локальной алгебры Qfl-., a значит, 
в силу (И), и базис Qh\zr Из соотношения (3.1) получаем: 

дФ 

Поскольку dSid^l^Q-hQlnu,, набор функций {s-dli/d^^o} 
образует базис локальной алгебры Qh\Zl- Остается заметить, 
что умножение на s (-г.) — обратимый линейный оператор в алгеб­
ре Q/.|-,> Ш 

3.3. Доказательство теоремы 4. Рассмотрим прямое про­
изведение СДх [0. -]• Координаты в С,— См'Х{-:} мы будем 
обозначать через V=(^o> • • • Дм.-0. В с л 0 е Со рассмотрим 
2°--бифуркационную диаграмму версальной деформации F (г,Щ 
особенности /(г) и векторное поле 

•zi = 'Z)0«?/(?V+ ••• +-.V-id/dA,jLb «о (0) <•£(). 
Пусть 0:(С1\ 0)->(Со",0) —росток диффеоморфизма, выпрям­
ляющий это векторное поле 0Г1г>-=д/д;у. Тогда, так как 
-0 (0) --̂  о, <зд<?У-~--о. 

Построим аналитическое семейство диффеоморфизмов в, , 
що, 1] 

0,:(С?,0)->(С£,0) 
такое, что 0О—Id, 01==-.© и для любого /б[0, 1] д%0°/дко

(^=О. 
Теперь в каждом слое С/1 рассмотрим гиперповерхность 
2'—0^(2°). Семейство гиперповерхностей 2' образует росток 
гиперповерхности Е в Сцх[0, 1] в окрестности {0}Х[0. - ] . 
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Проекция п:С X [0, 1 ] {to} CR_I X [0, 1 ]: 
y { t o } v M y - - . . X - i ) 

определяет семейство гиперповерхностей S ' c C ? - — СЦ-1Х{.<} 
и отображений 

Po ' : (cr ,0){to}(nr,0) , 
определенных как в п. 3.2. Из леммы 3.1 вытекает, что Р0

{, 
при всех г.б[0, 1], собственное голоморфное отображение; его 
ограничение на С ? - 1 \ 3 ' — регулярное накрытие. Семейство 
гиперповерхностей W образует гиперповерхность S в С"-1 X 
Х[0, 1]; семейство отображений Р-/ —голоморфное собственное 

отображение 
p-.c^xio, i]{to}nr1. 

Рассмотрим множество 
^.--Ib'-eC^-XlO, l ] | | |X" | | - e} . 

Выберем s0 столь малым, чтобы Те лежало в области опре­
деления некоторого представителя ростка Р0) для всех е<е0< 
Так как Р0—-собственное отображение на каждом слое СУ"-1. 
образ Р0(Тео) —компактное множество в пространстве По™1, не 
содержащее нуля. Выберем б так, чтобы окрестность нуля 

o^{PmV\\\p\\<b} 
не пересекалась с Ро'(Т8(1). Обозначим через Us полный про­
образ 06 в С^-1 X [0, 1 ] внутри TSa, Ранг отображения Р0 
в любой точке %'ЧЗ, равен р. Следовательно, для любой точки 
р£06\ка прообраз PiT1 (p) является гладкой кривой, концы кото­
рой лежат в слоях 

Ul и U\ (здесь U^t/вПСГ1). 
Каждая связная компонента этой кривой трансверсально пере­
секает U\ {U\) в одной точке. 

Определим отображение 
^UKE'-^UeN--0 

следующим образом: точка У (ЕЕ1 переходит в пересечение 
связной компоненты кривой Р.Г1 (Ро^'1)), содержащей эту точ­
ку, с U6. Очевидно, что 

P o ' - P o H 
в области определения if. Поскольку Р0 ' локально биголоморфно 
вне Е', отображение а|) также биголоморфно вне Е1. Из собст­
венности отображений Р0* и Р0° вытекает локальная ограничен-
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ность г|з. Так как S1 является тонким множеством, по теореме 
об устранении особенностей [15], отображение а|з продолжается 
до аналитического отображения г)', определенного -заеду в L^. 
Аналогично строится обратное отображение 

которое также аиалитично. Следовательно, -ф определяет росток 
диффеоморфизма 

(cr1,o){to}(cr,,o), 
коммутирующий t отображением Р0. 

Построим теперь росток диффеоморфизма 

¥:(Cl\0){to}(Co\0) 

такой, что 
№>¥.=.->.--, ~(Е1).---Е'. T:l!a/(?V = t?/<3X0o. 

Пусть VeCo-'xS1-. Тогда п'1 (к/0) пересекает Е° в ц pas 
личных точках со значениями ^--координаты 

— об! (Л."0) -а-л(Я'-). 
Определим непрерывную функцию а" на Со -1 равенством 

ао •.-(1-1(05,.-(-,,.+ац), 
Функция а0 аналитична вне Е°, а значит, аналитична всюду 

в Со™1. Аналогично определим функцию 

o'jcrUc. 
Рассмотрим голоморфное отображение 1F:Cf->-Co': 

(А-о1, X'1) ~ (V + а1 (*/•) ~аО (я|> (X'1)), Ф (А-'1». 
Обратное к нему ¥--: 

(Я,0о, V-) -*• ( V + a° (V0) — а1 (я|г' (А/-)), я])"1 (V)) 
также голоморфно. Следовательно, Т—биголоморфное отображе­
ние и, по построению, обладает нужными свойствами: 

Рассмотрим композицию двух диффеоморфизмов 

Очевидно, 0 переводит 2° в себя и переводит векторное 
поле -о в поле djdX0°. Теорема 4 доказана. Ш 
ПО 



§ 4. Поднятие векторного поля 

Здесь мы показываем возможность ПОДНЯТИЯ векторного по­
ля, сохраняющего бифуркационную диаграмму функций, до 
векторного поля, сохраняющего бифуркационную диаграмму 
нулей. 

4.1. Рассмотрим векторное пространство С1* с координатами 
Z = (20 , . . . . 2n_i) и проекцию J l : ^ - » CU~\ 2 •-»- Z' = (Zu . . . , 2.Ц.-1). 

Пусть V—-росток гиперповерхности в нуле в С^, заданный 
уравнением f(z) — 0, где / (г) — росток аналитической функции. 
Предположим, что проекция зх отображает V в С11-1 собствен­
ным образом. Из подготовительной теоремы Вейерштрасса [15], 
не ограничивая общности, мы можем считать / (z) полиномом 
по 2.0. Обозначим dis6n_i0 дискриминант многочлена / ; Vdcz 
—С^-1 — множество нулей дискриминанта, которое является 
многообразием ветвления разветвленного накрытия n|,/.V{to}Cu-1.. 

Рассмотрим росток векторного поля v в С". Назовем вектор­
ное поле v сохраняющим V, если производная Lvf принадлежит 
идеалу (f). Нетрудно проверить, что это определение является 
«хорошим» геометрическим определением и не зависит от крат-
костей, с которыми входят различные неприводимые компонен­
ты V в уравнение f. Справедливы следующие свойства 

LvMf)^LJ^(f), (4.1> 
Lvfge(fg)^Lvfe(f), Lvge(g), (4.2). 

где fug взаимно просты. 
Скажем, что v является поднятием векторного поля и, за­

данного в СД-1, если я%ю\г — и\П(г)-
4.2. Очевидно, необходимое условие возможности поднятия 

векторного поля и до векторного поля о, сохраняющего V, со­
стоит в том, что и сохраняет Vd. Однако, как показывает сле­
дующий .пример, это условие не является достаточным. 

Рассмотрим в С3 гиперповерхность V, заданную уравнением:. 
(Zo3 + Zl3)(Z- + Z i Z 2 ) = 0 . 

Б каждом слое {z|Zj—const} наше уравнение задает четы­
ре комплексных прямых в С2, проходящих через начало коор­
динат. Дискриминант dis = 27z1

12(l—z2
3)2, и в окрестности ну­

ля многообразие Vd совпадает с прямой Zi = 0. Пусть векторное 
поле и='д/дг2, которое сохраняет Vd, поднимается до векторного 
поля v, сохраняющего V. 

Интегрируя v, мы получим семейство ростков диффеомор­
физмов, переводящих слои {z2—const} друг в друга при раз­
личных значениях z2. Остается заметить, что параметр z2 из­
меняет инвариант, сохраняющийся при диффеоморфизмах — 
двойное отношение четырех касательных. 
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4.3. Рассмотрим в С"-1 множество V/ точек z — (zb , , , 
...,.гц_1) таких, что полиномы /(-, z'), df/dz0{-, z'), d2f/dza

2(-, 
z') от переменной z0 имеют общий корень. Это алгебраическое 
условие на коэффициенты полинома /( . , г') и, значит. У/ — 
аналитическое множество, содержащееся в Vd- Очевидно, что в 
случае, когда V — гиперповерхность общего положения, 
dim V/<dim К.. Оказывается, выполнение этого условия позво­
ляет поднимать векторные поля. 

Т е о р е м а 5. Пусть dim V/<dim Vd. Тогда произвольный 
росток векторного поля и, заданный в О - 1 и сохраняющий ро­
сток Vit поднимается до ростка векторного поля v в О*, сохра­
няющего V. Справедлив также и глобальный вариант тео­
ремы 5. 

Бифуркационная диаграмма нулей 2 для произвольной ко-
нечнократной особенности на многообразии с краем при проек­
тировании на базу усеченной версальной деформации удов­
летворяет условиям теоремы 5. 

Т е о р е м а 6. Всякое векторное поле, сохраняющее бифур­
кационную диаграмму функций S, поднимается до векторного 
поля, сохраняющего бифуркационную диаграмму нулей S.^j 

Результат теоремы 5 позволяет поднимать диффеоморфиз­
мы, сохраняющие дискриминантное множество Vd и лежащие в 
компоненте связности единицы группы таких диффеоморфиз­
мов, до диффеоморфизмов, сохраняющих V. Было бы интерес­
ным получить аналогичный результат для произвольных диф­
феоморфизмов, сохраняющих бифуркационную диаграмму 
функций. По-видимому, такое утверждение также справедливо, 
по крайней мере для простых особенностей. 

4.4. Доказательство теоремы 5. Выберем достаточно малые 
окрестности нуля 

Ai-Чго 111*о II <Ро}. Ар_1={2' | | |2 г | |<Р} 
и некоторый представитель ростка / , определенный в Дд = 
-=Д1ХАц-ь Уменьшая, если требуется, р, можно считать, что 
VndA.XAi.i--i----0. Мы считаем / полиномом Вейерштрасса 
степени k по г0 (см. [15]). 

Поднятие векторного поля и имеет вид v — u-\-kd/dz0. Для 
того, чтобы векторное поле .о сохраняло гиперповерхность 
\/==.!/(/), достаточно найти аналитическую функцию hGG (Дц) 
такую, что 

LJ = LJ + h.f'&{f), (4.3) 
где f = dfldzu. 

Для точки а'бАц-i рассмотрим окрестность 
^x{a',&)={z'\\zi — a;|<s} 

и ее прообраз 
Дц(а', 8)=Д-хАц-1 (а/, в). 
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Пусть a'Wd. Тогда, для малого е, An_1(a', в) n Vd .= 0 и на 
многообразии V(]Atx(a',e) производная / ' отлична от нуля. 
Из условия (4.3) мы можем определить голоморфную функцию А 
на V П Ац (а', s) формулой 

h^-LJif. 
Пусть a'eVd\V/. Рассмотрим точку ag-лг1 (а') П V, для ко­

торой f'(a) = 0. При достаточно малом в полином / на мно­
жестве Дм(а',е) разлагается в произведение полиномов 

/ = / r / 2 ; / i . /3е-5(Дд(а',в)), 
где 
/ i = 2„2+p£ + ?; p,qeQ(k^(a',&)), / 2 = ;г*-2 + . . . , /2(а)-7--0 

Уменьшая, если нужно, 8, выберем окрестность 
An (a, 80, 8) = Д1 (а0, 80) х Ац_1 (ar, s) 

точки а такую, что 
V (/.) П <?Дг («о, s0) X Дц-i (а', е) = 0 , 

1 /(/2)ПАц(«,8О )8)=0. 
Таким образом, 

УПМа' .в ) = 1/1 U 1̂2. ^ П К 2 - = 0 0 Л - ^ ( / г ) ) . 
Дискриминант dis в окрестности Ац_1 (a', e) с ТОЧНОСТЬЮ до 
обратимого множителя равен произведению дискриминантов 
dis — dis1.dis2, где dis1 = dis (/1), dis2=dis (/2); -dlsj — -7—р2у4. 

Для того, чтобы определить h в окрестности а, как видно 
из (4.3), достаточно показать, что 2ц /б ( / , / ' ) • На множестве 
А ц(а, 80, е) идеал {/, / ' ) совпадает с идеалом (/1, / • / ) , функция 
/ 2 обратима, условие L„/6 ( / , / ' ) эквивалентно 

Lu / ie(/1,/10. (4.4) 
Так как и сохраняет Vd, TO Z,,,dis6(dis). Из (4.1), (4.2) вы­

текает, что /-„diSi-S (disx). Имеем 
£«/i=L„(-Zo2 + рг0 + q) = (L„p) 20 +. Laq= 

== j {LaP) / 1 ' + -£«? ~ j {LUP) P = j (L«p) / 1 ' + L«dis!• 
Ho Iadis16(dls1)c:(/1,/1'), поэтому (4.4) верно. 

Итак, мы определили голоморфную на V П Ац («, s0, s) функ­
цию h. Аналогично определим h на других листах множества 
У[]А,ь(а',в). 

Рассмотрим произвольную точку a'W/. Для достаточно ма­
лой окрестности А|1(а', е) существует однозначно определенная 
на VnA..(a',e) голоморфная функция h. Продолжим ее до голо­
морфной функции на Atl(a',8) (см. [15], гл. 6). Используя тео­
рему о делении, разделим полученную функцию на f с остатком 
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остаток от деления обозначим той же буквой h. Теперь h яв­
ляется однозначно определенным полиномом по z0 степени k—1 
и удовлетворяет соотношению (4.3). 

Заметим, что на пересечении окрестностей ДДа/.в!) и 
An(<V, ег) полученные функции совпадают и определяют гло­
бальную функцию h на множестве Д(1\л;~'1(У/). Поскольку ко­

размерность множества л~1(Уа) равна 2, функция h аналити­
чески продолжается на всю область Д,.. 

§ 5. Диффеоморфизмы, 
сохраняющие ласточкин хвост 

В настоящем параграфе мы вычисляем число компонент 
связности группы диффеоморфизмов, сохраняющих обобщен­
ный ласточкин хвост. 

5.1. Пусть W—неприводимая конечная группа, порожденная 
отражениями в евклидовом пространстве R-\ Классификация 
всех таких групп приведена в [11]. Группа W действует также 
в комплексификации С" этого пространства. Пространство ор­
бит В1*:--.WW действия этой группы, как известно [25], само 
изоморфно С". Множество нерегулярных орбит действия группы 
W образует в В11 гиперповерхность 2 — обобщенный ласточкин 
хвост. 

Рассмотрим группу Dlff- ростков биголоморфных диффео­
морфизмов 

е:(ВЦ, 0)->(В,г, 0), 
сохраняющих росток ласточкина хвоста 2 в нуле. Фактор этой 
группы по компоненте связности тождественного диффеомор­
физма обозначим Ло. 

Пусть MdW—множество всех отражений в W. Обозначим 
через h\x\(W% Я) группу автоморфизмов группы W, переводя­
щих Я в себя. Группа W действует на себе сопряжениями 

является нормальным делителем в Aut (W, Я). 
Теорема 7. n.?--Aut(№, M)lW. 
Т е о р е м а 8. Группы я|, соответствующие W, перечисле­

ны в следующей таблице: 

W 

« 0 

W 

. . ' яо 

Аи 

1 

Ek 

1 

Di 

@а 

Fi 

. ' . " • . 

•Daft 

Za 

o2 

za 

& 2k+l 

\ 

Ни 

1 

в» 

z2 

/»(2*+1) 

1 

Bl,'k>2 

1 

h(2k) 

Za 

114 



где ©з—группа перестановок из трех элементов. 
5.2. Обозначим через ji:CM,{to}Btl отображение факторизации 

С^ по действию W; M=rcl(Z) — набор зеркал W. Очевидно, что 
Ч - К . ж - С Ч ^ В Ч Я (5.1) 

— конечнолистное, локально биголоморфное накрытие. Рассмот­
рим диффеоморфизм 

e:(Btl,0){to}(B»\0), 
сохраняющий ласточкин хвост Е. 

Лемма 5.1. Диффеоморфизм 6 поднимается до диффеомор­
физма 

©:(СЦ, 0) -> (С^, 0) 
такого, что 

По& = Qan. (5.2) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть точка * GB"\2. Выберем про­

извольно точки аЫ~^{*) и йбя~1(0( * ))• Положим ©(a) —Ъ. 
Пользуясь локальной биголоморфностью накрытия (5.1), мы 
можем однозначно построить в в некоторой окрестности точки 
а так, чтобы выполнялось условие (5.2). Продолжим теперь 0 
до диффеоморфизма С»\М-*-С»\М. Естественно, необходимо 
проверить, что для такого продолжения нет топологических 
препятствий. Для этого достаточно показать, что диффеомор­
физм 0, индуцирующий автоморфизм фундаментальной группы 
я^В.-'ХЕ), переводит ядро представления Я1(В"\2) в группе 
Кокстера W в себя. При этом 0 индуцирует автоморфизм груп­
пы W, который мы обозначим 0. 

Пусть {/-h i = l, ...,[!} —набор отражений в стенках одной 
из камер группы W, порождающий W. Построим соответствую­
щий этим отражениям набор простых петель {§,, i = l, . . . , ц} 
выходящих из точки *, который порождает фундаментальную 
группу jt1(B |i\S) (см. [10]). Определяющим соотношениям груп­
пы Кокстера W 

( г , г / » = 1 (5.3) 
соответствуют соотношения группы обобщенных кос 

ти ~~^4i 
Диффеоморфизм 0 переводит {рг} в набор простых петель 

{0(рг)}, который порождает п1 (Вд\Е, 0 (••)). Обозначим через 
0(гг) отражения, соответствующие этому набору. Диффеомор­
физм 0 индуцирует изоморфизм фундаментальных групп 

е*:я1(В'Ч2. *)-->*! (В*\.2. 0(*)) 
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(автоморфизм, но не канонический) и сохраняет соотноше­
ния (5.4). Поэтому 0~ сохраняет соотношения (5.3) и, 
следовательно, продолжается до автоморфизма W. При ЭТОМ, 
конечно, ядро представления rc-^B^XS, *) в группе Кокстера W 
переходит в ядро представления я, (В М \2 , 8(*)). 

Итак, диффеоморфизм 9 определен всюду в С^ \ Ж и, из (5.2). 
локально ограничен. Поскольку М— тонкое множество в С11, нам 
остается в очередной раз применить теорему об устранении 
особенностей и продолжить 9 до диффеоморфизма на все С11 .И 

5.3. Построенный в лемме диффеоморфизм 0 обладает свой­
ством эквивариантности относительно действия группы W. Точ­
нее, для элемента udW, рассматриваемого как линейный опе­
ратор в С", и автоморфизма 06Aut(W,5.,) 

9ой)-=(оа))о0. (5.5) 

Рассмотрим теперь диффеоморфизм 9 ' в О1, который пере­
водит набор зеркал М в себя, так что перестановка зеркал ин­
дуцирует автоморфизм группы Кокстера Ъ' : W—>~W. Тогда, 
если в ' удовлетворяет соотношению (5.3), он является опускае­
мым диффеоморфизмом. Группу ростков опускаемых диффео­
морфизмов обозначим через Diff-,,-, компоненту связности тож­
дественного диффеоморфизма в этой группе через Diffw0. 

В группе всех опускаемых диффеоморфизмов Diffw содер­
жится в качестве подгруппы сама группа Кокстера W; это в 
точности те опускаемые диффеоморфизмы, которые после опус­
кания становятся тождественными. Таким образом, имеем 

Diff2 — DiflV/W. (5.6) 
Заметим, что каждый элемент группы Diff^ переводит каждое 
зеркало в себя и, следовательно, индуцирует тождественный 
автоморфизм W. Отсюда вытекает, что Difiw[\W= ±E. Пере­
ходя к факторам по компоненте связности тождественного диф­
феоморфизма в (5,6), получаем 

n 0
s - ( D i f f w D i - O / n 7 . 

5.4. Для завершения доказательства теоремы 7 нам остается 
доказать следующую лемму. 

Л е м м а 5.2. Aut(W, •#)==• biff WDlffr. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим линейную часть опуска­

емого ростка диффеоморфизма 0: 
®(z)==Az + Ai(z); AeQL(\i,C), Al(z)~o(z). 

Тогда линейный оператор А также является опускаемым и за­
дает автоморфизм 0 
116 



§co — AcDA-1, wfiW. (5.7) 
Стянем группу Diffu- на подгруппу линейных опускаемых 

диффеоморфизмов GL^czGL (ji. С). Гомотопия задается формулой 
@((z) = Az + t'lA1(tz), @o= А, 01 = 0, 

и для любого te[0, l] диффеоморфизм 9, принадлежит DifiV. 
Опишем теперь компоненту связности единицы в группе 

GL^. Очевидно, любой элемент А из компоненты связности 
индуцирует тождественный автоморфизм W. Следовательно, 
линейный оператор А коммутирует со всеми элементами 
группы W. Поскольку, по предположению, W неприводима, 
из леммы Шура следует, что А=цЕ, где т]бС": (см. [24]). 
Обратно, для любого г|-£0 линейный оператор )]E£QLW. 

Таким образом, элемент из Diffw/Diff'̂  полностью опре­
деляется автоморфизмом ё, который индуцируется этим эле-
ментом. С другой стороны, всякий автоморфизм из Aut (W, М) 
реализуется линейным оператором 

A : C ^ { t o } C ' \ 

который, конечно, принадлежит GL^. ffl 
Ц§ 5.5. Мы переходим к доказательству теоремы 8. Рассмотрим 
граф Кокстера Tw, соответствующий группе W. Группу авто­
морфизмов графа Yw обозначим Aut IV- Всякий автоморфизм 
графа Кокстера определяет перестановку зеркал камеры С 
и, тем самым, элемент из Aut (W, Л). Таким образом, имеется 
естественный гомоморфизм 

Aut IV->-Ai.it (\J?", J?), 
а следовательно, и гомоморфизм 

Autrv{to}Aut(W, tf)lW = nfr 

Лемма 5.3. Последовательность Aut Г u/{to}nf, {to} 0 точна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть v&Aut(W, 3i). Элемент v пере­

водит набор зеркал {Mt}, соответствующих стенкам камеры С, 
в набор зеркал {vM }̂. Рассмотрим камеру С', соответствую­
щую набору {vM;} (любую из двух таких камер). Выберем теперь 
элемент aQW такой, что <о(С') = С. Автоморфизм cov переводит 
набор зеркал {Mt} в себя и, значит, индуцируется некоторым 
автоморфизмом графа Кокстера. Ш 

Применяя лемму 5.3, мы получаем доказательство теоремы 8 
в случаях Вк (k>2), E7, E8, На, /74> так как У соответствую­
щих графов Кокстера нет автоморфизмов, кроме тождественного. 

5.6. Опишем теперь ядро гомоморфизма Aut T\y {to} я^. Заметим, 
что элемент co06lF переводит набор зеркал {Mt} камеры С в себя 
только в том случае, когда со-(С)-— С, т. е. со.—E или со0(С) = 
= — С Поэтому ядро гомоморфизма совпадает с прообразом 
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элемента ш0 при гомоморфизме Aut r,t?->Atit (W, Ж). Выясним, 
какой автоморфизм графа Кокстера определяет элемент со0. 
Легко видеть, что со0 определяет тривиальную перестановку 
зеркал тогда и только тогда, когда щ= ±Е, т. е. в том 
случае, когда — E^W. При этом ядро тривиально и Autr^-— 
= л^. Остается воспользоваться таблицами [11]. Элемент 
—E&V в случаях D2k, Bk, E4> G2> /г(2А); в таблицах случай 
12(т) не содержится, но он очевиден: 12(т) — группа правиль­
ного m-угольника. 

Остаются группы Ak, D2k+X, E6, / 2 (2£+1) . Здесь — EUW 
и со0 определяет нетривиальный автоморфизм графа Кокстера. 
Следовательно, ядро гомоморфизма Aut Ty+rifi равно Z2. Отсюда 

nS — Autru-/Z2 — 1. 
Георема 8 доказана.В 

§ 6. Распадения особенностей 
и разбиения диаграмм Дынкина 

В оставшейся части работы мы приводим классификацию 
распадений простых особых точек на многообразии с краем, 
B этом параграфе вводятся определения распадений особенно­
стей и правильных разбиений диаграмм Дынкина. 

6.1. Как мы отмечали ранее, классификация особых точек 
функций на многообразии с краем включает в себя классифи­
кацию обычных критических точек как частный случай чисто 
краевых особых точек, когда (-i(f) — |xo(f) l7l. 

В дальнейшем мы будем обозначать типы особых точек 
функций вне края и соответствующие чисто краевые особые 
точки одинаковыми символами. Чтобы различать эти два слу­
чая, тип особой ТОЧКИ вне края мы отмечаем тильдой вверху-

П р и м е р . Функция / — (2.1—1)2+22
2 на многообразии с 

краем {(zb 2.2)|.г1 = 0} имеет в точке (0,^0) особую точку типа 
A1, а в точке (1, 0) — особую точку типа А\. 

Рассмотрим шар UcrO с выделенной у него комплексной 
гладкой гиперповерхностью (краем), трансверсально пересе­
кающей границу шара 6U. При этом не исключается случай, 
когда край не пересекается с U вообще, т. е. когда края нет. 
Пусть g — росток аналитической функции на U такой, чтобы 
dg¥=0 на dU, и множества уровня g—const трансверсально 
пересекали край в точках, принадлежащих 3U. 

О п р е д е л е н и е 6.1. Росток g на шаре U имеет особен­
ность типа £С = (9С\, ..., &k), где 3Pi = (XtlU • •., Xtjt), если 
внутри шара U функция g принимает ровно к критических 
значений, i-ое критическое значение достигается в критических 
точках типов X/,i, . . . , Xut. 
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Замечание . Чтобы избежать недоразумений, типы осо-
•бенностей функций, имеющих несколько критических значений 
и критических точек, мы обозначаем рукописными заглавными 
латинскими буквами: 90, §--, . . . , в отличие от типов критичес­
ких точек X, Y, 

Положим, ПО определению, для особенности типа 90 

^ ) = {sum}KXu). M # ) = = = 2 M X u ) -

О п р е д е л е н и е 6.2. Пусть 90 и ̂  — типы особенностей, где 
90~(90г, . . . , » ^ - ( ^ 1 , ...,f,). 

Скажем, что функция g имеет тип 

если внутри шара U функция g принимает ровно k-\-l крити­
ческих значений, каждое из которых достигается в критических 
точках 

Xit\, ..., Xut (Ym,i, ...» Kmjm), 
соответственно. 

6.2. Пусть /:(С", 0) {to} (С, 0)—- росток аналитической функции 
на многообразии с краем С"_1----{.г | г1-=0}, имеющий критическую 
точку типа X в начале координат. Рассмотрим деформацию F 
функции / с базой С. 

Определение 6.3. Критическая точка типа X функции / на 
многообразии с краем при деформации F с базой С распада­
ется по типу 90, если 

яб0>0: V8e(0,60] Э80(б): VeeC такого, что 0 < | е | < 8 0 , 
функция F(-,8) переменной гбС" имеет в шаре | | г | | <б особен-. 
ность типа 90. 

Распадение особой точки типа X по типу 90 мы будем обо­
значать следующим образом: Х^-90. 

Пример. Особая точка типа Аъ функции / = 2i + 2.24 при 
деформации F(z, r.)-= 2J + 2-.4 — т)2.2- распадается по типу 

(Л1)(Л1, Л-): Ag-^A-KAi, Л.), 
критическому значению нуль соответствует критическая точка 
типа A1 в начале координат, критическое значение — if/4 дос­
тигается в двух особых критических точках (О, ±|/"г)/2) типа AJ. 

Аналогично определению 6.3, можно определить распадение 
функции g, имеющей особенность типа 90, по типу у. Особен­
ность типа 90 примыкает к особенности типа У-, если 90 рас-: 
падается при некоторой деформации по типу (f-, у). Примыка-. 
ние особенности типа 90 к особенности типа $- мы обозначаем 
как 30 -+%-. 
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При распадении особенности типа 30 по типу f каждая 
критическая точка Xtj распадается вполне определенным обра­
зом по некоторому типу y-W>. Набор распадений X^r;^-/) 
мы называем набором локальных распадений, соответствующих 
распадению 9С^>У-. 

Пусть мы хотим построить деформацию функции g, имеющей 
особенность типа $СЛ при которой она распадается по типу §•-. 
Для этого мы должны выбрать некоторый набор локальных 
распадений критических точек функции Xij^-Y^^ и одновре­
менно контролировать критические значения всех особых точек, 
на которые распадаются критические точки X{IJ. Если такой 
набор распадений существует, будем говорить, что набор ло­
кальных распадений Хи^^1>) допускает распадение SC по 
типу У-. 

Пример. Распадение (Л., А3) по типу (Л-, A2)(Ai, Л.) 
можно пытаться построить следующим образом. Критическая 
точка Л4 распадается по типу (А2){АХ, А1); критическая точка 
Л3 не распадается вообще. Таким образом набор распадений 

Л4-Г>(Л2)(Л1,Л1), Л3->(Л3) (6Л) 
допускает распадение (Л4, Л3) по типу (Л3, А2){Аи A-J. Вто­
рой вариант такого набора локальных распадений: 

А^(А3){АХ); А3^(А2)(А{). (6.2) 
Оказывается, существует конечное число вариантов наборов 
локальных распадений, допускающих распадение W по типу <%-.. 
Заметим также, что пока мы ничего не утверждаем о возмож­
ности распадения (A4, Л3) по типу (A3, A2) (Ai, Ai) и распаде­
ний (6.1) и (6.2). 

6.3. Рассмотрим критическую точку типа X на многообразии 
с краем и какую-нибудь ее диаграмму Дынкина. Пусть 
Е= (Ei Eft) — разбиение множества вершин диаграммы 
Дынкина на непересекающиеся подмножества. Разбиение Е 
назовем правильным, если каждое E,- состоит из вершин, зану­
мерованных последовательными целыми числами. Часть диа­
граммы Дынкина, образованную вершинами из E, и соеди­
няющими их ребрами, мы назовем внутренней диаграммой 
для Е^ 

Эта диаграмма не обязательно связна. Обозначим компо­
ненты связности этой диаграммы (E.,i,..., E.,y.). Мы будем го­
ворить, что исходная диаграмма Дынкина распадается по типу 
E на диаграммы Eij. 

О п р е д е л е н и е 6.4. Распадение диаграммы Дынкина осо­
бенности типа X по типу E называется согласованным с рас­
падением X по типу SO, если при всяком г набор (Ei,i,... 
, ,.,Ei,y.) есть набор диаграмм Дынкина критических точек 
типов (Xi,.,.. .,X;,/.), отвечающих i-ому критическому значе­
нию. 
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Заметим, что связная поддиаграмма диаграммы Дынкина не 
обязательно сама является диаграммой Дынкина некоторой 
критической точки. Однако, как мы увидим ниже, в случае 
простой особенности это всегда так. Отметим также, что 
диаграмме Ei, j , построенной на вершинах, которые соответст­
вуют только коротким циклам, может отвечать только чисто 
краевая особая точка, а в случае длинных циклов — особен­
ность вне края. 

Диаграммой Дынкина особенности типа 93 — (Xi,. . ., X,.), 
имеющей ровно одно критическое значение, мы называем граф, 
связными компонентами которого являются диаграммы Дын­
кина критических точек X.. 

6.4. Диаграмма Дынкина особой точки функции / опреде­
ляется выбором отмеченного базиса в Н~. Отмеченный базис 
определяется, в свою очередь, выбором отмеченной системы 
путей y. и ориентацией элементов базиса, построенного по этой 
системе путей- Изменяя отмеченную систему путей и ориента­
цию элементов базиса, мы можем переходить от одной диа­
граммы Дынкина к другой. В соответствии с этим имеется два 
типа операций, преобразующих диаграммы Дынкина (см. 
ПЗ, 17]). 

Пусть е--= (е..,..., -2ц) — отмеченный базис пространства Н~. 
Операция s;, i=l,,,.,\x, меняет ориентацию цикла et в базисе е: 

s.: (еь . . . , е ef) I--» ( е 1 , . . . , —<?., . . . , е , ) . 
Группа кос Br(|x) из \х нитей транзитивно действует на мно­

жестве систем путей, по которым строится отмеченный ба­
зис Н~; системы путей рассматриваются с точностью до 
гомотопии. А именно, пусть е.— отмеченный базис, соответст­
вующий отмеченной системе путей yi; tj, j=\, ... , \х—1 — стан­
дартные образующие группы кос. Коса ts переводит систему 
путей y. в систему у/ 

Yi —Yi. i^J, У + 1; Y/== V;+I; Y}+i —YjUP7+i, 
где PJ — простая петля, соответствующая yit которая идет вдоль 
пути yh обходит его конец в положительном направлении и 
возвращается по старому пути. 

Из формул Пикара—Лефшеца (п. 1.4) легко описать дей­
ствие косы tj на отмеченный базис Н~ 

tj-.(eu . . . . еи) ь-* [еи..., еу_!, е;+1, еу — 2 1е1^е]\]) eJ+u'''' е>1)' 

Описание действия операций sit tj на диаграмму Дынкина 
легко получается из ее определения. Группу, порожденную эти­
ми операциями, мы будем называть группой операций. Очевид­
но, что эта группа транзитивно действует на множестве всех 
диаграмм Дынкина фиксированной особенности. 
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§ 7. Классификация распадений простых особенностей 

7.1. Распадения особых точек оказываются тесно связанными 
с правильными разбиениями соответствующих диаграмм Дын­
кина. 

Т е о р е м а 9. Пусть критическая точка функции f на мно­
гообразии с краем распадается по типу дв. Тогда существует 
такая диаграмма Дынкина критической точки и такое ее пра­
вильное разбиение Е, что распадение диаграммы по типу Е 
согласовано с распадением критической точки по типу 96. 

Т е о р е м а 10. Простая особая точка распадается по ти­
пу 93 тогда и только тогда, когда существует такая диаграмма 
Дынкина этой особой точки и такое ее правильное разбиение Е, 
что распадение диаграммы по типу Е согласовано с распадением 
критической точки по типу 9В. 

Теорема 10 описывает необходимые и достаточные условия 
существования распадения простой особенности. В частности, 
она дает способ эффективно устанавливать возможность распа­
дения; достаточно лишь построить подходящую диаграмму 
Дынкина и ее правильное разбиение. В свою очередь, любую 
диаграмму Дынкина особой точки можно получить из фиксиро­
ванной диаграммы при помощи действия группы операций, опи­
санной в п. 6.4. 

1.1. Как уже отмечалось выше, при подходящем выборе от­
меченного базиса Н~ диаграмма Дынкина простой особенности 
с точностью до нумерации ее вершин совпадает с диаграммой 
Дынкина соответствующей группы Кокстера. Оказывается, ну­
мерация вершин в такой диаграмме может быть произвольной. 

Пусть Г — диаграмма Дынкина особой точки типа X, а — не­
который элемент группы перестановок из р, элементов. Обозна­
чим через Го диаграмму, которая получается из Г изменением 
нумерации ее вершин в соответствии с перестановкой <т: верши­
на с номером i диаграммы Г приобретает номер a(i). Заметим, 
что диаграмма Г0 необязательно является диаграммой Дынкина 
особой точки типа X. 

Т е о р е м а 11. Пусть диаграмма Дынкина Г особой точки 
типа X является деревом. Тогда для любой перестановки а 
диаграмма Га также является диаграммой Дынкина особенно­
сти X. 

Поскольку диаграммы Дынкина групп Кокстера являются 
деревьями, теорема 11 позволяет без вычислений получить боль­
шое количество диаграмм Дынкина простых особых точек. Так 
например, если мы хотим описать распадения критической точки 
D4 на пары критических значений, из теорем 10 и 11 сразу вы­

текает, что существуют распадения Dis^(As)(A1), Di^.{A2) (Ar> 
Ai),D4{to}(Ai,A1,A1,)(Ai). Однако запас диаграмм Дынкина, ко­
торые дает теорема 11, не достаточен для описания всех распа­
дений, в частности, D4 распадается по типу (A2.)(-42), но ника-
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кое разбиение стандартной диаграммы D4 не согласовано с та­
ким распадением. 

7.3. Т е о р е м а 12. Пусть для особенности типа .57 суще­
ствует набор локальных распадений Хи^у-(11), который до­
пускает распадение SO по типу ^-, причем все критические 
точки Xij простые. Тогда SO распадается по типу <ty. 

П р и м е р . Из теорем 10 и 11, критическая точка А4 рас­
падается по типу (А3) (Ai), критическая точка типа A3 распа­
дается по типу (А2) (A!). Набор локальных распадений 
•A4-i(A3)(Ai), A3-*(A2) (-^l) допускает распадение особенности 
типа (Л4. A3) п 0 типу (A3, A2)(A-, А1). Следовательно, по 
теореме 12 существует распадение (A4, Л3) {to} (-43, А2){АЪ A{). 

Т е о р е м а 13. Простая критическая точка распадается по 
типу S0 = (S0u..., SO и), где 30 {— особенности, отвечающие одно­
му критическому значению, тогда и только тогда, когда она 
распадается по типу 90 =>{9С\,..., 90и-ъ &') Для некоторого 
типа 90' с одним критическим значением, и особенность типа 
SO' распадается по типу {SOn-i, SO и). 

Теоремы 12 и 13 позволяют сводить описание распадений 
простых особых точек к случаю распадений на пары критиче­
ских значений. 

Простая особая точка примыкает в точности к тем простым 
особым точкам, стандартные диаграммы Дынкина которых 
вкладываются в стандартную диаграмму Дынкина ИСХОДНОЙ 
[2, 39]. Используя теорему 10, можно получить следующий ре­
зультат, принадлежащий Гротендику 132]. 

Т е о р е м а 14. Пусть при некотором распадении простой 
критической точки типа X некоторому критическому значению 
соответствует особенность типа #?••=• (X1,. . . , Хк), где X. — кри­
тические точки. Тогда стандартная диаграмма Дынкина особой 
точки X распадается на диаграммы Дынкина особых точек X. 
после выкидывания из нее некоторого числа вершин со всеми 
входящими в них ребрами. Обратное также верно. 

7.4. Все распадения простых критических точек на пары кри­
тических значений описываются следующей теоремой. 

Т е о р е м а 15. А) Пусть простая критическая точка типа X 
распадается по типу 8&-= {$6\,90i). Тогда выполняются следую­
щие условия: 

1) {mu}(#,)+{mu}(#a).=-.x(X); 
2) M^ , )+M-2?2) -MX) ; 
3) существуют примыкания X{to}c-5,, i—1, 2; 
4) если тип X совпадает с Dht то существует £--.{1,2} такое, 

что As_2{to}^.. 
В) Все распадения простых особых точек, удовлетворяющие 

условиям 1)—4), существуют, кроме единственного исключения: 
особая точка типа EQ не распадается по типу (A2. A2)(A1>Ai). 
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В терминах диаграмм Дынкина условия 3) и 4) описывают­
ся теоремой 14. Условие 3) означает, что стандартная диаграм­
ма каждой Зви т. е. несвязное объединение стандартных диа­
грамм критических точек X,, и вкладывается в стандартную 
диаграмму X; условие 4) — что диаграмма одной из SBi вклады­
вается в стандартную диаграмму A,._2. 

П р и м е р : D4 не распадается по типу (АиАх)(А\,А\), так 
как диаграмма (АиАх) не вкладывается в диаграмму A2 и 
условие 4) не выполнено. 

Число различных способов распадений простых особых точек 
на пары критических значений содержится в следующей таб­
лице 

1-' 

ч 
В^, С(1 

Яц 

% 

р. 

2 

1 

1 

-

-

— 

3 

2 

3 

— 

— 

—• 

4 

5 

8 

4 

— 

8 

5 

9 

17 

10 

— 

— 

6 

17 

36 

22 

19 

— 

7 

29 

68 

38 

41 

— 

8 

51 

128 

78 

75 

— 

В работе С. Здравковской [18] исследуются вырождения по­
линомов ОТ одной переменной. Для \i<5 вычислено число не­
приводимых стратов. Для (л>4 замыкание множества полино­
мов типа Ш может не быть неприводимым многообразием. 

Ограниченный объем настоящей статьи не позволяет приве­
сти подробные доказательства теорем, приведенных в этом па­
раграфе. В заключение мы приводим доказательства теорем 9 
и 10, которые сводят задачу классификации распадений особен­
ностей к комбинаторной задаче описания возможных диаграмм 
Дыикииа и их правильных разбиений. Основой доказательства 
теоремы 10 служит накрывающее отображение, построенное в 
теореме 1. 

§ 8, Необходимые и достаточные условия распадения 

8.Г Доказательство теоремы 9. Пусть при деформации F 
с базой С особая точка типа X функции f распадается по ти­
пу $в. Рассмотрим минимальную версальную деформацию 
G(z,%) функции f(z): 
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О: (С"ХСЛ OXO){to}(C,0); (z, I) ~ Q (z, I). 

Деформация F эквивалентна деформации F, индуцированной 
из версальной: 

P{z, T) -=G(z , Цт)) , тбС. 
Выберем достаточно малые окрестности нуля /7{subset}C" и Ai{subset}C 

такие, что для любого T 6 A I \ { 0 } функция G(. , Х(т)), определен­
ная на U, имеет особенность типа S3. Выберем также, на пло­
скости значений С функции G малый круг В с центром в нуле 
такой, что для любых r\6B, -сбЛ. множество {z\ G(z, т ) = ц] 
трансверсально к dU и трансверсально краю в точках &U. 

Зафиксируем малое T06AI• Тогда функция g0 = О (•, Л- (т0) 
имеет k различных критических значений в В; j-oe критическое 
значение достигается в критических точках типов Xi,\,...-
...,Xi,/t. В круге В проведем k непересекающихся кругов 
Ви -..,Bk с центрами в критических значениях g0. На границе 
каждого круга Bt отметим точку bt, на границе В — точку Ъ. 

Рассмотрим путь х ( / ) , t6[0, 1] в базе версальной деформа­
ции С1'1 такой, что и ( 0 ) = 1(х0) и при всех /6(0, 1] функция 
gt — Q (•, %{t)) имеет в круге В ровно (J. критических значений, 
содержащихся в объединении кругов 5- (J . . . U Bk. 

В круге В проведем систему непересекающихся путей у,, 
k 

соединяющих в B\[)Bt точку b с точками bt. Внутри каждого 

круга Bt проведем систему непересекающихся путей ytJ, соеди­
няющих точку bt с критическими значениями gu лежащ.хп в этом 
круге. Рассмотрим р. путей y^Uyb соединяющих точку b 
с критическими значениями функции g:. Занумеруем эту систему 
путей последовательными числами 1, . . . , \х: номер Yij U Yi больше 
номера Y;mUy/. если 

a r g ^ I < a r g ^ , 1ф1. ъ dt [/---о ° dt /-=о ' 
В случае i-=.•., номер y^Uy ; больше номера YJ,„UYZ. если 

• ^ arg t=o -о ^ ь dt 
Конечно, для корректного определения такой нумерации 

при выборе путей нужно дополнительно потребовать, чтобы 
производные 

dyildt\t=,o¥=0, dyij/dt\i=,o^O для любых /, j , 
и чтобы все аргументы этих производных были различными. 
Очевидно, что это всегда можно сделать. Заметим также, что 
для точки й. (&), лежащей на границе круга В{ (В), мы можем 
выделить для соответствующего круга однозначную ветвь ар­
гумента. 
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Система путей Y,JUY< задает отмеченный базис простран­
ства Н~. Построим по нему диаграмму Дынкина особенности f. 
Круги Bt задают разбиение критических значений функции gi 
и, следовательно, разбиение Е диаграммы Дынкина. Это раз­
биение является правильным. 

Заметим теперь, что если критические точки, соответству-
ющие критическим значениям, лежащим в одном круге Ви не 
сливаются при .-{to}0, то индекс пересечения соответствующих 
циклов в Н- равен нулю, т. е. соответствующие вершины диа­
граммы не соединяются ребрами. С другой стороны, диаграм­
ма особой точки на многообразии с краем связна по лемме 2.1. 
Таким образом, поддиаграмма Еи соответствующая кругу Ви 
разбивается на связные компоненты Еи и э т и компоненты яв­
ляются диаграммами Дынкина критических точек Хи ь . . . 
. . . , Xuii . Отсюда следует, что разбиение Е согласовано с 38, 
что и завершает доказательство теоремы- Щ 

8.2. Доказательство теоремы 10. В одну сторону утвержде­
ние теоремы следует из теоремы 9. Остается показать, что для 
любой диаграммы Дынкина простой особой точки типа X и ее 
правильного разбиения Е существует распадение X по типу 88, 
согласованное с разбиением Е. 

Пусть f имеет простую особую точку кратности |д, в нуле. 
Мы можем считать, что f — квазиоднородная функция. Рас­
смотрим квазиоднородную версальную деформацию функции 
f (см. [3]) 

р. 

0(гД) = /( .г)+2^(г), 
где Ф, (z) — мономы, определяющие базис локальной алгебры 
Qf!..,. В плоскости значений функции Q выделим достаточно 
малый круг В с центром в нуле; на границе круга отметим 
точку Ь. В пространстве П^ полиномов степени ц рассмотрим 
подмножество UB полиномов, все корни которых содержатся 
в В, Тогда Uв является окрестностью нуля в ПЛ Обозначим через 
ОясС^ прообраз Uц при отображении Р, описанном в п. 2.2. Вы­
берем точку %0(:Од такую, что %0$А. Функция G(., Я0) имеет р, раз­
личных критических значений, все они содержатся внутри круга В. 

Пусть нам задана некоторая диаграмма Дынкина особой 
точки f и ее правильное разбиение Е. Эту диаграмму можно 
получить по некоторой отмеченной системе путей y{(t), te[0, 1], 
соединяющих в В точку b с критическими значениями функции 
G(-, k0)- Система путей {y.} удовлетворяет следующим свой­
ствам: 

(i) у{ не имеет самопересечений; 
(И) Т<> YJ пересекаются только при / = 0 в точке Ь, 
(in) Y< не проходят через критические значения G(-, %0) при 

1ф\. _ ; 
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Нумерация вершин диаграмы Дынкина получается из нуме­
рации системы путей уи которая вводится так же, как и в 
п. 8.1. 

Построим в круге В систему путей %{(t) таких, что 
(1) Xj(0)—^.(l), т. е. путь х. начинается в i-ом критическом 

значении G(-, Я-); 
(ii) если вершины с номерами i и / в диаграмме Дынкина 

лежат в одном подмножестве разбиения E, то %i(l)=Xj(l) , 
иначе xi(l)-?--Xj(l), 

(iii) пути Ki при t6[0, 1) не пересекаются друг с другом и 
путями 7з. 

Существование описанной системы путей следует из того, 
что внутренность множества В\{у^ гомеоморфна внутренно­
сти круга. Такая система путей {к.} задает путь я в UBczW; 
%{t)£UB— ПОЛИНОМ, К о р н я м и КОТОрОГО ЯВЛЯЮТСЯ ТОЧКИ %t{t), 
i — 1,. . . , (х- При t6 [0, 1) путь K(t) лежит в UB\A. Используя 
накрывающее отображение Р из теоремы 1, поднимем путь -л 
в W до пути K(t) в Oj jdO такого, что Х{0)—К0 (заметим, что 
P(h) ---х(0)). Это поднятие однозначно определено при £б[0, 1), 
продолжим его по непрерывности в точку t=\, используя соб­
ственность отображения Р. 

При любом £-т--1 функция G(., %(t)) имеет \х различных 
критических значений. Система путей y. \ которые являются 
объединением путей y<(t), t&[0, 1] с путями и.(ц), т|б[0, т] , со­
единяет точку b с критическими значениями G(-, .\(t)) и, сле­
довательно, определяет диаграмму Дынкина особой точки }. 
Очевидно, эта диаграмма совпадает с исходной диаграммой 
Дынкина при всех т<5[0, 1), Критические значения G(-, Ц т ) ) 
при x{to}l «сталкиваются» в соответствии с правильным разбие­
нием Е диаграммы Дынкина- Таким образом, функция -£?(•,' 
Ц1)) имеет k различных критических значений, где k — число 
подмножеств разбиения E. A i-ое критическое значение G {•, 
к(\)) достигается в критических точках типов Хи}, которые 
соответствуют связным компонентам внутренней диаграммы 
для £(. Следовательно, функция G{-, K(\)) имеет особенность 
типа 93, согласованного с правильным разбиением E. 

Рассмотрим орбиту квазиоднородного действия C на базе 
версальной деформации С, которая проходит через точку 
Ц1) . Выберем ее гладкую параметризацию А,(е), ебС, Я(0) =0 . 
Тогда деформация F(z, e)-=G(z, 1(e)) функции f(z) дает рас­
падение критической точки по типу 82, согласованное с разби­
ением Е диаграммы Дынкина.И 

Заметим, что из доказательства теоремы 10 легко получить 
утверждение о том, что всякая связная поддиаграмма диаграм­
мы Дынкина простой особой точки сама является диаграм­
мой Дынкина некоторой особенности, примыкающей к исход­
ной. Как показывают простейшие примеры, для непростых осо­
бенностей это утверждение не верно. 
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