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О БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ л-МНОГООБРАЗИЯХ 

§ 1. Предварительные сведения 

В работе используются два подхода к определению сильной и сла­
бой бесконечномерности, введенные П. С. Александровым и Ю. М. Смир­
новым. v ^ v 

О п р е д е л е н и е 1 (П. С Александров). Пространство X назы­
вается слабо бесконечномерным (в дальнейшем А-слабо бесконечно­
мерным), если для любой счетной системы пар замкнутых множеств 
(Ai,Bi), Ai(]Bi=0, i s iV, найдутся перегородки d (между At и Bi)y та-

ос 

кие, что р | Ct~ 0> 
Пространство, не являющееся А-слабо бесконечномерным, называ­

ется А-сильно бесконечномерным. 
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О п р е д е л е н и е 2 (Ю. М. Смирнов), Пространство X называ­
ется S-слабо бесконечномерным, если для любой счетной системы дизъ­
юнктных пар замкнутых множеств (А/, В,), ieJV, найдутся такие пере­

до 
городки Ct (между А* и Bi) и такой номер я 0 , что р | Ct = 0 . 

Пространство, не являющееся S-слабо бесконечномерным, называ­
ем S-сильно бесконечномерным. 

Так как любая счетная центрированная система замкнутых под­
множеств счетно-кохмпактного пространства имеет непустое пересече­
ние, то класс Л-слабо (Л-сильно) бесконечномерных счетно-компакт­
ных пространств совпадает с классом S-слабо (S-сильно) бесконечно­
мерных счетно-компактных пространств. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть X — нормальное, S-сильно бесконеч­
номерное пространство. Тогда существует такая система (А;, В,), At{\ 
(]Bi=0, i^N9 что Ai и Bi замкнуты в X и для любой системы (Ci), 

п 
где Ct — перегородка между Ai и Bi, пересечение Q Ct имеет мощ-

ность не меньше мощности континуума для любого n^N. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X S-сильно бесконечномерно, тогда 

существует система (Л,-, В*), где Ai, Bi замкнуты в Ху Ai(]Bi==0y ieJV, 
такая, что для любой системы '(d) 9 где d— перегородка между Ai и 

Bi, для любого n^N пересечение Q СгФ0. Пусть ф — функция из 

большой леммы Урысона для множеств А Л + Ь Вл+ь тогда существует 
континуум попарно непересекающихся перегородок между Л Л + 1 и 

п 
Вп+\ вида у 1 (а), 0 < а < 1 . Отсюда следует, что Q Сг содержит как 

минимум континуум точек. Тогда (А*, В*), ieJV, — требуемая система. 
Предложение доказано. 

П р е д л о ж е н и е 2 [1, § 1, предложение 1.5]. Пусть f:X-+Y — 
монотонное, замкнутое отображение на Y и пусть А и В — дизъюнкт­
ные замкнутые подмножества пространства У. Тогда для каждой пере­
городки С в X между f~l(A) и f~l(B) множество f(C) является пере­
городкой в Y между А и В . 

Т е о р е м а [2, гл. 10, § 5, теорема 21]. Наследственно нормальное 
пространство X, являющееся суммой счетной (или конечной) системы 
А-слабо бесконечномерных множеств Хп> /1=1,2 , . . . , А-слабо бесконеч­
номерно. 

Л е м м а [2, гл. 10, § 5, лемма 2]. Пространство X, являющееся 
дискретной суммой замкнутых в X множеств Fn, n^N, с dim Fn->n, 
S-сильно бесконечномерно. 

Обозначим через [)Qn дискретную сумму я-мерных кубов. 
С л е д с т в и е л е м м ы . Пространство [}Qn является S-сильно бес­

конечномерным, в то же время согласно теореме оно А-слабо беско­
нечномерно. Одноточечная компактификация пространства [}Qn (по 
той же теореме) А-слабо бесконечномерна, т. е. в силу бикомпактно-
сти она S-слабо бесконечномерна. 

§ 2. Конструкция 

Мы ограничимся лишь кратким описанием конструкции. Более под­
робно с этим построением можно ознакомиться в работе [1]. 

Пусть А — замкнутое подпространство пространства X и пусть 
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f: A-+B — факторное отображение на некоторое пространство В. Обоз­
начим через Jff фактор пространство пространства X относительно раз­
биения, элементы которого суть слои f~lB отображения f и одноточеч­
ные множества из Х\А. 

Пространство У", я > 4 
Пусть А — замкнутое нигде не плотное подпространство 5" - 1 -сфе-

ры, ограничивающей л-шар Вп. Пусть f: А-+В — монотонное отображе­
ние на некоторый компакт В, Yn=Bf

n. Факторное отображение Bn->Yn 

обозначим через ср. Положим Hn=xp(Sn~l). Возьмем произвольную ну­
мерацию {/гт: Y<COI> множества Нп, она существует в силу предполо­
жения континуум-гипотезы. 

В работе [1] построены топологический обратный спектр S== 
= { Х Р , я / : Y < P < G ) I } и дифференциальные структуры (Zp, 5> э ) , р < с о ь 

где Xb=Z$\}Hn, со следующими свойствами (все необходимые обозна­
чения находятся в работе [1]): 

1) Х$ гомеоморфно Yn; 
2) ^p\Zp гомеоморфно Нп\ 
3) я т

р есть почти гомеоморфизм при Y < P » 
4) если Y < P > Т 0 (Пу+1)~~1 hv==hy[]Jy+i= /Cv+i гомеоморфно отрез­

ку / , когда ftp есть точка первого рода, и конусу над ф - 1 (Л т ) , когда h$ 
является точкой второго рода; 

5) если 6 < Y < P и Ат является предельной точкой множества 
я 0

р (А б ) , то всякая точка * e / G T + 1 является предельной точкой множест­
ва Л б в пространстве (A^iFp); 

6) (Zp, диффеоморфно Rn, т. е. 2)$ содержит такую карту 
(Zp,<pp), что <pt(Zt)=Rn; 

7) если Y < P > т о (ZT, ф 7 ) ^ ^ ) в . 
Итак, обозначим через X предел топологизированного обратного 

спектра S и положим Mn = (Z9 3>)9 где 3) = U { ^ V P O i } > Z = U ZY. 

Таким образом, X — бикомпакт, дифференцируемое n-многообразие Mn: 

является открытым подмножеством X, а разность Х\Мп гомеоморфна 
компакту Нп. Пусть я т : Х-^Х^ — сквозные проекции спектра S. Введем 
следующие обозначения: 

£ v = = n v U " , Xa = na{Mn) = Xa\{h&:^<a}, 
X* = X\{h0}, я ^ я ^ х * . 

Ясно, что Я 1 * является отображением пространства X* на Х\. Для от­
крытого множества UczMn через Ос мы будем обозначать такое наи-
большее открытое в С множество, что Uc f\Mn=U, т. е. Uc=C\(Mn\U)c

>г 

где С таково, что MnczCaX. 
С в о й с т в о 1. Из свойства 5 спектра S следует, что если ftp есть 

предельная точка множества я 0 (А6) при у ^ р, то я ftp cz Ау . 
Основное свойство отображения я 0 (см. [1, § 2]). Для любого зам­

кнутого подмножества F множества Мп множество щ ( / г ) \ я * F счетно. 
С в о й с т в о 2. Для любого замкнутого подмножества F множества 

ЛГ существует у:у<(оь такое, что я а(F) а \ я * F cz {ftp : а < р < у } 
Зля любого а < с о 1 . ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно основному свойству отображения я а , 
существует у:у<сох, такое, что я 0 ( / 7 ) \ я * F с : {ftp: Р < у}. Пусть я £ в 
s n j L . Ясно, что я ? : Х а - > Х . Тогда верно соотношение 
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(па

0Г1 (n0(F)\nfF) = (n%rl (n0(F))\(na

Q)-1 (nf F) => na(F)x«\n*F. 

Получаем 

^ ) * « \ я | F С Й Г 1 {ftp: P<Y}={%: <<P<Y} U { ( ^ Г * Ар: P < a}. 

По построению спектра S {(я?)""1 ftp: p < a} cz Xa\Hn, но я а | ^ n — 

гомеоморфизм, тогда я а (F) Х а \ я * F cz {ftp: a <J P < y}. 
С в о й с т в о 3. Пусть система (A\, A?), i<=N, такова, что А]()А21 = 

= 0 и А{ замкнуты в Мп, тогда существует у:у<.(ох, такое, что 
пу (А\) замкнуты в Ху и я у (А)) (] пу (А?) = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого множества 'AJ существует 
уц 'Уп<(ди такое, что для любого у :yij<y<(0\ справедливо равенство 

х 
Лу (М) у = ЛуА{. Это следует из свойства 2. Возьмем у<®и такое, что 
у->уи для любого i и /. Это у и будет искомым. 

С в о й с т в о 4. Я1* : Х*-+Хх — замкнутое отображение. 
Это свойство очевидно следует из построения спектра. 
Отметим, что если множество F замкнуто в Мп, то 

я 0 (FX)=^(F), л\ (Fx*)~^f* . 
Это следует из непрерывности и замкнутости отображений яо, 

С в о й с т в о 5. _Для любого множества F, замкнутого в Мп

у мно­
жества n0(Fx)\nf (Fx), л] (Fx*)\(n\f (Fx*) счетны. 

Это следует из свойства 2, основного свойства отображения яо и 
вышеприведенного замечания. 

С в о й с т в о 6. Для любого множества U, открытого в Мп, мно­
жества л0(Ох)\л$ (Vх), л? (Ux*)\(n*f (Vх*) счетны. 

Это свойство двойственно свойству 5. 
П р е д л о ж е н и е 3 [1, § 2, предложение 2.2]. Многообразие Мп 

совершенно нормально и наследственно сепарабельно. 

§ 3. 5-сильно бесконечномерное n-многообразие, которое А-слабо 
бесконечномерно 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть пространство Хх является S-сильно 
бесконечномерным, тогда многообразие Мп является S-сильно бесконеч­
номерным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (A*1, A* 2 ) , i<=N, — система, такая, что 
множество Aзамкнуто в Хи Ail(]Ai2=0 и для любой системы перего­
родок (С{) (d — перегородка между At 1 и Ai2) верно утверждение 

(1) р| Ct имеет мощность не меньшую мощности континуума для 
t • * t=i 

любого n^N. 
Такая система существует в силу предложения 1. 

Пусть US — такие окрестности множества А[, ЧТО U\{]U]=0 для 
всех i (все окрестности и замыкания подмножеств Хх берутся в этом 
же пространстве), и пусть F\ = МпЛ (л\у1 (Щ = (л1)'~1 (U}i). Для того 
чтобы доказать предложение, достаточно показать, что 

п 

(2) fj В{Ф0 для любых перегородок Bi между множествами F*1 

и Fi2 для любого n^N. 
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Пусть Mn\Bi=Vil\JVi2, где Vil и V? суть дизъюнктные окрестности 
^ х* _ X* 

множеств Ft1, F{

2. Положим Dt=X*\V\ 11Й • Поскольку (я!)""1 U[ cz 
cz V{ , множество Д является перегородкой в X* (напомним, Х*= 
=X\{h0}) между (я*)"" А) и (я*) - 1 Л?. Согласно предложению 2 и свой­
ству 4 (о том, что Я 1 * замкнуто)' множество it\*(Di) является перего­
родкой в Хх между At1 и Ai2. Поэтому из (1) вытекает утверждение 

п 
(3) для любого W G J V пересечение р | я* (Dt) .имеет мощность не 

меньше континуума. 
Следовательно, для проверки истинности соотношения (2) доста­

точно показать, что 

(4) для любого n^N множество f] л\ ( £ * ) \ я * В г счетно. 
i=i 

В дальнейшем нам потребуются два следующих элементарных 
теоретико-множественных факта: 

(5) П Р « \ П Q A <= U (P«\Q«); 
а а а 

(6) U U Qa С U (P« \Q. ) . 
а а а 

Таким образом, для доказательства утверждения (4) достаточно (со­
гласно свойству (5)) показать, что множество ni {Di)\nt Bt счет­
но. А для этого согласно свойству 2 из § 2 достаточно проверить, что 

(7) множество л\ ( 0 - ) \ я х (Bt) счетно. 

Имеем X^iBJczK^VbUn^Vf) и п \ ( D t ) c z X ^ n ^ V l * * U ( я ! ) # v f \ 
Следовательно, 

я! (Dt)\nL (Bt) cz (я,(V\) U *i(V?)) \ ( («Ij* V}** U (я!)* V?*) cz 

cz (согласно (6)) cz (лг {V\)\(nxf Vх?*) U К ( ^ ) \ ( я 1 ) * V?**) с 

d ( я ! ( У ! Х * ) \ ( Я ! ) * У]**) U (я! ( ^ Х * ) \ ( я 1 ) * vf\ 
Но последнее множество счетно в силу свойства 6 из § 2. Итак, ут­
верждение (7) проверено. Предложение доказано. 

Пусть теперь В — одноточечная компактификация пространства 
[)Qn (см. следствие леммы), вложенная в Q°°, / : Mi->Q°° — отображе­
ние менгеровской кривой, о построении которого было объявлено Ан­
дерсоном в [31 Множество f~lB вложим в Sn~l (f~lB будет выполнять 
роль множества А). На том этапе, когда мы выбираем нумерацию 
{ha: a<coi} множества Нп, потребуем, чтобы h0 была той точкой, ко­
торой мы компактифицировали [)Qn. 

Тогда l i=^i\{/ io} 5-сильно бесконечномерно, так как содержит 
5-сильно бесконечномерное замкнутое подмножество []Qn (см. следст­
вие леммы). В силу предложения 4 многообразие Мп является S-силь­
но бесконечномерным. 

Теперь докажем, что Мп А-слабо бесконечномерно. Пусть пары 
(At1, Ai2) таковы, что А/ замкнуты в Мп, Aix[\A?=0. Тогда согласно 
свойству 3 из § 2 существует у<сои такое, что лу (А\) замкнуты в Х т 

и пу(А})()Пу(А*) = 0. Но по теореме множество Х^ Л-слабо бесконеч-
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номерно, так как является суммой подмножества шара В п и подмно­
жеств кубов In, леЛГ. Тогда существует система (Bi) перегородок меж-

будет системой перегородок между Л, 1 и А? в Мп с пустым пересече­
нием. 

Итак, Мп — Л-слабо бесконечномерное, но 5-сильно бесконечно­
мерное дифференцируемое я-многообразие. 
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СОПРЯГАЮЩИЕ БАЗИС АВТОМОРФИЗМЫ СВОБОДНОЙ ГРУППЫ 

Пусть Fn (п>2) — свободная группа хо свободными образующи­
ми аи ап и пусть AutF„ — группа автоморфизмов свободной группы 
Fn- Автоморфизм из группы AutFn называется сопрягающим автомор­
физмом, если он отображает каждую образующую ар в слово вида 
W^1 (аъ ... , ап) aip Wp (аъ ... , ап). Автоморфизм из группы Aut Fn назы­
вается сопрягающим базис автоморфизмом (см. [1]), если он отобра­
жает каждую образующую ар в слово вида W^1 (аъ ... , an)apWp\аъ ... 
... ,ап). Группа сопрягающих базис автоморфизмов ЗЛЛ порождается 
автоморфизмами (см. [2]) 

г и : а% -+атх ataj (1 < i, j < п\ i ф j) (1) 

и определяющими соотношениями {см. [1]) 
&i,jekj = EkjEifI (1фк\ 1ф1\ \ Ф Щ % 

(2) 

Подгруппа группы сопрягающих автоморфизмов, состоящая из тех 
автоморфизмов, которые отображают на себя произведение аха2... anf 

является группой кос 23„ (см., например, [3]). Она порождается авто­
морфизмами 

Подгруппа группы кос Шл, порожденная автоморфизмами 

р 1 - , / = (7/_1СГ/_2 . . . Oi+iO^ai+i . . . <7/_2<X/_i (1 

является группой крашеных кос 5Й„ (см. [4]). Центр группы кос 58^ 
при п>2 совпадает с бесконечной циклической группой, порожденной 
элементом рьгрьз... Pi.n (см. [5]). Центр группы крашеных кос SR„ при 

ду пу(А\) и Пу(Ац) в Хуу такая, что р | Bt—0. Следовательно, (пу 
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