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Singular periodic solutions of polynomial differential equations.
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Abstract. We consider the problem of periodic solutions of the equation

𝑧̇ = 𝑧𝑚 + 𝑎1(𝑡)𝑧
𝑚−1 + · · ·+ 𝑎𝑚−1(𝑡)𝑧 + 𝑎𝑚(𝑡), 𝑧 ∈ C,

with coefficients 𝑎𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 periodic in 𝑡. It is known that equations of this type can
have, in addition to ordinary periodic solutions, also special periodic solutions that have a finite
number of discontinuities in the period. The compactification procedure for the phase space of
an equation makes it possible to determine the conditions that limit the number of ordinary
periodic solutions, as well as to describe the mechanism for changing the structure of periodic
solutions in terms of rotation numbers.

Keywords: compactification of phase space, periodic solutions, singular periodic solutions,
rotation numbers, modromy mapping

1. Особые периодические решения

Задача о числе периодических решений полиномиального дифференциального
уравнения вида

𝑧̇ = 𝑧𝑚 + 𝑎1(𝑡, 𝜀)𝑧
𝑚−1 + · · ·+ 𝑎𝑚−1(𝑡, 𝜀)𝑧 + 𝑎𝑚(𝑡, 𝜀), 𝑧 ∈ R,C, (1)

где 𝑎𝑘(𝑡, 𝜀) — вещественные тригонометрические полиномы периода 2𝜋, представляет
собой ослабленный вариант 16-ой проблемы Гильберта1. Для решения этой задачи
используются различные подходы: метод В.А. Плисса, заключающийся в комплек-
сификации уравнения (1), геометрический метод [2], метод интегралов Дарбу [3].

1Задача о взаимном расположении ветвей действительной алгебраической кривой на плоскости.
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Здесь рассматривается задача о бифуркациях периодических решений этого
уравнения. Известно (В.А. Плисс, [1]), что изменение числа 2𝜋−периодических реше-
ний такого уравнения при изменении параметра 𝜀 связано с появлением так называе-
мых особых периодических решений, имеющих конечное число разрывов на периоде.
В настоящей работе предлагается описание этого феномена, основанное на процедуре
компактификации фазового пространства уравнения (1).

Процедура компактификации позволяет свести задачу о существовании особых
периодических решений к задаче cуществования замкнутых траекторий системы на
компактном фазовом пространстве. Запишем уравнение (1) в виде автономной си-
стемы

𝜙̇ = 1, 𝑧̇ = 𝑧𝑚 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝜙, 𝜀)𝑧
𝑚−𝑘, (2)

фазовое пространство которой либо 𝑆1 × R, если 𝑧 ∈ R, либо 𝑆1 × C, если 𝑧 ∈ C.

Сделаем замену 𝑧 = tg
𝜃

2
, −𝜋 < 𝜃 < 𝜋, после которой система (2) представляется в

виде

𝜙̇ = 1, 𝜃 cos𝑚−2 𝜃

2
= 2

[︃
sin𝑚 𝜃

2
+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝜙, 𝜀) sin
𝑚−𝑘 𝜃

2
cos𝑘

𝜃

2

]︃
,

или, после замены времени

𝑑𝜙

𝑑𝜏
= cos𝑚−2 𝜃

2
,

𝑑𝜃

𝑑𝜏
= 2

[︃
sin𝑚 𝜃

2
+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝜙, 𝜀) sin
𝑚−𝑘 𝜃

2
cos𝑘

𝜃

2

]︃
, (3)

Рис. 1. Замкнутые траектории на торе, соответствующие периодическим решени-
ям (1) c одним разрывом на периоде

Для удобства будем обозначать дифференцирование по новому времени 𝜏 также точ-
кой над фазовой переменной. Система (3) определяет аналитическое векторное поле
на 𝑆1 × R. Для того, чтобы получить векторное поле на компактном пространстве,
необходимо отождествть окружности 𝜃 = ±𝜋. Такое отождествление приводит к то-
ру T2 при четном 𝑚, так как поле на этих окружностях согласовано, и к бутылке
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Клейна 𝐾2 при нечетном 𝑚, так как поле на окружностях 𝜃 = ±𝜋 имеет противопо-
ложные знаки2.

Ясно, что особым периодическим решениям (1) соответствуют замкнутые траек-
тории системы (3), делающие несколько обротов по координате 𝜃. Механизм появле-
ния осбых периодических решений придумал академик Я.Б. Зельдович, предложив
идею компактификации фазового пространства уравнения Риккати. Он изучал осо-
бые периодические решения уравнения Риккати для моделирования взрывов (в аст-
рофизике) и фактически переоткрыл теорию А. Пуанкаре, но не успел опубликовать
свои результаты [4].

2. Число вращения

Уточним условия сущетвования числа вращения у потока на торе, порождаемое
системой

𝜙̇ = 𝑢(𝜙, 𝜃), 𝜃 = 𝑣(𝜙, 𝜃). (4)

Допустим, что этот поток не имеет особых точек и, кроме того, не имеет ячеек Риба3.
Тогда существует число вращения

𝜌 = lim
𝑡→∞

𝜃(𝑡, 𝜙0, 𝜃0)

𝜙(𝑡, 𝜙0, 𝜃0)
,

не зависящее от начальных данных. Это следствие леммы 7.1.2 из [6]. Если система

Рис. 2. Число вращения системы 9.

(4) непрерывно зависит от параметра, то число вращения его непрерывная функция.
2Предполагается, что координата 𝜙 соответствует параллели тора, 𝜃 — меридиану.
3Так называется конструкция, введенная французким математиком Ж. Рибом в 1952 году для

нужд теории трехмерных слоений. Двумерный случай подробно описан в книге [5], то есть гораздо
раньше. Примером поля на торе с ячейками Риба дает система

𝜙̇ = sin 𝜃, 𝜃 = cos2 𝜃.
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На графике зависимости числа вращения от параметра 𝜀 системы (3) наблюдаются
ступеньки — интервалы постоянства числа вращения (интервалы устойчивости числа
вращения по терминологии В.А. Плисса). В интервале постоянства число вращения
всегда рационально ([8], лемма 11.1) . Критерий принадлежности числа вращения
интервалу постоянства — отсутствие сопряжения линейной системе

𝜙̇ = 𝑝, 𝜃 = 𝑞, 𝑝/𝑞 ∈ Q.

Это следствие предложения 2.1 из [7].

Теорема 1. Пусть (𝛼, 𝛽) — интервал постоянства числа вращения потока, порож-
даемого системой (3). Тогда для любого 𝜀 ∈ (𝛼, 𝛽) поток структурно устойчив.

Доказательство. Неособые структурно устойчивые потоки на торе имеют 2𝑘 за-
мкнутых траекторий, причем 𝑘 траекторий асимптотически устойчивы при 𝑡 → ∞
и 𝑘 траекторий — при 𝑡 → −∞ ([9], [10]). Все замкнутые траектории имеют одина-
ковый топологический тип. Единственно возможной бифуркацией в этом случае —
это слияние устойчивой и неустойчивой траеторий, не изменяющее число вращения.
Функция последования в окрестности образующейся полустойчивой траектории не
меняет знак. Но согласно лемме 11.2 из [8] число вращения такой траектории не
принадлежит интервалу постоянства. Теорема доказана.

Таким образом, из теоремы следует, что при достижении парметра конца ин-
тервала постоянства числа вращения происходит бифуркация, сводящаяся к сле-
дующему: возникает одно полуустойчивое периодическое решение (параболический
случай), либо континуум периодических решений (эллиптический случай).

Неособые периодические решения уравнение (1) имеет только при нулевом числе
вращения системы (3), количество разрывов на периоде особого периодического ре-
шения определяет числитель числа вращения. Возникновение особых периодических
решений при изменении параметров уравнения, иллюстрирует рис. 2. На бутылке
Клейна неособый поток всегда имеет периодическое решение, то есть его число вра-
щения всегда равно нулю и уравнение (1) не имеет особых периодических решений.
Далее будем считать, что 𝑚 четное число.

3. Уравнение Риккати

При 𝑚 = 2 уравнение (1) не что иное, как уравнение Риккати

𝑧̇ = 𝑧2 + 𝑎1(𝑡, 𝜀)𝑧 + 𝑎2(𝑡, 𝜀). (5)

Для вещественного случая процедура компактификации дает систему на торе

𝜙̇ = 1, 𝜃 = 𝑎2(𝜙, 𝜀) + 1 + (𝑎2(𝜙, 𝜀)− 1) cos 𝜃 + 𝑎1(𝜙, 𝜀) sin 𝜃. (6)
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Число вращения ситемы (8) является полным топологическим инвариантом [11]. Ес-
ли число вращения целое, то поток на торе структурно устойчивый, неблуждающее
множество состоит из двух замкнутых гиперболических траекторий. В случае неце-
лого числа вращения возможны две случая: либо все траектории замкнуты (число
вращения 𝜌 рационально, 𝜌 ̸= 0), либо все траектории всюду плотны (𝜌 — иррацио-
нально).

Естественной компактификацией фазового пространства комплексного уравне-
ния (7) является многообразие 𝑆1 × 𝑆2, получаемым при одноточечной компакти-
фикации комплексной плоскости. Поток на этом многообразиями действует дробно-
линейными преобразованиями со значениями в группе SL(2,C):

𝑃 𝑡
𝜀(𝑧) =

𝛼(𝑡, 𝜀)𝑧 + 𝛽(𝑡, 𝜀)

𝛾(𝑡, 𝜀)𝑧 + 𝛿(𝑡, 𝜀)
, 𝛼(𝑡, 𝜀)𝛿(𝑡, 𝜀)− 𝛽(𝑡, 𝜀)𝛾(𝑡, 𝜀) = 1.

Отображение монодромии 𝒫𝜀(𝑧) = 𝑃 2𝜋
𝜀 (𝑧) является преобразованием Мёбиуса сфе-

ры Римана. Анализ динамики преобразования Мёбиуса основывается на следующих
известных его свойствах.

1. Это преобразование всегда имеет неподвижные точки (две или одну), которым
соответствуют 2𝜋-периодические решения комплексного уравнения Риккати.

2. Любая окружность на сфере Римана преобразуется в окружность (круговое
свойство).

Лемма 1. Для любого отображения Мёбиуса 𝒫 существует предел

𝛾 = 𝛿 + 𝑖𝜌 =
1

2𝜋
lim
𝑛→∞

ln𝒫𝑛(𝑧)

𝑛
,

который не зависит от 𝑧.

Доказательство следует из известной теоремы анализа, которая утверждает, что
любое пaреобразование Мёбиуса сферы Римана линейным преобразованием может
быть приведено к виду

1. 𝑤 = 𝑒𝛿+𝑖2𝜋𝜌𝑧, 𝛿 ̸= 0, 𝜌 ̸∈ Z, (локсодромический случай);
2. 𝑤 = 𝑒𝛿𝑧, 𝛿 ̸= 0, (гиперболический случай);
3. 𝑤 = 𝑒𝑖2𝜋𝜌𝑧, (эллиптический случай);
4. 𝑤 = 𝑧 + 1, (параболический случай).

Число 𝛿 — это показатель Ляпунова гиперболической замкнутой траектории.
Число 𝜌 можно рассматривать как число вращения, определенное с точностью до
целого.

Очевидно, что 2𝜋-периодические решения уранения Риккати определяются непо-
движными точками отображения монодромии, число которых не превышает двух.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2024, 3
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Поэтому теорема о топологической структуре решений комплексного уравнения Рик-
кати формулируется так.

Теорема 2. Для потока на компактификации 𝑆1 × 𝑆2 уравнения (7) выполняется
одна из следующих альтернатив:

1. существуют два гиперболических 2𝜋-периодических решения, другие решения
стремятся к ним при 𝑡→ ±∞;

2. существует два устойчивых по Ляпунову комплексных 2𝜋-периодических ре-
шения, остальные решения либо периодические, либо квазипериодические;

3. существует одно полустойчивое 2𝜋-периодическое решение, остальные реше-
ния стремятся к нему при 𝑡→ ±∞.

Доказательство. Если отображение монодромии гиперболическое или локсодро-
мическое, то оно имеет две неподвижные точки, которым соответствуют два ги-
перболических 2𝜋-периодических решения уравнения Риккати. Когда отображение
монодромии гиперболично, то число вращения целое, а семейству инвариантных
окружностей соответствует семейство инвариантных торов, пересекающихся по 2𝜋-
периодическим решениям. В локсодромическом случае инварианных торов нет, но
имеется семейство инвариантных цилиндров, накручивающихся на эти периодиче-
ские решения.

Если отображение монодромии эллиптическое, то двум его неподвижным точкам
соответствует пара устойчивых по Ляпунову комплексных 2𝜋-периодических реше-
ния. Кроме того, существует семейство вложенных непересекающихся инвариантных
торов, движение на которых определяется линейным векторным полем (1, 𝜌).

Третий случай соответствует параболичности отображения монодромии. Един-
ственная неподвижная точка определяет полуустойчивое 2𝜋-решение, других перио-
дических решений нет. Это происходит, когда два периодических решени сливаются
в одно. Существует семейство инвариантных торов, касающихся друг друга по пери-
одическому решению. Теорема доказана.

В нашем случае уравнение Риккати в комплексной области имеет инвариантный
цилиндр. Это позводяет его компактифицировать стандартным образом и опреде-
лить число вращения (а также показатели Ляпунова). Такое уравнение не может
определять локсодромическое отображение монодромии. В общем случае, если соот-
ветствующее преобразование Мёбиуса имеет семейство инвариантных окружностей,
то существует инвариантная прямая, которая переводится линейным преобразование
в действительную ось и применимы результаты для вещественного случая.

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (64)’ 2024



80

Заметим также, что отображение монодромии для потока на торе, не будет его
полным топологическим инвариантом. Числа вращения потока и отображения мо-
нодромии одинаковы, но замкнутой траектории, делающей 𝑛 оборотов по меридиану
тора соответсвует просто неподвижная точка отображения, т. е. оно “забывает” го-
мотопический тип периодического решения.

4. Компактификация в комплексной области

Как уже отмечалось, процедура компатификации фазового пространства 𝑆1 ×C
уравнения (1) приводит к потоку 𝑃 𝑡

𝜀(𝑧) на многообразии 𝑆1 × 𝑆2, причем цилин-
дру 𝑆1 × R соответствует инвариантный тор. Фазовое пространство потока можно
изобразить в виде двух концентрических сфер, у которых отождествляются точки,
лежащие на лучах из общего центра. Кольцо, соединяющее диаметры сфер, соответ-
ствует вещественному инвариантному тору.

Рис. 3. Периодическая траектория на инвариантном торе, соответствующая пе-
риодическому решению с двмя разрывами на периоде. Пунктирные окружности, по
которым склеивается кольцо, соответствуют координате 𝜃 в (3), ортогональные к
ним отрезки — координате 𝜙. Здесь координаты (𝜙, 𝜃) поменялись ролями: 𝜙 опре-
деляет меридианы, 𝜃 — параллели тора.

Следовательно, отображение монодромии 𝒫𝜀(𝑧) = 𝑃 2𝜋
𝜀 (𝑧) будет аналитическим

гомеоморфизмом сферы 𝑆2, имеющим инвариантную окружность. Чтобы понять,
как отображение монодроми устроено вне инвариантного тора, сделаем преобразо-
вание

𝑧 → 𝑧 − 𝑖

𝑧 + 𝑖

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2024, 3



81

отображает верхнюю полуплоскость в диск 𝐷 = {𝑧 : |𝑧| < 1}. Сужение отображения
монодромии 𝒫𝜀 на этот диск — аналитический гомеоморфизм 𝐷. Поведение 𝒫𝜀 на
𝐷 описывается теоремой Данжуа-Вольфа4 ([12], теорема 5.4):

Теорема. Пусть 𝑓 : 𝐷 → 𝐷 — прозвольное голоморфнoе отображение, не являю-
щееся автоморфизмом 𝐷. Тогда либо

1. f является “вращением” (относительно метрики Пуанкаре) вокруг некоторой
неподвижной точки 𝑧0 ∈ 𝐷, либо, в противном случае,

2. последовательные итерации 𝑓𝑛 равномерно сходятся на компактных подмно-
жествах 𝐷 к постоянной функции 𝑧 ↦→ 𝑧0, где 𝑧0 может принадлежать либо
открытому диску 𝐷, либо его граничной окружности.

Переведем эту теорему комплексного анализа на язык динамических систем.
Отображение 𝑓 оставляет неизменными гиперболические диски с центром в 𝑧0, если
𝑧0 ∈ 𝐷, и диски, касающиеся единичной окружности в 𝑧0, если 𝑧0 ∈ 𝜕𝐷. Таким обра-
зом, 𝑧0 является неподвижной точкой 𝑓 , причем неподвижная точка асимптотически
устойчива, когда 𝑧0 ∈ 𝐷.

Будем называть отображение 𝒫𝜀 эллиптическим, если оно является вращени-
ем в смысле пункта 1) этой теоремы, гиперболическим, если 𝒫𝑛

𝜀 (𝑧) → 𝑧0, 𝑧0 ∈ 𝐷,
параболическим, если 𝒫𝑛

𝜀 (𝑧) → 𝑧0, 𝑧0 ∈ 𝜕𝐷 при 𝑛→ ∞. Переход от гиперболическо-
го случая к параблическому при изменении параметра 𝜀 описывается бифуркацией
“седло-узел”. Рисунки 4, 5 представляют фазовые портреты 𝒫𝜀 для трех указанных
случаев5.

Качественное поведение траекторий на многообразии 𝑆1 × 𝑆2 описывается сле-
дующим утверждением (сравните с теоремой 6.6 из [13]).

Теорема 3. Компактификация системы (2) приводит к следующим альтернати-
вам для потока на 𝑆1 × 𝑆2 .

1. Существуют 2𝑘+2 гиперболических периодических решений, из них 2𝑘 веще-
ственные и лежат на инвариантном торе, 2 решения комплексные.

2. Существует одно полустойчивое периодическое решение, остальные решения
стремятся к нему при 𝑡→ ±∞.

4В настоящее время эта теорема переживает ренессанс, хотя она была доказана в 20-е годы
прошедшего века. Это связано с появившимися приложениями в комплексном анализе и теории
динамических систем.

5При построении фазовых портретов cтруктурно устойчивых диффеоморфизмов используют-
ся общепринятые обозначения: 𝛼 — источник, 𝜎 — седло, 𝜔 — сток. Кроме того, изображаются
сепаратрисы седел.
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3. Существует два устойчивых по Ляпунову комплексных периодических реше-
ния, остальные решения либо периодические, либо квазипериодические.

Доказательство. Небходимо отметить, что инвариатному тору потока соответствует
инвариантная окружность отображения монодромии. Пусть число вращения потока
на инвариатном торе рационально и поток структурно устойчивый (число вращения
принадлежит интервалу постоянства). Тогда отображение монодромии гипрболично
и его неблуждающее множество остоит из 𝑘 источников, 𝑘 седел и двух стоков (см.
рис. 4), то есть 𝒫𝜀 — гомеоморфизм Морса-Смейла. Соответственно поток имеет
𝑘 экспоненциально неустойчивых замкнутых траекторий, 𝑘 — седловых замкнутых
траекторий и две экспоненциально устойчивые замкнутые траектории.

Рис. 4. Гиперболическое отображение монодромии 𝒫𝜀 с тремя источниками, тре-
мя седлами и двумя стоками.

Если число вращения рационально и принадлежит границе интервала постоян-
ства, то отображение монодромии параболично и поок на 𝑆1 × 𝑆2 имеет единствен-
ное вещественное периодическое решение. Эту ситуацию иллюстрирует левая часть
рис. 5.

Альтернативой для существования одного полуусойчивого периодического реше-
ния на границе постоянства числа вращения является существования континуума
периодических решений на инвариантных торах потока (правая часть рис. 5). При
этом существует пара устойчивых по Ляпунову комплексных периодических реше-
ний. Теорема доказана.

Изменение числа периодических траекторий системы (3) происходит либо в ре-
зультате бифуркации “седло-узел”, когда все периодические точки 𝒫𝜀 сливаются в
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Рис. 5. Параболическое (слева) и эллиптическое (справа) отображение монодро-
мии 𝒫𝜀.

одну на инвариантной окружности, либо в континуум периодических точек. Обосно-
вание этого сценария фактически содержится в [17] после формулировки результатов
на языке динамических систем.

Заметим, что в отличие от случая уравнения Риккати гиперболические периоди-
ческие решения, о которых идет речь в формулировке теоремы, могут иметь период
кратный 2𝜋. Это так называемые субгармонические решения, соответстующие дроб-
ным значениям числа вращения.

5. Заключительные замечания

Как уже отмечалось, метод компактификации фазового пространства уравне-
ния (1) не дает универсального подхода к оценке числа периодических решений этого
уравнения. Целью данной работы является описание механизма появления особых
периодических решений. Преимущество предложенного метода заключается в том,
что уравнение 𝒫𝜀(𝑧) − 𝑧 = 0 для нахождения периодических решений определено
на всей сфере. Метод комплексификации Плисса ([8], § 9) использует запись в ко-
ординатах 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 уравнения (1) и исследования отображения монодромии 𝑔(𝑐, 𝜀)

полученной системы. В данном случае уравнение 𝑔(𝑐, 𝜀) − 𝑐 = 0 не разрешимо для
особых периодических решений 𝑧(𝑡, 𝑐, 𝜀). Кроме того, метод компактификации гео-
метрически более нагляден, чем метод, предложенный Плиссом.

Предложенный метод позволяет единообразно и кратко описать с единой точ-
ки зрения полученные ранее результаты относительно периодических решений (1).
Например, уравнение Риккати

𝑧̇ = (𝜆2𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡))𝑧2 + 1 (7)
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с 2𝜋-периодическими коэффициентами является проективизацией линейного уравне-
ния второго порядка

𝑥̈+ (𝜆2𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡))𝑥 = 0. (8)

Числа 𝜆, при которых существуют 2𝜋-периодические (2𝜋-антипериодические) реше-
ния этого уравнения называются собственными значениями периодической краевой
задачи. Очевидно, собственные значения — это граничные точки интервалов посто-
янства числа вращения 𝜌(𝜆) потока, порождаемого компактификацией (7). Таким
образом, задача об асимптотике собственных значений является, по существу, зада-
чей об асимптотике границ интервалов устойчивости6 уравнения (8). Этой тематике
посвящено значительное число публикаций (см. [14], [15] и приведенную там литера-
туру), в некоторых из которых используется редукция уравнения (8) к уравнению
Риккати.

Метод компактификации позволяет также уточнить некоторые уже известные
утверждения, касающиеся этой проблемы. Например, в теореме 5 из [16] утвержда-
ется, что уравнение вида

𝑧̇ = 𝑧2𝑚 + 𝑎(𝑡)𝑧2 + 𝑏(𝑡)𝑧 + 𝑐(𝑡)

может иметь любое заданное число 𝑛 гиперболических периодических траекторий,
что противоречит теореме 4.1 (число 𝑛 должно быть четным).

В некоторых случаях компактификация фазового пространства облегчает полу-
чить верхние оценки числа таких решений. Рассмотрим уравнение [2]

𝑧̇ = (𝑧2 − 1)(𝑧2 + 𝑎(𝑡)𝑧 + 𝑏(𝑡)), 𝑎(𝑡+ 2𝜋) = 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡+ 2𝜋) = 𝑏(𝑡).

Процедура компактификации дает систему

𝜙̇ =
1

2
(1 + cos 𝜃), 𝜃 = − cos 𝜃(1 + 𝑏(𝜙) + 𝑎(𝜙) sin 𝜃 + (𝑏(𝜙)− 1) cos 𝜃).

Эта система имеет два периодических решения 𝜃 = ±𝜋
2
, гомотопных параллели то-

ра, так что число вращения этой системы равно нулю. Эти решения разбивают тор
на две инвариантные области, во внутренности котрых содержится четное число пе-
риодических траекторий7. Но сужение системы на эти области не может содержать
более двух таких траекторий. Таким образом, эта система имеет не более шести 2𝜋-
периодических решений.

6Положив 𝑎(𝑡) ≡ 1 получим задачу о границе лакун в спектре оператора Шредингера с перио-
дическим потенциалом.

7Если система не сопряжена линейной.
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6. Приложение: вычисление числа вращения

Вычисление числа вращения гомеоморфизма трансверсальной окружности не
очень просто, поэтому предлагается алгоритм его вычисления при некоторых огра-
ничениях на векторное поле (3). Система Maple позволяет достаточно эффективно
вычислять числа вращения полиномиальных векторных полей на торе (конечно, на
производительном компьютере). Здесь приводится рабочий лист для подсчета числа
вращения системы

𝜙̇ = cos2 𝜃
2
,

𝜃 = 2 sin4 𝜃
2
+ 2(𝜀+ sin𝜙+ sin 2𝜙) sin3 𝜃

2
cos 𝜃

2
+

+2(𝜀+ sin𝜙+ sin 2𝜙) sin2 𝜃
2
cos2 𝜃

2
−

−2(sin𝜙− sin 2𝜙) sin 𝜃
2
cos3 𝜃

2
+ 2(cos 5𝜙+ 𝜀) cos4 𝜃

2
,

(9)

в зависимости от параметра 𝜀.

restart;
with(DEtools);

RotNum:=proc(p,q,step)
local DS,dsol,ftheta,point,epsilon;
global s;
s:=NULL;
for lambda from p by step to q do
DS:={diff(phi(t),t)=.5+.5*cos(theta(t)),

diff(theta(t),t)=2*(sin(theta(t)/2)^4
+(epsilon+sin(phi(t))+sin(2*phi(t))
*sin(theta(t)/2)^3*cos(theta(t)/2)

+(epsilon+sin(phi(t))+sin(2*phi(t)))
*sin(theta(t)/2)^2*cos(theta(t)/2)^2
-(sin(phi(t))-sin(2*phi(t)))
*sin(theta(t)/2)*cos(theta(t)/2)^3

+(cos(5*phi(t))+epsilon)*cos(theta(t)/2)^4)};
dsol := dsolve({op(DS),(phi(0)=0,theta(0)=1)},
numeric,output=listprocedure,maxfun = 10000000);
ftheta:=eval([phi(t),theta(t)],dsol);
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point:=ftheta(10000)/10000;
s:=s, [epsilon,point[2]/point[1]];

end do
end proc:
RotNum(-1,2,.005):
graph:=plot([s],style=POINT,axes=FRAMED,

labels=[e,r],labelfont=[SYMBOL,16],
symbol=POINT,color=BLUE):

plots[display]({graph},color=BLUE);

Аргументы процедуры RotNum: p,q — концы интервала изменения парамера 𝜀,
step — шаг. Точность вычисления задается параметром maxfun, который равен числу
вычисляемых точек на выбранной траектории.
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