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Abstract. As you know, a network model is a plan for performing some complex of
interrelated operations, given in the form of a network, the graphical representation of which is
called a network graph. At the same time, all the interrelationships of the work to be performed
require a clear definition. Network planning is one of the most well-known applications of graph
theory and is widely used in practice.

In English-language literature, this technique is called the Project Evaluation and Review
Technique (PERT). The tasks solved using the network planning method are to reduce the
duration of the entire project to a minimum and rationally allocate labor and other resources
throughout its execution.

Network planning can be used, for example, when solving the problem of creating long-range
radar stations, when planning roadway reconstruction, in construction, in process management
at enterprises, when planning maintenance of communication systems, when planning assembly
operations and when solving a large number of other applied tasks. Thus, the development of
methods for the computer implementation of algorithms for the study of network graphs is a
very urgent task.

In the case when the duration of work is deterministic, the main task is to determine the
critical path 󰯹 the longest path along the graph. It is the length of this path that determines the
duration of the entire project, and therefore its increase is unacceptable. In this regard, the most
responsible and qualified specialists should be appointed to work on the critical path. However,
in practice, this case is rare. More often there are cases when the actual time of completion of
the work is not known to us exactly (by chance). In this case, the question arises: what is the
probability that the actual execution time of the complex of works will not exceed a given value
or will be in a given interval? The solution of these issues is obviously very important for practice,
when planning real work packages.
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Solving problems of this kind presents significant computational difficulties. Solving problems
related to network graphs using the Wolfram Mathematica system turns out to be very effective.
This system, especially its latest versions, contains a number of tools that allow you to study
network graphs with random operation times. The use of these capabilities turns out to be very
useful both in solving real-world applied problems, and in the educational process of economic
and technical universities, in studying disciplines related to operations research and computer
modeling.

This article is devoted to solving problems for the study of network graphs with random
work time using the Wolfram Mathematica system.

Keywords: network model, Wolfram Mathematica system.

Введение

Как и󰑬вестно, сетева󰑱 модел󰑭 представл󰑱ет собой план выполнени󰑱 некоторого
комплекса в󰑬аимосв󰑱󰑬анных операций, 󰑬аданный в специфической форме сети, гра-
фическое и󰑬обра󰑨ение которой на󰑬ываетс󰑱 сетевым графиком (сетевым графом).
Отличител󰑭ной особенност󰑭󰑧 сетевой модели 󰑱вл󰑱етс󰑱 четкое определение всех в󰑬а-
имосв󰑱󰑬ей работ, которые дол󰑨ны быт󰑭 проведены. Сетевое планирование, то ест󰑭
планирование комплексов операций, основанное на ра󰑬работке сетевых моделей, 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 одним и󰑬 наиболее и󰑬вестных прило󰑨ений теории графов. Оно широко при-
мен󰑱етс󰑱 на практике. 󰑪адачи, решаемые с помощ󰑭󰑧 метода сетевого планировани󰑱,
сформулированы, например, в [1]. Эти 󰑬адачи 󰑬акл󰑧ча󰑧тс󰑱 в сокращении до мини-
мума длител󰑭ности всего проекта и рационал󰑭ном распределении трудовых и других
ресурсов по всему времени его исполнени󰑱. Пример применени󰑱 сетевого планирова-
ни󰑱 к решени󰑧 󰑬адачи со󰑬дани󰑱 радиолокационных станций дал󰑭него обнару󰑨ени󰑱
приведен в [2]. Стат󰑭󰑱 [3] посв󰑱щена испол󰑭󰑬овани󰑧 сетевых графов при планирова-
нии работ по реконструкции доро󰑨ного полотна, стат󰑭󰑱 [4] 󰯹 сетевому планировани󰑧
в строител󰑭стве, В работах [5]–[15] пока󰑬аны во󰑬мо󰑨ности применени󰑱 сетевого пла-
нировани󰑱 в других област󰑱х. Таким обра󰑬ом, ра󰑬работка методов комп󰑭󰑧терной
реали󰑬ации алгоритмов исследовани󰑱 сетевых графов 󰑱вл󰑱етс󰑱 вес󰑭ма актуал󰑭ной
󰑬адачей.

Случай, когда врем󰑱 выполнени󰑱 отдел󰑭ных работ 󰑬адано 󰑬аранее, рассмотрен
в [11]. Как и󰑬вестно, в этом случае основной 󰑬адачей 󰑱вл󰑱етс󰑱 определение кри-
тического пути 󰯹 наиболее продол󰑨ител󰑭ного пути по графу. Именно продол󰑨и-
тел󰑭ност󰑭 этого пути определ󰑱ет продол󰑨ител󰑭ност󰑭 всего проекта, и поэтому ее
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увеличение недопустимо. Однако на практике этот случай встречаетс󰑱 редко. Ча-
ще встреча󰑧тс󰑱 случаи, когда фактическое врем󰑱 выполнени󰑱 работы в точности
неи󰑬вестно (случайно). В этом случае во󰑬никает вопрос: какова веро󰑱тност󰑭 того,
что фактическое врем󰑱 выполнени󰑱 комплекса работ не прев󰑬ойдет 󰑬аданной вели-
чины? Рассмотрени󰑧 случа󰑱, когда врем󰑱 выполнени󰑱 работ случайно и посв󰑱щена
насто󰑱ща󰑱 стат󰑭󰑱.

Цел󰑭󰑧 данной стат󰑭и 󰑱вл󰑱етс󰑱 исследование во󰑬мо󰑨ностей системы
Mathematica по анали󰑬у сетевых графиков со случайным временем.

1. Анали󰑬 сетевых графиков со случайным временем

Пуст󰑭 tопт 󰯹 оптимистическа󰑱 оценка длител󰑭ности рассматриваемой работы,
tпес 󰯹 пессимистическа󰑱, tвер 󰯹 веро󰑱тна󰑱 оценка длител󰑭ности этой работы. Тогда
в качестве оценки математического о󰑨идани󰑱 продол󰑨ител󰑭ности рассматриваемой
работы испол󰑭󰑬уетс󰑱 следу󰑧ща󰑱 оценка (см. [16])

m =
tопт + 4tвер + tпес

6
,

а в качестве среднего квадратичного отклонени󰑱 беретс󰑱 следу󰑧ща󰑱 оценка

σ =
tпес − tопт

6
.

В реал󰑭ных исследовани󰑱х предполагаетс󰑱, что длител󰑭ност󰑭 работы ест󰑭 слу-
чайна󰑱 величина, име󰑧ща󰑱 гамма-распределение. Параметры этого распределени󰑱
наход󰑱тс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом (см. например, [16]):

β =
σ2

m
;

α =
m2

σ2
.

Длина ка󰑨дого пути сетевого графика представл󰑱ет собой сумму случайных ве-
личин, име󰑧щих гамма-распределение. Система Mathematica по󰑬вол󰑱ет оцениват󰑭
веро󰑱тности событий, св󰑱󰑬анных с этой случайной величиной, в частности, веро-
󰑱тност󰑭 того, что продол󰑨ител󰑭ност󰑭 комплекса работ не превысит определенного
󰑬начени󰑱, или будет находит󰑭с󰑱 в 󰑬аданном интервале.

Исходными данными дл󰑱 алгоритма решени󰑱 рассматриваемой 󰑬адачи 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
веро󰑱тные продол󰑨ител󰑭ности всех работ. Сам алгоритм вкл󰑧чает в себ󰑱 следу󰑧щие
шаги.
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Алгоритм вычислени󰑱 характеристик комплекса работ

Вход: матрица детерминированных оценок продол󰑨ител󰑭ности работ
Выход: веро󰑱тности событий полных путей сетевого графа

1. Вычисление оптимистических и пессимистических оценок продол󰑨ител󰑭ностей ра-
бот.

2. Вычисление оценок математического о󰑨идани󰑱 и среднего квадратического откло-
нени󰑱 продол󰑨ител󰑭ностей работ.

3. Построение параметров гамма распределений дл󰑱 всех продол󰑨ител󰑭ностей работ.
4. Построение мно󰑨ества полных путей по сетевому графу.
5. Построение критического пути и вычисление его длины дл󰑱 соответству󰑧щего де-

терминированного сетевого графа.
6. Построение векторов, содер󰑨ащих параметры гамма-распределени󰑱 дл󰑱 всех работ,

ле󰑨ащих на критическом пути.
7. Построение массива реали󰑬аций случайной величины, представл󰑱󰑧щей суммарну󰑧

временну󰑧 прот󰑱󰑨енност󰑭 работ, принадле󰑨ащих ка󰑨дому полному пути.
8. Вычисление веро󰑱тностей интересу󰑧щих нас событий, св󰑱󰑬анных с полными пут󰑱ми

по сетевому графу.

2. Пример реали󰑬ации алгоритма

Строим матрицу, соответству󰑧щу󰑧 оценкам продол󰑨ител󰑭ностей работ.

XX =

󰀳

󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁃

0 8 0 13 0 14 0 0 0 0 0 0

0 0 9 5 10 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 10 7 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 10 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 9 0 17 12 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 19

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

󰀴

󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁄

.
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Строим матрицы, соответству󰑧щие оптимистическим и пессимистическим оцен-
кам продол󰑨ител󰑭ностей работ. Дл󰑱 построени󰑱 пессимистических и оптимистиче-
ских оценок продол󰑨ител󰑭ности работы умно󰑨аем 󰑬начение о󰑨идаемой продол󰑨и-
тел󰑭ности работы на величину соответственно 1 + R1i,j и 1 − R1i,j, где R1i,j 󰯹 слу-
чайное число и󰑬 проме󰑨утка [0, 1; 0, 3].

Строим матрицы параметров соответству󰑧щих гамма-распределений.

После этого находим все пути по графу от вершины 1 до вершины 12 (полные пу-
ти). В верси󰑱х Wolfram Mathematica до дев󰑱той вкл󰑧чител󰑭но во󰑬мо󰑨ности сделат󰑭

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023
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это непосредственно не было, вследствие чего приходилос󰑭 испол󰑭󰑬оват󰑭 специал󰑭-
ный алгоритм на основе матрицы сме󰑨ности графа.

Сначала строим мно󰑨ество всех подмно󰑨еств мно󰑨ества вершин графа.

󰑪атем выбираем и󰑬 этого мно󰑨ества элементы, в которые вход󰑱т вершины 1 и
12, соответству󰑧щие начал󰑭ному и 󰑬аверша󰑧щему событи󰑱м.

Далее строим мно󰑨ество полных путей. Делаетс󰑱 это следу󰑧щим обра󰑬ом. Стро-
им матрицу сме󰑨ности соответству󰑧щего нев󰑬вешенного графа (в ней на пересече-
нии i-й строки и j-го столбца будет сто󰑱т󰑭 1, если соответству󰑧щие вершины соедине-
ны ме󰑨ду собой, и нул󰑭 в противном случае). 󰑪атем дл󰑱 всех элементов мно󰑨ества 2,
в которое вход󰑱т все мно󰑨ества вершин графа, вкл󰑧ча󰑧щие начал󰑭ну󰑧 и конечну󰑧,
находим прои󰑬ведени󰑱 󰑬начений элементов построенной матрицы сме󰑨ности вдол󰑭
всего пути, соответству󰑧щего данному элементу. Очевидно, что если такой пут󰑭 в
графе существует, то это прои󰑬ведение не равно нул󰑧. Добавл󰑱ем его к мно󰑨еству
полных путей по сетевому графу, после чего находим его длину дл󰑱 случа󰑱, когда
продол󰑨ител󰑭ности работ равны о󰑨идаемым (детерминированы).
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В верси󰑱х системы, начина󰑱 с дес󰑱той, по󰑱вилас󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 решат󰑭 эту 󰑬адачу
непосредственно.

Далее вводим команду, по󰑬вол󰑱󰑧щу󰑧 построит󰑭 граф по его матрице сме󰑨ности,
после чего система выводит его графическое представление. После этого вводитс󰑱
команда, по которой непосредственно строитс󰑱 мно󰑨ество всех полных путей. Та-
ким обра󰑬ом, количество полных путей, построенных двум󰑱 описанными способами,
совпадает.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023
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Найдем критический пут󰑭 на графе и его длину, счита󰑱, что времена работ де-
терминированы.
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Видно, что критический пут󰑭 на графе проходит чере󰑬 вершины 1, 4, 5, 7, 10, 12
и его продол󰑨ител󰑭ност󰑭 при детерминированных временах работы составл󰑱ет 61.

Дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 этого пути мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 и другой способ, описанный
нами в [11], а именно, умно󰑨ит󰑭 длины всех дуг графа на −1 и найти кратчай-
ший пут󰑭 по внов󰑭 построенному графу с помощ󰑭󰑧 специал󰑭ной команды системы
Mathematica, испол󰑭󰑬у󰑧щей алгоритм Форда-Беллмана.

󰑪атем строим вектора, содер󰑨ащие параметры распределени󰑱 дл󰑱 работ ка󰑨дого
полного пути.

Последн󰑱󰑱 команда строит массив реали󰑬аций случайной величины, представл󰑱-
󰑧щей суммарну󰑧 временну󰑧 прот󰑱󰑨енност󰑭 работ, принадле󰑨ащих ка󰑨дому пол-
ному пути. После этого рассчитыва󰑧тс󰑱 веро󰑱тности интересу󰑧щих событий.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023
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Находим, например, веро󰑱тност󰑭 того, что длина 16 пути в списке полных пу-
тей (то ест󰑭 врем󰑱 выполнени󰑱 работ, принадле󰑨ащих этому пути) не прев󰑬ойдет
63. Этот пут󰑭 будет вкл󰑧чат󰑭 в себ󰑱 вершины с номерами 1, 4, 5, 7, 10, 12. Имен-
но этот пут󰑭, как ука󰑬ано выше, был критическим в графе с детерминированными
продол󰑨ител󰑭ност󰑱ми работ.

Вычисление этой веро󰑱тности длитс󰑱 достаточно долго (139,6 секунд), при этом
система выдает следу󰑧щие сообщени󰑱:

NIntegrate::slwcon: Numerical integration converging too slowly; suspect
one of the following: singularity, value of the integration is 0, highly
oscillatory integrand, or WorkingPrecision too small.

NIntegrate::eincr: The global error of the strategy GlobalAdaptive has
increased more than 2000 times. The global error is expected to decrease
monotonically after a number of integrand evaluations. Suspect one of
the following: the working precision is insufficient for the specified
precision goal; the integrand is highly oscillatory or it is not a
(piecewise) smooth function; or the true value of the integral is 0.
Increasing the value of the GlobalAdaptive option MaxErrorIncreases
might lead to a convergent numerical integration. NIntegrate obtained
0.8686657861290231‘ and 0.00020234133716988634‘ for the integral and
error estimates.

Эти сообщени󰑱 свидетел󰑭ству󰑧т о медленной сходимости процесса расчета ин-
тегралов, вычисление которых необходимо дл󰑱 расчета требуемой веро󰑱тности. 󰑪на-
чок ≈, вход󰑱щий в две последние команды, представл󰑱ет собой специал󰑭ный символ
системы Mathematica и набираетс󰑱 последовател󰑭ным на󰑨атием клавиши ESC, вво-
дом слова dist и снова на󰑨атием клавиши ESC.

Найдем тепер󰑭 веро󰑱тност󰑭 того, что длина этого пути будет находит󰑭с󰑱 в про-
ме󰑨утке от 58 до 63.
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󰑪акл󰑧чение

Система Wolfram Mathematica по󰑬вол󰑱ет эффективно исследоват󰑭 сетевые гра-
фы, в которых учитываетс󰑱 случайный характер длител󰑭ностей работ.

Дл󰑱 вычислений мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 ра󰑬личные способы: как основанные на
встроенных командах системы Mathematica, реали󰑬ованные в ее новых верси󰑱х, так
и способы, в ходе реали󰑬ации которых лучше видно содер󰑨ание 󰑬адач, решаемых
при анали󰑬е сетевых графов.

Первый подход лучше испол󰑭󰑬оват󰑭 при решении конкретных прикладных 󰑬адач,
второй 󰯹 в ходе учебного процесса, когда студентам надо дат󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 увидет󰑭
сут󰑭 рассматриваемой методики.
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