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УДК 517.968.7 
 

А.В. Псху 
 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ КОН-
ТИНУАЛЬНОГО ПОРЯДКА 

 
1. Рассмотрим дифференциальное уравнение  

( ) ( ) ( )xfxuxuD x =+ λβα ],[
0 ,     10 ≤< β ,                      (1) 

где 
( ) ( )∫=

β

α

βα dtxuDxuD t
xx 0

],[
0  

- оператор интегродифференцирования континуального порядка ([1], 
[2, с. 41]); t

xD0  - дробная производная порядка t  в смысле Римана-
Лиувилля (см. напр. [2, с.13]). 
 В работе [3] для оператора ],[

0
βα

xD  были построены аналоги 
формулы Ньютона-Лейбница и решена задача Коши для уравнения (1) 
при 0=λ . В этой работе построено решение задачи Коши для урав-
нения (1) для произвольного положительного λ .  
 Задача Коши. Найти решение ( )xuu = , ],0[ ax∈ , уравнения 
(1), такое, что ( ) ( )aCaCxxux ,0],0[ln/ 11 ∩∈− β  и удовлетворяющее ус-
ловию 

( ) 0
]1,1[

00
lim uxuD xx

=−−

→

βα .                                           (2) 

Условие (2) может быть записано в эквивалентной форме ([5]) 

( ) ( )β

β

Γ
=

−

→

0
1

0 ln
lim

u
xu

x
x

x
. 

2. Далее будем обозначать через 
( )( ) ( ) ( )∫ −=∗

x
dttxhtgxhg

0
 

свертку функций ( )xg  и ( )xh . 
 Теорема 1. Пусть функция ( )xv  является решением задачи 

( ) ( ) 1],[
0 =+ xvxvD x λβα ,   ( ) 00 =v . 

Тогда решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (2), предста-
вимо в виде 

( ) ( ) ( ) ( )xwxfxwuxu ∗+= 0 ,                                      (3) 
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где ( ) ( )xvxw ′= . 
3. Рассмотрим оператор 

( ) ( )( ) ( )∫
∞ +−+ 






−=≡

0

,1
,1

1,, dt
x
texthxhVxhV tt
ν

µλ
ν

µλνµ
λ

νµ
λ ,   10 <<ν , 

( ) ( ) ( ) ( )
( )∫ +Γ
−

=≡
−+

x
t

dt
t
txththVthV

0

1
1, ,

µλ

µλ
µ

λ
µ

λ  

определенный для неотрицательных µ  и λ ; 

( ) ( ) ( )∑
∞

= +−Γ+Γ
=

0

,
,

k

k

kk
zze

δβµα
δµ
βα  

- функция типа Райта ([4]) 
Лемма. 1) Если µδ ≤ , то 

( ) ( )xhVxhVD x
νδµ

λ
νµ

λ
δ ,,
0

−= .                                  (4) 
2) Если функция ( )xh  непрерывна в нуле и имеет суммируемую произ-
водную, то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhVxhxhVxhVD x ′+
Γ

+
∂
∂

=
−

νµ
λ

µ
νµ

λ
νµ

λ
ν

µµ
λ ,

1
,,

0 0 .              (5) 

3) Если µβα ≤< , то 

( ) ( ) ( )xhVxhVxhVD x
νβµ

λ
ναµ

λ
νµ

λ
βα

µ
,,,],[

0
−− −=

∂
∂ .                    (6) 

4) Если функция ( )xh  непрерывна в нуле, то 

( ) ( )




>+
=+

=
→ .1,0

,1,0
lim ,

0 νµ
νµνµ

λ

f
xhV

x
                                (7) 

4. Рассмотрим функцию  

( ) xeVxv νµ
λλ µ

νµ ,,;
∂
∂

−≡ . 

Из (6) следует, что если µν ≤ , то  
( ) xx

x eVeVxvD νµ
λ

ννµ
λλ

ν νµ ,,],0[
0 ,; −= − .                        (8) 

Из (4) и (5) получаем 
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( ) ( ) ( )
x

x
x eVxxvxvDeV νµ

λ

µ

λλ
νννµ

λ µ
νµλνµ ,

1
],0[

0
, ,;,; +

Γ
+−==

−
− .             (9) 

Подставляя (9) в (8), приходим к равенству 

( ) ( ) ( )µ
νµλνµ

µ

λλ
ν

Γ
+−=

−1
],0[

0 ,;,; xxvxvD x .                   (10) 

В силу (7) имеем ( ) 0,;0 =νµλv , если νµ −>1 . Поэтому из (10) следу-
ет, что функция ( )νλ ,1;xv  удовлетворяет условиям теоремы 1, сфор-
мулированным для функции ( )xv . Кроме того, из существования 
функции ( )xv  и представления (3), следует единственность задачи (1), 
(2). Поэтому, так как в силу (4) 

( ) ( )νν λλ ,0;,1; xvxv
dx
d

= , 

справедлива 
Теорема 2. Решение ( )xu , ],0[ ax∈ , ∞≤< a0  уравнения 

( ) ( ) ( )xfxuxuD x =+ λν ],0[
0 ,   10 ≤<ν , 

такое, что ( ) ( )aCaCxxux ,0],0[ln/ 11 ∩∈−ν  и удовлетворяющее усло-
вию 

( ) 0
]1,1[

00
lim uxuD xx

=−−

→

ν , 

существует, единственно и представимо в виде 
( ) ( ) ( ) ( )xwxfxwuxu ∗+= 0 , 

где ( ) ( )νλ ,0;xvxw = . 
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