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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЛАГРАНЖЕВЫ МНОГООБРАЗИЯ 

И КОМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД ВКБ 
Г. А. Воропаева, В. Л. Дубнов, В. П. Маслов 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе понятия и результаты, содержащиеся в 
предыдущей статье данного тома, специфицируются путем до­
бавления элементов асимптотического лагранжева анализа и 
используются для изложения схемы построения асимптотиче­
ского решения типа ВКБ дифференциальных и псевдодиффе­
ренциальных уравнений с малым параметром. При этом мы, 
постарались сделать понятными геометрическую суть и внут­
реннюю связь результатов работ [Г, 4, 5, 7]. 

Мы будем пользоваться всеми обозначениями и определе­
ниями предыдущей статьи и ссылаться на нее с помощью рим­
ской цифры I, добавляя ее впереди номеров параграфов, пунк­
тов и формул. После того, как в статье I были введены квази­
формы на асимптотическом многообразии и гомоморфизм 
ограничения дифференциальных форм в Rn на асимптотическое 
многообразие в С71, лагранжевость асимптотического многообра­
зия в объемлющем пространстве с симплектическои структурой 
определяется естественным образом (§ 1). Столь же автомати­
чески вводится понятие лагранжева асимптотического многооб­
разия, лежащего на нулевом уровне вещественной функции 
Гамильтона, что дает возможность строить, как и в классиче­
ском случае, ©-асимптотические решения уравнения Гамиль-
тоня—Якоби как производящие функции асимптотического 
лагранжева многообразия. Однако такое асимптотическое реше­
ние осмысленно в рамках комплексного метода ВКБ лишь если 
его мнимая часть автодиссипативна, т. е. порождает данную 
диссипацию (ср. с [5]). Соответствующее свойство асимптоти­
ческих лагранжевых многообразий — диссипативность — опре­
деляется вполне аналогично тому, как это делается для род­
ственных объектов в работах [1,7] ( § 2 ) . Широко изве­
стно построение лагранжева многообразия на нулевом 
уровне функции Гамильтона с помощью интегральных 
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кривых гамильтонова векторного поля, выходящих трансвер-
сально из начально изотропного многообразия (см., например, 
[2]). Аналогичная конструкция для асимптотических многообра­
зий, подготовленная материалом § 1.10, содержится в § 3; она 
названа Я-расширением. Для того, чтобы //-расширение было 
диссйпативным, достаточно, чтобы начальное изотропное асимп­
тотическое многообразие обладало определенным СВОЙСТВОМ 
диссипативности (§ 4). Построенное диссипативное лагранжево 
асимптотическое многообразие позволяет не только найти 
©-асимптотическое решение задачи Коши для уравнения Га­
мильтона—Якоби, имеющее автодиссипативную мнимую часть., 
но и получить по теории возмущений /г, ©-асимптотическое реше­
ние нелинейного уравнения первого порядка с малым пара­
метром при производных, однородного относительно неизвест­
ной функции и ее производных (§ 5). 

Задачу Коши для нестационарного уравнения Гамильтона— 
Якоби с комплексной функцией Гамильтона: 

4f-+^(-|§,^,^)-0, S(x,t0) = S0(x) 
можно было бы рассмотреть в рамках предыдущей схемы, рас­
сматривая t как дополнительную фазовую координату и пере­
ходя к вещественной функции Гамильтона, например,. 
И (рй, р, x0> х) = | Ра + 2$ (p> x> xo) |2. Однако это потребовало 
бы предположения, что Im Яв (——• х, 0] имеет оценку 
0((lm So)1'2). Поэтому мы отдельно рассматриваем эволюциони­
рующие конструкции, делая только обычное предположение, 
что I m ^ < 0 (§6) . 

Описанные конструкции на асимптотических лагранжевых 
многообразиях хороши для теоретических целей: они достаточ­
но прозрачны и дают теоремы существования и единственности 
асимптотических решений. Они включают в себя ©-асимптотиче­
ское решение системы Гамильтона, а его, как правило, можно 
получить лишь в виде ©-асимптотического ряда. В § 7 показа­
но, что решение системы Гамильтона лишь с ТОЧНОСТЬЮ 0(©)) 
(ЧТО СВОДИТСЯ к решению вещественной системы Гамильтона и 
системы в вариациях) позволяет найти фазу на //-расширении 
с точностью 0(Ф3/2). Это значит, что для вычисления фазы 
в -j- -приближении используются квазикарты асимптотического 
многообразия первого приближения (см. § 1.12), которое полу­
чается путем «огрубления» из рассматриваемого //-расширения. 
Развитие этой мысли естественно приводит к заданию на 
асимптотическом многообразии первого приближения структу­
ры, аналогичной структуре лагранжева многообразия (§ 8), 
она называется с-лагранжевой структурой. Наиболее просто 
устроенным примером с-лагранжевой структуры является вве-
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дениый в книге [4] лагранжев комплексный росток (§ 9). Рабо­
та завершается обсуждением и локальным решением уравнения 
переноса на с-лагранжевом многообразии и примерами 
(§10—11). 

З а м е ч а н и е об о б о з н а ч е н и я х . Кроме соглашений 
об обозначениях, сделанных в начале I, которых мы придержи­
ваемся и здесь, договоримся о следующем: 

1) Векторные индексы пишутся, как правило, внизу; при 
использовании векторно-матричных обозначений векторы пред­
ставляются столбцами. 

2) Обозначение типа (Р, Q) означает почти всегда не скаляр­
ное произведение, а вектор (Ри .. .,Р„, Qu .. .,Qn)\ если Р и 
Q—/г-мерные векторы (или наборы из и-компоиент), Icz{\, •.., п}, 
то (Q/, Pj-) обозначает и-вектор с компонентами Q;, iQl, и Plt 
i$I, упорядоченными в порядке возрастания i, например, при 
л = 3 , /=={1, 3}, (Q/, Рт) = (Qi, P2> Q\i) (здесь 7 — дополнение 
множества /) . 

3) Если &={&ij)i,]-*•[,....«-—матрица, то <S t обозначает матри­
цу (&и)и&-

4) Расположение строк и столбцов в матрицах первых и вто­
рых производных следующее: i — номер строки, / — номер 
столбца. 

dQ _ /dGj_\ d4i _! дН- > 

§ I. ИЗОТРОПНЫЕ И ЛАГРАНЖЕВЫ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ 
МНОГООБРАЗИЯ 

1.1. Пусть на вещественном подмножестве Г комплексного 
фазового пространства С" X С" с координатами р==(р1, ..., рп), 
•7 — (<7i. • • .1 •7п) задана структура асимптотического многообра­
зия Ш. Обозначим 9- —p |j-,fl.-=ij|;i- (см.-'п. 1.8.9). Назовем Tt 

изотропным, если квазиформа yd-O.—У ^dil j локально точна. 
Всякую первообразную формы 4PdC- на ffl. будем называть дейст­
вием на .Ш.1) 

Если размерность изотропного асимптотического многообра­
зия SW в фазовом пространстве С2" равна п, то будем называть 
Ш лагранжевьш асимптотическим многообразием. 

•) Здесь уместно отметить, что разность двух первообразных одной и той 
же 1-формь: на асимптотическом многообразии -ЗЛ вовсе не обязательно 
является константой (см. п. 1.4.2). 
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Квазикарту (£), г) асимптотического многообразия в С2" 
будем называть изотропной (лагранжевой в случае /г-мерной 

п 

квазикарты), если ©-асимптотическая форма а = J^ Zjdzn+j точна-
7 - 1 

Изотропное асимптотическое многообразие имеет квазиатлас, 
состоящий из изотропных квазикарт. Мы будем использовать 
следующие стандартные обозначения, относящиеся к изотроп­
ной квазикарте (©, г): 

z-= (Ри . . . , P „ , Q b . . . , Q » ) - - (P, Q), a = PdQ. 
Набор (£., Р, Q, W), где dW=PdQ, будем называть изотроп­
ной квазикартой с действием. 

Перестройка (см. § 1.8) Д'|= (£), Р', Q') изотропной квази­
карты А-=(®, Р, Q) также является изотропной квазикартой. 
Если при этом (Р', Q')—(y&s*(F, G)(P, Q) и W — первообразная 
'©-асимптотической формы PdQ, то li7' = o*as*(.F, G) W — перво­
образная ©-асимптотической формы P'dQ'. Изотропную ква-
зикарту с действием (®, Р'\, Q', W) назовем перестройкой ква-
зикарты с действием (©, Р, Q, W). 

Семейство (A--)ag^, Aa^=(£>a, Pa, Qa,Wa) изотропных квази-
карт с действием будем называть квазиатласом изотропного 
асимптотического многообразия Ж с действием 2В, если 
квазикарты (£>a, P a , Qa) образуют квазиатлас асимптотического 
многообразия 2Я, а семейство (Wa)agA определяет квазифунк­
цию 2В на 3)1. 

1.2. Пусть -ЗЯ—-лагранжево асимптотическое многообразие 
в С'рХС'д с носителем Г, / с { 1 , 2, . . . , « } . Будем говорить, что 
SJt 1'-регулярно в точке у&, если (векторная) квазифункция 
(О.,, $-) с-регулярна в точке у. Будем говорить, что асимптоти­
ческое многообразие 9Л I-неособо, если оно /-регулярно во всех 
точках своего носителя. Если /—{1, 2, . . . , n } = 0 , то 7-неособое 
асимптотическое многообразие будем называть просто неособым. 

Аналогичная терминология будет использоваться и по отно­
шению к квазикарте, (2>, Р, Q): мы будем говорить об /-регу­
лярности точки чпШ($>), /-неособых и просто неособых квази-
картах. 

1.3. Т е о р е м а . Пусть Ш — лагранжево асимптотическое 
многообразие с носителем Г. Тогда для любого у&Т найдется 
такое / с { 1 , 2 , . . . , п), что Ш /-регулярно в точке -у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать утверждение на 
уровне квазикарт, т. е. для любой квазикарты (2>, Р, Q) и лю­
бой точки tn&N(£>) показать, что существует такое /, для кото­
рого m /-регулярна. 

Обозначим c(dPj)m = uh
 c(dQj)m=y.; так как 35-асимптотиче-

ская функция (Р, Q) с-регулярна, то для любого комплексного 
касательного вектора | в точке m равенства <i|, Ui> = . . . 
. . . -=<£, «п> = <|, vi>= .. . =-<|, vn) влекут 1 = 0. 
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Пусть среди форм vi,..., vn имеется ровно k линейно не­
зависимых- Для удобства обозначений будем считать, что 
V]_, . . . , vh линейно независимы. Покажем, что формы Ь ь . . . ' , vh, 
uh+i,. .., ип линейно независимы; это будет, означать, что точка 
т {1, - . ., k)-регулярна. Предположим противное. Тогда найдет­
ся комплексный касательный вектор | , отличный от нуля, кото­
рый аннулирует все эти формы; 

<1, Иг>=о, ; - = Г . . , , k, 
(I, Uj>=0, ) ' = Н 1 п. • 

Поскольку \ 1 1 . - . , t i „ линейно выражаются через Vi,'.,.., 'vk, то' 
< I, vt ) = 0 и при i = /e + l , . . .,п. Пусть ' £ 1 , . . . . £й —векторы, 

для которых ( •=;, Vj > =-=5i,, i, j — 1,..., k. Применим форму 
п 

СЙ — ^ Г ^ Д ^ к паре векторов £, •!,.. Так как, в силу лагранже-
вости рассматриваемой квазикарты ©-асимптотическая форма 

" • 

dPiAdQi тривиальна, то со = 0, и мы имеем 
*=-1 , 

Таким образом, все формы ni, . . . , ы„, г>\,..., vn аннулируются 
вектором I, что противоречит предположению -|{ne}0. 

З а м е ч а н и е , В случае, если Ж — многообразие • (см. при­
мер 1° в п. 7.2), доказанная теорема превращается в известное 
утверждение о существовании канонических координат на лаг-
ранжевом многообразии. 

1.4. Стандартная симплектическая структура в R2" (кососка-
• " 

ляриое произведение [х, У] — ^(*(У;.,., —^-..'.У/)) выделяет класс 

изоморфизмов, сохраняющих эту структуру— (линейные) симп-
лектические преобразования. Симплектическое преобразование 
s : R- '^R2" действует также в C2n.=0R-n;. рассматривая s как 
изоморфизм пространства С2", мы будем называть его , вещест­
венным симплектическим преобразованием. Если (Р, Q) —функ­
ция со значениями в С2" = С"ХСП, то будем пользоваться 
обозначением s ° (Р, Q) = (Р°, Q"). • 

Л е м м а . Если (£>, P, Q, W)—изотропная квазщсарта.с 
действием в С2т1, s — вещественное симплектическое преобразо­
вание пространства С2", 

W* = W+ -• < />-, Q- >.-r--j < P , Q >, СД-!) 
то (£), Р\ Q\ W") также является изотропной квазикартой-с 
действием. ... . . . . .... 

2 

7-945 97 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Прямое вычисление с учетом того, 
что s сохраняет кососкалярное произведение, дает: 

п п 

Поэтому ©-асимптотическая функция W является первообраз­
ной ©-асимптотической формы PsdQs. 

Мы будем использовать обозначение (Р, Q, W)s для тройки 
(Р-, Qs, W*), где (Р-, Qs)==Sa(P! Q), a Ws определяется форму­
лой (\Л). Если s-, s2 — вещественные симплектические преобра­
зования, то ((Р, Q, W)^y' = (P, Q, "7)^i. 

1.5. П р е д л о ж е н и е . Пусть Ш — изотропное асимптоти­
ческое .многообразие в C2n, s: C2n{to}C2n — вещественное сиплек-
тическое преобразование. Тогда: 

1) s£W— изотропное асимптотическое многообразие; 
2) если на 2Л имеется действие, определяемое квазиатласом 

( © а / Р а , Qa, ^ a ) n g . - , т о ©«-аСИМПТОТИчеСКИе функции 

^ a = Wa + i < P ^ Q J
a > — i < P a , Q t t) (Г2) 

определяют действие -на sEW. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение 1) следует из леммы 1.4. 

Для доказательства утверждения 2) достаточно проверить, что 
из согласованности семейства (Wa)apA следует, что и семейство 
(Wa)agA согласовано, а это вытекает из того, что (©, ©')-асимп-
тотическая замена переменных является гомоморфизмом соответ­
ствующих алгебр As (£>){to}As (£У) и таким образом коммутирует 
с операциями умножения (скалярных) • ©-асимптотических (соот­
ветственно, ©'-асимптотических) функций и взятия линейной ком­
бинации таких функций. Ш 

О б о з н а ч е н и е : если (©a, Pa, Qa, Wa)a^A~квазиатлас изо­
тропного асимптотического многообразия Ш с действием 9$, то 
действие на sSK, определяемое семейством ©-.-асимптотических 
функций (1.2), будем обозначать через ШК 

1.6. Сопоставим каждому / с{1 , 2 , . . . , п) симплектическое 
преобразование 2/г-мерного фазового пространства 5/, действую­
щее по формулам 

/>'--( . .?,. - - 7 - ) ' Яч = [ЯпРт)-
Это преобразование обладает тем свойством, что переводит 
/-неособое лагранжево многообразие в неособое. 

Если действие Ш на S01 представляется в квазикарте (£>,P,Q) 
©-асимптотической функцией W, то действие SB ' на S;Wl пред­
ставляется в квазикарте (©, Рч, Q г) ©-асимптотической функ­
цией 

W, = W + ± < Ps/, Qs/ )-1(P,Q) = ^ — 2 PIQJ- 0-3> 
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Преобразование s, позволит нам в дальнейшем переносить 
все конструкции, вводимые для неособых лагранжевых асимпто-. 
тических многообразий, на случай /-неособого асимптотического1 

многообразия, а также ограничиваться рассмотрением неособык 
лагранжевых квазикарт при доказательстве утверждений ло­
кального характера. 

В качестве примера рассмотрим перестройки 7-неособых 
лагранжевых квазикарт с действием. 

1.7. Пусть A-=(S), P, Q, W) —-неособая лагранжева квази-
карта с действием, Q' — с-регулярная ©-асимптотическая функ­
ция, отличающаяся от Q на 0(Э1/2). Тогда, положив 

Р -<4(Q, Q')-0, W^al(Q,Q')W, (1.4> 
получим перестройку Д'=(®, Р', Q', W) квазикарты с действи-. 
ем Д. Формулы (1.4) дают общий вид перестройки неособой 
лагранжевой квазикарты с действием. Действительно, пусть Р',. 
Q', W определяются формулами 

P' = ols{F,G)P, Q' = als(F,0)Q, W' = a'l(F,Q)W, 
где F, G —с-регулярные ©-асимптотические функции. Тогда Q' 
с-регулярна в силу теоремы 1.5.6 и <-"*s0F\ 0) = o,*s(Q, Q').. 
согласно теореме 1.5.7. 

Пусть теперь Д=-=(Э, Р, Q, W) — /-неособая лагранжева 
квазикарта с' действием. Тогда, используя общий вид (1.4)' 
перестройки неособой карты с действием Д/=•= (й, (Р, Q, ХУ)"'),. 
получаем, что перестройка А' =•=(©, Р ' , Q', W') квазикарты А 
задается произвольной с-регулярной ©-асимптотической функ­
цией (Q/, Pj), отличающейся от (Q/, Рт) на О (Э1/2), с по­
мощью формул 

(P/. Qr)=<s((Q/- P7)« (Q/« p r ) ) (j3/' Qr)' 
W''=-<-;,((Q-.P/-). [QnPT))W. 

1.8. На лагранжевом многообразии имеются канонические 
локальные координаты вида (qI} р-). Введем аналог канониче­
ских координат для лагранжева асимптотического многообразия.. 

Пусть Я)— диссипация на n-мерном многообразии М, (Э, Рг 
Q) — /-неособая лагранжева квазикарта, у — (У\,.. ., уп) — ло­
кальные координаты на М, область определения которых имеет 
непустое пересечение с N(S). Координаты у будем называть 
I-допустимыми (в данной квазикарте), если 

Q—*/.---О(©•'-), /б/ , 
Р—^=0(35"-), уМ; 

{ 1 , . . . , п}-допустимые координаты будем называть просто до-'' 
пустимыми. 
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• I-канонической картой лагракжева асимптотического много­
образия ЯП-будем называть набор (©, P, Q, W, у), где (®, P, 
Q) —/-неособая квазикарта Ш, W— первообразная S-асимпто-
тической формы PdQ, у— /-допустимые координаты в квази-
карте (S, Р, Q), определенные в окрестности множества N (S) . 
{ 1 , . . . , nj-каноническую карту будем называть неособой. 

1.9. П р е д л о ж е н и е . Пусть Д= (®, Р, Q)—лагранжева 
квазикарта, mGN(S))—/-регулярная точка. Тогда существуют 
/-допустимые координаты в квазикарте Д, определенные в точ­
ке т. 

Доказательство следует из леммы 1.8.3. Н 
Из этого предложения следует, что лагранжево асимптоти­

ческое многообразие 9Л с- действием 28 имеет канонический 
атлас, т. е. такое семейство (£>а, Ра, Qa, Wa, У«.)арА / (а)-ка-
нонических карт, что семейство (£>а, Pa, Qa, У7-.)арл является 
квазиатласом для (5Й, 2В). Неособое лагранжево асимптотиче­
ское многообразие с действием имеет неособый (т. е. СОСТОЯ­
ЩИЙ из неособых канонических карт) канонический атлас. 

1.10. Фазой в неособой канонической карте (®, Р, Q, W, у) 
назовем ©-асимптотическую функцию 

0> = (fu(Q,y)W.-
I-фазой Ф- в /-канонической карте (О, Р, Q, W, у) назовем 

фазу в неособой канонической карте (£>, 5/°(Я, Q), Wr,y), где 
W/ определяется формулой (1.3): 

Пусть е,, . . . , .-„—-стандартный базис в R", / с { 1 , ...,п}. 
Обозначим через R/ подпространство в R", натянутое на век­
торы в), jQl. 

1.11. П р е д л о ж е н и е . Пусть подпространства R" и R"-
инвариантны относительно ортогонального оператора А в R" 
(со стандартным скалярным произведением), s—симплектическое 
преобразование в R" X R", индуцированное оператором А: 
.s (p, q) = (Ap, Aq). Тогда /-фаза Ф в /-канонической квази­
карте (S3, Р, Q, W, у) совпадает с /-фазой Фу в /-канонической 
карте (£), (Я, Q, W)s, Ay). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению, Ф совпадает с фазой 
в неособой канонической карте (£>, (Р, Q, W)4, у), а Ф5 —с фа­
зой в неособой канонической карте (Э, (Р, Q,W)S/S, Ay) = 
==(.©, (Я, Q, W)SS/, Ay), т .к . -s перестановочно с .S/. Поэтому 

достаточно провести доказательство лишь для случая неособых 
канонических карт (т. е. считать, что /-={1, . . . > я}). В этом 
•случае имеем: 

0 = ols(Q,y)W, (D----c.;.,(.AQ, Ay)W, 
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т. к. (Р, Q, Wy = (AP, AQ, W). Остается заметить Ч Т р 
o'lsiAQ, Ay) = a*s(Q, у) согласно теореме 1,5.7. 

1.12. Пусть £> — диссипация в R" и 5 — такая комплекс­
ная ©-асимптотическая функция, что ImdS-=0(S1/2). Пара 
(®, S) определяет лагранжево асимптотическое многообразие 
2Я с действием 5Ш посредством квазиатласа, состоящего из одной 
квазикарты (3), Р, Q, S), где ©-асимптотическая функция Q 
порождена вложением R"{to}C,1-=cRn, а компоненты ©-асимптоти­
ческой функции Р суть координаты формы dS. Назовем (£>, 5) 
производящей парой лагранжева асимптотического многообра­
зия 5Ш с действием 2В. 

Т е о р е м а . Производящая пара неособого • лагранжева 
асимптотического многообразия с действием существует и 
единственна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . ! . Единственность . Пусть (5D1, 38) — 
лагранжево асимптотическое многообразие с действием, и пусть 
(©, S), (ЗУ, 5') — его производящие пары. Этим производящим 
парам отвечают неособые канонические карты А — (©, —-, Q, S, id] 

' dS' \ 
и А'-=[©', .—-, Q', S', id), где Q и Q', соответственно, © 
асимптотическая и ©'-асимптотическая функции, порожденные 
тождественным отображением Rn->{cdot}Rn. Пусть q — произвольная 
точка из N (©). Точка q изображает в квазикарте А точку 
y = [dQ (-7)- <п носителя Ш; в квазикарте А' точка у также 
изображается точкой q. Отсюда, в частности, следует, что 
N (©)=• N(©'). По определению согласованности квазикарт.. 
найдутся такая открытая окрестность а точки q в N (©) и такая 
открытая окрестность и' точки q в N (©'), что 

(m"Q''s'l=x[m-'Q'sl 
где т£ !.(©,,, ©,',.) — асимптотическая замена переменных. Оператор т 
имеет вид т = т0оа*, где a —такой диффеоморфизм окрестности 
множества и' в R" на окрестность множества и, что S.V = о41©,,;, 
а T0 = a*s(id,F) для некоторой с-регулярной ©..-асимптотической 
функции E. При этом a(q)—q. 

Покажем, что ростки диссипаций © и © ' в точке q совпа­
дают (в силу произвольности q это будет означать,, что © = £>'). 
Пусть функция D представляет диссипацию ©„, а функция 
D' = o*D представляет ©«•. Тогда для x, близких к q, 

D' (x) = D,{x + (a(x)-x))= D (х) + (dD(x), a(x)~x ) +• ; 
+ 0(| or (*)-.* |-): (1.4> 

Так как <S(E, id) Q'u-==a'rQu, а ©„-асимптотическая" функция 
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«o*Qu представляется диффеоморфизмом а и cr*s(F, id)QU'-= 
— Q..'+G(©/1/2)> то o(x) — x = O(©«'1/2). Поэтому из (1.4) следует 

•оценка 
D(x)<c(D'(x) + (D'(x)-D(x)yi*), (1.5) 

где с —константа, зависящая от окрестности точки q. Пользуясь 
неравенством 

D' (x)^D' (x)1'2 < — D (x) + — D' (x), 
получаем из (1.5) неравенство вида D (x)<clD'(x). Мы локаль­
но оценили (вблизи £7) диссипацию © через ЗУ. В силу равно­
правия квазикарт А и Л', имеет место и оценка ©' через ©, что 
и означает совпадение ростков рассматриваемых диссипаций 
в точке q. 

Возвратимся к равенству Q«' = TQU. Для любой точки х&и' 
т него следует, что a(x) = х, так что и' = и. Но тогда Qu. = 
= QU, так как Q--=Q' (обе эти ©-асимптотические функции по­
рождены тождественным отображением). Итак, TQ„ — Qu и, 
тю теореме Г5.11, отсюда следует, что т — тождественный изо­
морфизм алгебры As (©„). Значит, 5,,-=5Ц и S = S' в силу 
произвольности точки q. 

П. Существование. Сначала докажем утверждение тео­
ремы для случая, когда асимптотическое многообразие Ш и дейст­
вие 2B определяются' одной неособой канонической картой 
(©, Р, Q, W,y). Пусть Ф —фаза в этой карте. Мы утверждаем, 
что {(у1)*©, {у1)*Ф) — производящая пара для (?0t, 28). Чтобы 
убедиться в этом, нужно проверить согласованность квазикарт 
•с действием А = (©, Я, Q, W) и Л°=(©°, Р°, Q», 5), где ©0 = 
= (#-•)*©, S==(£/-1)*Q, Q° — ©о-асимптотическая функция, порож-
денная тождественным отображением, Р° —т-•;• Д л я этого рас­
смотрим согласованную с Л° квазикарту с действием А' —(©, Р', 
.Q', W), где ( P ' . Q ' , ^ ' ) - ^ - 0 0 . Q°> S), и покажем, что А' — 
перестройка А. Действительно, Q' = y, W = Ф, Р'-=--—. Следо­
вательно, 

o:s(Q,i/)Q=-Q', a*s(Q,y)\F-® = ^ , 

-.".(Q. J/)-° = aa-.(Q, y ) % - ^ K . ( Q , i/)) W = ~? = P ' . 
Пусть теперь Да--=(©„, P a , Qa, Wa, уа)а^л,— неособый кано­

нический атлас для (5И, 2B), (©0«> So)—производящая пара для 
области £01 (Га) с действием SB-jjir,.,). гдеГа—нуль-образ квази­
карты (©a, Pa, Qa). В силу единственности производящей пары, 
диссипации ©оа образуют согласованное семейство локальных 
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сечений пучка ростков диссипации над Г0---- П Qa(-V(Sa))clR«; 
а6Д 

это семейство определяет диссипацию S06Disro. По той же при­
чине Soo-асимптотические функции Sa образуют согласованное 
семейство локальных сечений пучка ростков Ф0-асимптотиче-
ских функций, которое определяет ®0-асимптотическую функцию 
S, Итак, предъявлена производящая пара (£>0> S) для (SDt, Ж). 

Отметим еще раз использованные при доказательстве теоре­
мы локальные выражения для производящей пары (®0> -S) 
асимптотического лагранжева многообразия WI с действием 2Д: 
для любой неособой канонической карты (&, Р, Q, W, у) с фа­
зой Ф ограничения ®0 и S на множество u = y(N(®)) имеют вид 

©ои-От1)*©, • 
(1.6) 

su=(r,)*o. 
В заключение этого пункта, определим /-производящую 

пару лагранжева асимптотического многообразия SDt с действием 
9В как производящую пару (©, 5) ДЛЯ лагранжева асимптотичес­
кого многообразия s/ЗЛ с действием %sr (см. п. 1.6). Иными 
словами, пара (ЗЛ, Ш) определяется квазиатласом, состоящим из 
одной лагранжевой квазикарты с действием (£), P, Q, W), где 
(Q/, Pj)~Й"-значная ©-асимптотическая функция, порожденная 
тождественным отображением пространства R", Q- и Р/ опреде­
ляются из формулы 

dS^PjdQj-JiQjdPj, 

а .©-асимптотическая функция W связана с S формулой 
w-s+2-PyQ/. 

/-производящая пара существует тогда и только тогда, когда 
5DZ — /-иеособое, и единственна. Локально /-производящая пара 
описывается формулами вида (1.6),. где Ф — /-фаза в соответ­
ствующей /-канонической карте. 

§ 2. ДИССИПАТИВНЫЕ ЛАНГРАНЖЕВЫ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ 
МНОГООБРАЗИЯ 

2.1. Всякая гладкая неотрицательная функция f порождает 
некоторую диссипацию ф и некоторую ©-асимптотическую 
функцию F. В этой ситуации мы будем говорить, что ©-асимпто­
тическая функция F автодиссипативна. Так как диссипация 2> 
определяется при заданном F однозначно, мы будем также поль­
зоваться сокращенным термином: автодиссипативная асимпто­
тическая функция. 
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/-производящую пару (®,5) лагранжева асимптотического 
многообразия Ш с действием 2В назовем диссипативной, если 
мнимая часть S автодиссипативна. 

Свойство диссипативности — локальное, т. е. согласовано с 
операцией ограничения. Можно говорить о диссипативности па­
ры (S,S) в точке <~-N(®)- Последняя имеет место тогда и 
только тогда, когда для некоторой /-канонической карты Д = 
— (S, P, Qt W, у), локально определяющей (5Ш, SB), мнимая 
часть /-фазы Ф в этой карте автодиссипативна (это следует из 
локального выражения производящей пары (1.6)). Если это 
имеет место, то мы будем говорить, что /-каноническая карта Д 
диссипативна. Можно говорить о диссипативности /-канониче­
ской карты А в точке лгбЛ^(ф). /-каноническая карта А диссипа­
тивна тогда и только тогда, когда она диссипативна в каждой 
точке множества N(35). 

2.2. Т е о р е м а . Пусть (©о, 5)—•/-производящая пара для 
лагранжева асимптотического многообразия 2Й с действием 28, 
(3.VS) — ./-производящая пара для (£ОТ, 28). _Тогда диссипатив-
ность (©о, S) равносильна диссипативности (Ю0, S). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Достаточно доказать следующее 
утверждение. Пусть (£>, 5)— /-производящая пара для (2ГС, 28), 
(.©, A Q, W, Id) — стандартно отвечающая ей /-каноническая 
карта, т . е . (G/, Pj-) — ©-асимптотическая функция, порожденная 
тождественным отображением Rn{to}R~, Q-- и Р/ определяются 
из формул 

1 ' (2.1) 
П Г - S - M P / . Q/>-. 

Пусть, далее, у — такие допустимые координаты в квазикарте 
(©, Р, Q), что неособая каноническая карта A=(S , P, Q, W, у) 

диссипативна в точке m0GA/(£>). Тогда пара (®, S) диссипативна 
в точке mo­

ll . Диссипативность А в точке m0 равносильна диссипатив­
ности (для любых допустимых координат у') неособой канони­
ческой карты Д'=(©„, РЦ, Qu, Wu, у'), где и — достаточно ма­
лая окрестность на JV(3>) точки т0- Предположим, что коорди­
наты у' имеют вид 

y'i = q/, y'T = qT + Aq'T, (2.2) 
где <7 и q' — R''-значные функции, представляющие Re Qu и ImQ„, 
соответственно, А — (постоянная) матрица. Пусть Ф —фаза в А', 

+\ < y'-Qu> $ (f-Qu)) + 0 ( © f ) -
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= S „ + < (P„)r> Ут > +i < y-~(Q»)r> ^r(y7~(Q«)r) > + 
+ 0(S3/2) = S„+ < (Pu)T, yT ) +.2L < (A-i)q'r, $T(A-i)qryJf-

+ 0(Sf ) . (2.3> 
Пусть Ф2 — мнимая часть представителя Ф, S2— мнимая часть 
представителя Su, 8\ и &2— соответственно вещественная и-
мнимая части (поэлементно) представителя <§у. Выделяя в (2.3) 
мнимую часть и переходя к представителям, получим: 

52(от) = Ф2(т) + й,„,л(-77-(/?г)) + х(т) , (2.4> 
где % = 0(£)3/2), а &,п.А — следующая квадратичная форма: 

Um.A (-2)= —-J- < Аг, %2{m) Az) +j(z,&2 (то) z > + 
-\- (&x{m)z, Az). 

Предположим, что можно выбрать матрицу А и область-
UC.N (£)) таким образом, чтобы квадратичная форма &т,л была 
неотрицательной при mQtt и отображение (2.2) было регулярным. 
Для таких А и и из (2.4) следует, что S2(/n)>0 для всех т, 
достаточно близких к и\ без ограничения общности можно счи­
тать, что 5 2 > 0 во всей области определения. Поскольку из 
(2.1) следует, что компоненты q'T с точностью до О (Э00) совпа­
дают с координатами dS2, то 

q'T = 0(S2) + 0(^). • 
Из (2.4), (2.5) и диссипативности Л' следует, что 

Ф2=0(52) + 0(Ф1/2), 
откуда получается оценка 

CD2=0(S2) (вблизи и) (2.6) 
Но из (2.4) следует также, что 

52 = 0(Ф2). (2.7) 
Оценки (2.6) и (2.7) показывают, что функции Ф2 и S2 опреде­
ляют одну и ту же диссипацию, так что пара (©,5) диссипатив-
на на и. 

Остается доказать, что для любой точки tiiadN (£>) найдется 
такая матрица А с вещественными элементами, для которой 
квадратичная форма U„h,A неотрицательна и отображение (2.2) 
регулярно а. точке т0. 

III. Лемма. Пусть /31, В2 — такие вещественные квадратные-
матрицы, что £ 2 > 0 и det(£1 + iD2)----0. Тогда существует 
такая вещественная квадратная матрица А того же размера, 
что квадратичная форма 
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def • i 
^ . ^ : ; ( t ) ) - (v, BlA<o)..+ ±(v,Biv.) -j(Av,B2Av) 

положительно определена. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим А=КВи где А.—•положи­

тельное число. Тогда 

я (v) -==Я | Вхч> |- + у < г», .ба-о > — — < 5 ^ , - З ^ > > 

> i < v, B2v > + А-1 Bxv p - cX215t~j p, 

где с — некоторое положительное число, не зависящее от Я. 
Отсюда следует, что при 0<К<с~1 форма к неотрицательна. 
Покажем, что при таких X она строго положительна. Допустим, 
что это не так, т. е. найдется такой ненулевой вектор t>o, что 

<о0, 52ио> = 0, .SiWo-0. 
'Тогда имеем: 

0--= (v0,B2vQ) =\YBZV0\2, 

значит В2щ — 0, так что (Bi + iB2)'Vo=0, a это противоречит 
невырожденности матрицы Bi + i i^. • 

IV. Применяя доказанную лемму при Bi = ^i(m0), B2 — 
•=±&2(т<}), заключаем, что множество Mi матриц А, для которых 
квадратичная форма &т-,д положительно определена, непусто; 
-очевидно, это множество открыто в R | / | x | / | . Рассмотрим множе­
ство M2 тех A, для которых отображение у регулярно в точке 
.Ото. M2 есть дополнение в R i / | x | / | нуль-множества полинома 
.&> (А) = del J (А), где J (А)—-матрица Якоби отображения у 
в точке щ. Так как ^(А)фО, поскольку &(iE)=£0 (E —еди­
ничная матрица), то M2 всюду плотно в R | / !x | / |, и M2DMi-7(- :0. • 

Доказанная теорема обосновывает корректность следующего 
определения. Лагранжево асимптотическое многообразие ffl с 
действием ЗБ называется диссипативным, если для любой /-не-
особой области й на Ш /-производящая пара для (Q, 2В-.) дис-
сипативна. 

2.3. Можно говорить также о диссипативности (SDJ, 5В) в дан­
ной точке носителя ЭЯ. Соответствующее определение очевидно. 

Пусть A=(S>, P, Q, W, у) —неособая каноническая карта, 
Ф — фаза в А. Так как 

Ф-=-п7+ ( Р, y-Q > + х- < ^f(y-Q), (У-Q) > + 0(£>3'2), 

то диссипативность Л в точке m£N (&) равносильна тому, что 
.'©-асимптотическая функция 

lm(w+ ( Р, y-Q > + { ( | — ( i / - Q ) , (У-Q) >) (2.8) 
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имеет в окрестности точки т локального представителя, кото­
рый является также локальным представителем диссипации SD. 
Оказывается, что в случае, когда матрица Гессе мнимой части 
фазы в точке т нулевая, то часть слагаемых в (2-8) несущест­
венна. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть (S, P, Q, W) — неособая квазикар­
та с действием лагранжева асимптотического многообразия Т1 
с действием 2Я, и пусть для некоторого (а значит и для любо­
го) представителя D диссипации ® в точке m6/V(®) выполняет­
ся условие d2D = 0. Тогда диссипативность (Т1,Щ в точке 
(P(m),Q(m)) равносильна тому, что некоторый локальный — 
в окрестности точки т — вещественный представитель <р ©-
асимптотической функции 

Ф-= 1111 Г— <Re P, ImQ> 
является локальным представителем диссипации ©. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть d2D(m)---0. Тогда дифференци­
ал любой функции /, имеющей оценку 0(©1/2), обращается в 
нуль в точке т. Действительно, если для некоторой функции / 
это неверно, то найдется такое векторное поле | , что 
<dfim), 1{т)>ф0. Пусть *(.) — интегральная кривая поля I, 
х ( 0 ) = т . Тогда f(x(t))=<df(m), l(m)>t+0(t2). Возводя это 
соотношение в квадрат и пользуясь тем, что f(x(t)) = 
= 0(D(x(t))U3), получим, что 

P+0{t*)=O(D(x(t))), t{to}+0. (2.9) 
Но 

Z)(A:(t))=0(ta), t{to}+0 (2.10) 
(dD(m)=0, так как т — точка минимума D, a d 2 D (m)=0 по 
предположению). Из (2.9) и (2.10) следует ложное соотноше­
ние t2 = 0(fl), /{to} + 0 , и это доказывает,' что df(m) =0. 

Пусть q — локальный представитель ©-асимптотической 
•функции Q„° вблизи точки т. Тогда Im q=0 (S>U2), откуда сле­
дует, что d Im .7(m) =0, а так как q с-регулярно в точке т, то 
Re q регулярно в точке т, и можно считать, что Re q — ло­
кальные координаты в окрестности некоторого открытого в 
N(S>) множества иэт; при этом Д= (S„, Pu, Qu, Wu, Re q) — 
неособая каноническая карта. Фаза в этой карте с точностью 
до 0(SU

3/2) совпадает с ©„-асимптотической функцией 

Wn-i(Pu, ImQ„ > - } < (4^)uImQu, Im Q„ ) , 
так что диссипативность (2Я, Щ в точке (Р (т), Q(m)) равно­
сильна тому, что некоторый представитель ©„-асимптотической 
функции 

Ф ; = 1 г а Г „ - <Re.Pu , ImQ e> - — ( S(I-mQJ, ImQ« > , 
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г д е ^ — (поэлементная) мнимая часть матричной ©-асимптотиче­
ской функции (4%-) > порождает диссипацию ©„. Имеем: 

(d*W\ дР Л , . djlmQ))-1 

[ dQ*)u~~~ d(Req) l/"•" д (Re q) j ' 
и так как d(1m Q) (m) =d(1m P) (m) =0 , то «Г(/я)=0. Таким 
образом, для представителей ф и q/, соответственно, Э-асимпто-
тических функций Ф0 и Ф-/ и любого е > 0 найдется такая 
окрестность точки т, в которой |ф—q/|{le}eD. Отсюда следует, 
что либо каждая из функций ф, ф' определяет росток ® в точке 
т, либо ни одна из них не обладает этим свойством. 

§ 3. Я-РАСШИРЕНИЯ 

3.1. Будем говорить, что асимптотическое многообризие ЗЛ 
в С", определяемое квазиатласом (£)а, 2-<-)c.g4. лежит на нуле­
вом уровне функции /:R"->-R, если / [^-- - -О, т. е. 

. / о 4 - = 0 УабЛ. (3.1> 
Так же мы будем говорить и об отдельной квазикарте (3)К1 za) 
в том случае, если для нее выполнено условие (3.1). 

Более общо, будем использовать выражение «асимптотичес­
кое многообразие лежит на поверхности уровня функции [». 

3.2. Т е о р е м а . Гамильтоново векторное поле касается лю­
бого лаграюкева асимптотического многообразия, лежащего на 
поверхности уровня гамильтониана. 

Доказательство этой теоремы использует следующую лемму. 
3.3. Л е м м а . Пусть Й — лаграижево (относительно стан­

дартной симплектической формы Q в R2") асимптотическое-
многообразие в С2". Тогда любое векторное поле X на R2" ка­
сается £, если оно удовлетворяет условию 

Q(X, Г)|5г = 0 (3.2)-
для любого векторного поля У на R2", касающегося £ . 

п 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X— ^Ы1 $—•~-'*л'~) УД°влет-
воряет условию (3.2). Так как свойство векторного поля касать­
ся асимптотического многообразия локально, а условие (3.2) инва­
риантно относительно симплектических преобразований простран­
ства R2", то мы будем .предполагать, что £ неособо и задается 
одной квазикартой (S, z), где z*=(P, Q). Тогда необходимым а 

" 
достаточным условием того, что векторное поле Y™ 2 (c'-S--\-

]=\ 

+ ^ i _ _ j ) касается й, будет выполнение соотношения 
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Co.2=-££i(doZ), (З.з) 
/cJ\ /dl 

где с = ;' , d --= i 
VcV \d" 

Квазифуикция Q(X,K)g представляется ©-асимптотической 
функцией (ard—bTc)oz. Из (3.2) и (3.3) следует, что 

(aroz)-(broZ)^'\(doz)^0. 
Так как это соотношение должно выполняться для произвольной 
вектор-функции d, то 

а это означает, что X касается £. Щ 
3.4. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.2. Пусть £—-лагран-

жево асимптотическое многообразие в С2", //:R"-yR—такая 
С^-функция, что / / | д — 0 ; пусть | я — гамильтоново векторное 
поле с гамильтонианом Я . Теорема будет доказана, если мы по­
кажем, что 1,п удовлетворяет условию (3.2). Сделаем без огра­
ничения общности те же предположения относительно 8, что и 
при доказательстве леммы. Так как 

#-(/>, Q) = 0, 
то 

-fr°^Q)-^+^°(p'Q)=a (3-4) 

Обозначим с — ( ~ < ё Г ' - * Ч з ? Г ' Т о г д а ^ = 2 ( с г А + ^ А ) 
а (3.4) записывается в виде 

cozHW{d°z)' 
что совпадает с (3.3) в силу лагранжевости й. Ц 

3.5. Предложение . Пусть ©о— диссипация на многооб­
разии М, Ло= (©о, 2°) -изотропная квазикарта, лежащая на 
нулевом уровне функции Н и трансверсальная гамильтонову 
векторному полю |i-, 9~. — открытый отрезок в R,, содержа­
щий 0. 

Определим диссипацию © на M.Y.T следующим образом: 
© = л;*©о, где л : Mx^-.-.W — каноническая проекция. Пусть, 
далее, г= (Р, Q) —ОхО-значная ©-асимптотическая функция 
на МхТ, являющаяся решением асимптотической задачи 
Коши 
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Р - = - Я - о 2 , Q = Hpoz, р\м=ро, Q|,=o=-Q°- (3.5) 
где (P°, QQ) = z°, причем z |.v(g)) — топологическое вложение 
JV(©) в R"XR". 

Тогда (£>, г)-—изотропная квазикарта, лежащая на уровне 
Я = 0. 

Доказательство . I. Проверим с-регулярность z. Пусть 
(от0> to)&N (Ц (это означает, что /tto6-V (Э0)), А,— любое). Пред­
положим, что z не является с-регулярным в точке (m0, to)i 

с 
тогда найдутся такие 1&ТМтй и А-бС, не равные одновременно 
нулю, что 

г*(то,Ь)(1 + х£) = 0. (3.6) 

Обозначим 
u(t) = P.,(m0,t)[l + k-^), 

Тогда (3.6) можно переписать в виде u(to) = v(t0) = 0. Продиф­
ференцируем и с учетом пргдложения 1.7.5. и уравнений (3.5): 

'uj(t)= ( dPj(m0, t), I) +Щ(щ, t) = 

= - 2 < б ^ ~ ( Р о т 0 ' ^ ' Q(fHo,t))dPk(m0,t) + 

= - - 2 ( - | ^ г ( Р ( т о , 0 , Q(OT01 *))«*(') + 

или, короче, 

где 
ii{t)=-Hqp(t)u{t)-Hqqv{t), 

-^-p(-) = ^ ( P ( « o . t ) . Q<w0.t)), 

H« (-) = - ^ r (P (wo. 0, Q (OT0) /)). 

no 



Аналогично, 
v(t) = Hpp(t)u(t) + Hpq(t)v(t). 

Таким образом, функции и, v удовлетворяют системе линейных 
однородных дифференциальных уравнений первого порядка 
и нулевым начальным условиям (при t = U). Следовательно,. 
a( t) = ti(t)=-=0. Значит, z*(m0, Q)k + X~)=0. Но это противо­
речит тому, что вектор г*(1щ, 0)-§f = Ън(г°(т0)) не принад­
лежит z.M (/no, 0)с ТтаМ в силу трансверсальности %н квазикарте Д 0 . 

II. Проверим, ЧТО (©, z) лежит на нулевом уровне / / , 
Обозначим: w = H°z. Тогда 

вд= < Hfiz, Р > + < H^z, Q > - 0 

и TO|f»o=-H^«-{cdot}—0, так что # ? z - = 0 . 
III, Остается убедиться в том, что ©-асимптотическая форма 

PdQ локально точна. Без ограничения общности можем счи­
тать, что ©о-асимптотическая форма P°dQ° имеет глобальную 
первообразную W0. Определим ©-асимптотическую функцию W 
как решение задачи Коши 

W=(P,Q), W\t^=y> (3.7) 
и покажем, что dW—-PdQ=0. 

Прежде всего, 
< dW~PdQ, •—- > =W- (P,Q) - О . 

Теперь достаточно показать, что для любого ©-асимптотичес­
кого векторного поля X, касающегося М и не зависящего от t 
(т. e. Ld/dtX=0), ©-асимптотическая функция F^idW— 
—PdQ, X) равна 0. Дифференцируем F по t с учетом того, ч т о 
X не зависит от. /: 

F= (dW-PdQ-PdQ, X) = 
(в силу 3.7)) 

= < QdP-PdQ, X > - < d(H$z), X ) ==0. 
Так как f |.-=- = 0, то требуемое утверждение доказано. Ш 

Т е р м и н о л о г и я . Пусть (Э-, г°), (©, z)—изотропные к в а ­
зикарты, фигурирующие в формулировке доказанной теоремы. 
Тогда будем говорить, что (©, г)—Я-расширение изотропной 
квазикарты (©о, г°) (на отрезок времени F ) . 

Аналогичную терминологию будем использовать для и з о ­
тропных квазикарт с действием (©0, z°, Wc) и (©, z, W), е сли 
W является решением задачи Коши (3.7). 

Пусть in. — вложение многообразия М в . M x F , отвечаю­
щее моменту /е.-": 
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in,(m) = (m, г.), YrneM. 
Если © — диссипация на MxJ" , A= (£>, г) — квазикарта, то 
.сечением квазикарты А в момент £б5~ назовем квазикарту Л< = 
= (£>., г*), где фг-=1Пг*®, г1 = \щ*г. Аналогичную терминологию 
будем использовать для квазикарт, снабженных дополнитель­
ными объектами, например, — действием. Если А — Я-расшире-
ние квазикарты Д0, то А0 — сечение'А в нулевой момент (на­
чальное сечение). 

3.6. О п р е д е л е н и е . Пусть -2- — изотропное асимптотичес­
кое многообразие, лежащее на нулевом уровне функции Я и 
трансверсальное гамильтонову векторному полю.|я. Асимптоти­
ческое многообразие 8 назовем Я-расшнрением асимптотичес­
кого многообразия йс, если й имеет квазиатлас, каждая квази-
карта которого является Я-расширением некоторой квазикар-
ты асимптотического многообразия Й-. 

Аналогично определяется Я-расширение изотропного асимп­
тотического многообразия с действием. 

З а м е ч а н и е . Я-расширение лагранжева асимптотического 
•многообразия невозможно в силу теоремы 3.2. 

Т е о р е м а . Изотропное асимптотическое многообразие, ле­
жащее на нулевом уровне функции Я и трансверсальное век­
торному полю Ь,н имеет Я-расширение. 

При доказательстве этой теоремы используются две леммы. 
3.7. Л е м м а . Пусть векторное поле £ на гладком веществен­

ном многообразии М трансверсально множеству ГсгМ, <р—: 
•(локальный) фазовый поток, порожденный £,. Тогда найдется 
такая окрестность Q множества ГХ{0} в TxR, что tp\a — топо­
логическое вложение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой точки у&Т пусть X- — мно­
гообразие коразмерности 1, трансверсальное £, и такое, что 
X-ПГ — открытая окрестность точки -J В Г. Уменьшая, если это 
необходимо, Xr, можно считать, что 

а) существует в (у) > 0 такое, что Ф UYx(-e(Y),E(Y))~диффео­
морфизм на некоторую область Qy в М\ 

б) существует открытая окрестность U'y точки у в М такая, 
что U;nr — Xvnr и XydU'y. 

Обозначим Uy — Uyr\G\\ так как ХусОу, то XyczUy. Далее, 
^ . П Г — ОтП(^;ПГ) = О т П ( ^ П Г ) — ̂ П Г . (3.8) 

Рассмотрим локально конечное С°°-разбиение единицы {е,} на 
def 

U- U Uv» подчиненное покрытию Шу} (в том смысле, что 
ver .. .. 

vy'ay(;) такое, что supple£/-,•(;••,). Определим на U функцию 

j 

def 
iY = pr2o(9|^x(-e(Y),e(\')))_ 1 . 
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Покажем, что t | r = 0; действительно, пусть "Уоб-ГП suppe^, тогда, 
так как suppleUy(j) , T 0 Yo6Xv(y) в силу (3.8), откуда сле­
дует, что 

tW)(Yo)=0. (3.9) 
Теперь покажем, что 

Б-lr--- . (з .ю ) 
Действительно, У\'о6Г 

& ы = 2 *vu) ы &j ы+2 е> (vo) &у(п ы-
Первая сумма в правой части равна нулю в силу (3.9), а вто­
рая равна 1, так как ^ , = 1. 

Из (3,10) следует, что для любого убГ существует открытая 
в М\ окрестность Я, точки у, в которой 5 t > 0 . Выберем откры­
тую в Г окрестность W., точки у и число 6{y)>0 так, чтобы 
<Р(№ТХ(—6(v).6(Y))—--T- Тогда VaGW. функция t •-••--(<р (а,*)) 
возрастает на отрезке (—6(7), 6(7)) и обращается в ноль 
при t — Q. 

Обозначим 

-и^х ( - в -^ ,^ 
vgr 

множество © является окрестностью Гх{0} в TXR. Докажем, 
что ф|ш —инъекция. Предположим, противное: существуют 
различные точки (аь ti) и («2, 2̂) из ш такие, что ф(аь^ ) — 
— ф(а.з,-М. Тогда ti{ne}t2, так как из <p(ai,t) = ф(а2,t) следует, 
что а\— ф(ф(аь t),—/),-=ф(ф(а2, t) =а 2 . По определению со, 
найдутся -у'1('Г и 7г(|Г такие, что 

2 2 . 
Пусть, например, б (7а) > 6 (yi); тогда 

Имеем: 

Ф(«2. h—1\) -=ф(ф(а2, t 2 ) » - ^ ) - 9 ( 9 ( a 1 i t i)>— t i) =a i . 
Следовательно, i (a i ) —-.(ф(«2, h—h))- Левая часть этого ра­
венства равна 0, а правая отлична от нуля, так как функция 
t I-+т(ф(а2, t)) монотонна на отрезке (—б(72), 6(72)) и обра­
щается в 0 при t=0, а U—ti-v—О. Полученное противоречие по­
казывает, ЧТО ф | в действительно инъективно. 

Наконец, сужая со, построим такую окрестность Я множе­
ства ГХ{0} в TXR, что ф|в — топологическое вложение. Для 
этого воспользуемся следующим фактом: непрерывное отобра­
жение топологического'пространства X на хаусдорфово прост-
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ранство Y, обладающее тем свойством, что для некоторого от­
крытого покрытия {иа) пространства У множества f~x{tia) от­
носительно компактны в X, является гомеоморфизмом. (Это лег­
ко следует из теоремы о том, что непрерывная биекция ком­
пактного пространства на хаусдорфово является гомеоморфиз­
мом). 

Фиксировав на М метрику р, согласованную с топологией, 
и выбрав некоторую точку -уобГ> обозначим через В (г) откры­
тый шар в М радиуса г с центром в y.-, а через Sh(a,b) — 
шаровой слой в Г : Sh(a,b) ={увТ\а<р(у,yQ) <b}. Построим 
ограниченную последовательность чисел t n>0, удовлетворяющих 
условиям: 

1) ( . . e (3 )n r )X( - t i , t 0c (o ; 
2) Sh(re,n-[-2)X(— i„, t„)C(fl, я=-2, 3, . . . ; 
3) 9(Sh(ft,n + 2 ) X ( - t « . t „ ) ) n . S ( « - l ) - - = 0 . . я = 2 , 3, . . . 

Положим 
on 

Й=((3(3)ПГ)Х (-tyXti))U(U Sh{n,n + 2)X(-t„,t„)). 
n-2 

Рассмотрим покрытие Ф (Q) множествами и„ — Ф(Q)ПВ (п). Из. 
условия 3) следует, что ф-1(й„)с-5(« + 1) Х[ — Т, Т], где 
/—sup.?,,. Таким образом, множества Ф-1(и..) относительно ком-

п 
пактны в T X R и, значит, ф|а — топологическое вложение, н 

3.8. Лемма. Пусть Л-=-(£>,,г)—Я-расширение квазикарты 
Ло= (So,2°), а А'— (®',z')—Я-расширение квазикарты Л0 ' = 
=--(350'>20'), причем для (m,t)QN(S>) и (m\ t')eN{®') 

(z{m,t)=z/(m',t'))^(z0(/n)=z0'{m') vt = t'). (3.11) 
Тогда из согласованности Л- и Ло' следует согласованность 
Л и Л'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ло и Ло' согласованы, z(m,t) = 
= 2• (m',t), m6N(S0)> m'6N(S)o'){cdot} Можно считать (заменив в 
случае необходимости Ло и Ло'| на их ограничения на соответ­
ствующие окрестности точек пг и т ' ) , что z0'—tz°, где 
тбЕ(2»о, ©о') — асимптотическая замена переменных, и что Л, 
Л' — Я-расширения, отвечающие одному и тому же отрезку £Г. 
Асимптотическая замена переменных % индуцирует ©,3)'-асимп-
тотическую замену (обозначим ее той же буквой), так что ком­
мутативна диаграмма 

As (S){to}As (ЙУ) 
(Pr,)*| т f(pri,* 

As (S0)->As (©;) 

При этом -T-t-=t°-r . Обозначим rw=tz. Тогда 
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- - - - t ( ( я^р)^))=( я*р)'-« 
согласно теореме 5.4. 

Таким образом, ш и z' являются решениями одной и той ж е 
©'-асимптотической задачи Коши и, следовательно, совпадают-
z' = xz. Ш 

3.9. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.6. Пусть 3?0 — изо-
тройное асимптотическое многообразие, лежащее на нулевом 
уровне функции Я и трансверсальное векторному полю £н, Г0—-
его носитель. Рассмотрим конечное или счетное открытое покры­
тие {и,} множества Г0, обладающее свойствами: 

1) найдется последовательность положительных чисел {/J 
такая, что Ф|уЯХ(_<,,<) —топологическое вложение; 

/ 
2) Vj а квазикарта A0i асимптотического многообразия 3?> 

с нуль-образом u-i (такое покрытие существует в силу леммы 3.7).. 
Каждая квазикарта AQl имеет //-расширение Л. = (£^, zt) на 

отрезок времени ( — tt, tt) в силу предложения 3.5. Все полу­
ченные квазикарты согласованы в силу леммы 3.8. Кроме того,. 
zt (N (©;)) открыто в (jZi(N (£>;)). Действительно, 

i 

Zi{N(S>t)) = 4{T0iX{-ti,tt)), 
Uzt{N(bl)) = V(ur0iX(-tl,tl)), 
t i 

и нужное утверждение следует из свойства 1) покрытия {«•} и: 
того факта, что Г0/ Х( — ti, ti) открыто в иГо/Х( —t/> it)-

i 
Таким образом, совокупность квдзикарт {Л.} определяет изо-

тропное асимптотическое многообразие 3?, являющееся Я-рас.-
ширением 3?й. Ц 

§ 4. ДИССИПАТИВНЫЕ ИЗОТРОПНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ 
МНОГООБРАЗИЯ 

4.1. Пусть 5Щ — изотропное асимптотическое многообразие 
в С"хС? c носителем Г, лежащее на нулевом уровне функции 
H:Cp'xCff->R> у&Г. Пусть V(y, H) — (комплексное линейное) 
подпространство в С2", порожденное сТуШ и вектором \ и (у), 
где \н — гамильтоново векторное поле с гамильтонианом Н. 
Будем говорить, что 2И Н,/-регулярно в точке у, если огра­
ничение на V (у, Н) проекции я-: (Я, Q)~>(PT, Q/) является 
линейным изоморфизмом V(Y> Я)->С". Заметим, что Я,/-регу-
лярность Ш в точке у влечет трансверсальность поля t,H множе­
ству Г в окрестности точки у. Аналогично определениям п. 1.2 
вводятся понятия Я,/-неособого и Я-неособого изотропного 
асимптотического многообразия, Я-регулярности асимптотиче-
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ского многообразия в точке у, Я,/-неособой и Я-неособой квази-
карты, а также Я,/-регулярности квазикарты в точке нуль-мно­
жества диссипации. 

4.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть Щ — изотропное асимптотиче­
ское многообразие в С2" с носителем Г, лежащее на нулевом 
уровне функции Я и трансверсальное гамильтонову векторному 
полю 1н. Тогда для каждой точки yep найдется такое множест­
во la{\,..., л}, что 5W Я,/-регулярно в точке у, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Шв — Я-расширение 5Ш. Оче­
видно, что £ЭД Я,/-регулярно в точке у тогда и только тогда, ког­
да .Ш-г /-регулярно в точке у. Остается сослаться на теорему 1.3. 

4.3. Пусть ©— диссипация на (п—1)-мерном многообразии 
М, (®, Р, Q) —Я,/-неособая изотропная квазикарта в С2'1, у — 
f=( i / i , . . . , уп)—гладкое регулярное отображение М в R". Бу­
дем называть у Я,/-допустимой (для данной квазикарты) им­
мерсией M{to}R", если 

1) Q,-г/; = 0(Э"2)- У6/> Pj-yj^Oi&li), у е / , 
2) для каждой ТОЧКИ тШ{£>) вектор n,lH{P{m), Q(m)) не* 

принадлежит у,ТтМ (определение проекции nt см. в п. 4.1). 
Н,1-канонической картой изотропного асимптотического мно­

гообразия ЗЛ будем называть набор (©, Р, Q, W, у), где (®, Р, 
£}) — (Я,/)-неособая квазикарта данного асимптотического мно­
гообразия, W — первообразная S-асимптотической формы PdQ, 
у — Я,/-допустимая (для квазикарты (©, P, Q)) иммерсия. 
В случае 1=0 Я,/-каноническую карту будем называть коро­
че — Я-канонической картой. 

В силу леммы 1.8.3, справедливо следующее утверждение: ес­
ли (©, Р, Q) — Я,/-неособая изотропная квазикарта, то для лю­
бой точки mGN(S) найдется такая ее окрестность н в N(£>), что 
для квазикарты (©„, PUI Qu) существует Я,/-допустимая иммер­
сия. 

4.4. Пусть (©о, Р°, Q°) —неособая квазикарта (п—1)-мерно­
го изотропного асимптотического многообразия в С2", у : M{to} 
{to}Rn — Я,/-допустимая для этой квазикарты иммерсия, W0 — 
первообразная формы PdQ. Пусть, далее, (©, Р, Q, W) — Я-рас-
ширение квазикарты с действием (©-, Р°, Q°, W0). Н,1-фазой — 
(Н-фазой в случае 1 — 0) в Я,/-каионической карте (®0-.P0. Q0, 
W0, у) назовем ©--асимптотическую функцию 

< — < 4 ( ( Q ' - р - ) 'У. ; i*o)wf 

ictA. определение п. 1.5.3), где in0-«начальное» вложение много­
образия М в прямое произведение его на отрезок, W/ = 
~W-2QJPJ-

Будем говорить, что Я,/-каноническая карта Н-диссипатив-
на (соответственно, Н-диссипативна в точке m нуль-множества 
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диссипации), если мнимая часть #,/-фаза ФГ
Я имеет представг-

теля, порождающего данную диссипацию (соответственно, име­
ет в окрестности точки т локального представителя, локально' 
порождающего данную диссипацию вблизи т). 

4.5. Для доказательства основного результата этого парагра­
фа нам понадобится следующая лемма. 

Лемма. Пусть £$ — £-диссипация на М, ©—.порожденная ею 
эволюционирующая диссипация. Г — [t0, ti)— соответствующий 
промежуток времени, X—-гладкое векторное поле .на М X Т, 
имеющее оценку О (it)1'2). Тогда 

а) множество GaMXT точек, достижимых из MX {to} c не­
мощью интегральных кривых векторного поля —+X» не выхо­
дящих из области Xty—-K, является открытой окрестностью 
множества N (©); 

б) если функция \р;МХТ~>R удовлетворяет условиям 
яр + .Х\|> = £> + / , 

-l> Uxp.-e©'0, РФ> '/---= 6 (£>Я/2), 
то существует такая окрестность Q множества N (Щ в MXF» 
что i|)|Q6©. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть (m', t')QN (£)). Тогда инте­
гральная кривая 1:х*+(т', т), тфц, t'}, векторного поля d\dt ле­
жит в N ф). Следовательно, А'=-0 во всех точках кривой I. 
Таким образом, точка (т', t') (а значит, и все близкие к ней 
точки) достижима из MX {to} с помощью интегральной кривое 

d 1 
поля -—+X» лежащей в области Xt> -j. 

б) Пусть х^-{т(х), t (-с)), t6[toi T1], —интегральная кривая поля 
-.у+X, приходящая в точку (т', t') из некоторой точки (mo, to) 
(т (to) = mQ,t (t0) = to, m (т..) = m/, t (-Г1) =---=- t'). Используя предло­
жение Г3.4 и учитывая, что X=0(£>1/"), получаем 

-J- D (т (t), t (т)) | < с (m (x), t (x)) (D (m (x), t (x)) + 
+ D(m(t) , t ( t ) ) , ' (4.1) 

где с — некоторая гладкая функция. 
Определим на G функцию Dx как решение задачи Коши 

A + XD. — .D, 
А(да. to)=---(/».to). 

Так как 

dx О < D (m <x), t (-) =. А £>! (да (пс), t (тг)), 
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•то, интегрируя (4.1), получаем 
D (m', t') < D (m0> tQ) + max {с (от (-с), t (т))} [Dx (от', t') -

.'•)<{tau}<{tau}i 
{tau}l 

- Dx (mo. to)] + J с (m (T), t (т)) D (m (t), t (т)) dx. 
h 

Используя неубывание функции x^D\ (tn (rt), t (т)) и лемму п.1.9.4, 
приходим к оценке D через Dx. 

L> (m', t')<cx (от/, t')£>x (m1, t'). 

С другой стороны, из (4.2) следует, что 
D 1 - D + d(S 1 / 2)D 1 + 0(D.l / 2)0(61 / 2); (4.3} 

мы воспользовались оценкой О {D]12) для производных D1 по 
координатам на M, вытекающей из неравенства £>1>0 (см. 
предложение 1.3.4). Из (4.3) с помощью элементарных неравенств 
получаем оценку 

| £ ) 1 | < c 2 (D + D + Di + D1(D1/2 + £)1/2)). 
Но так как функция D уже оценена сверху через Dx на О, то 
•в некоторой окрестности множества 

N (£>) = {(от, t)£N(£>) | D (tn, t) = 0} 
справедлива оценка 

I D 1 K M D + D.) (4-4) 
с некоторой локально ограниченной функцией са. Так как оценка 
вида (4.4) тривиальна вблизи тех точек на N (£>), где D > О 
(ибо Di|.v(-{cdot}-})==0). то такая оценка справедлива в некоторой 
окрестности Q. множества N (£>). Сузим Q1 до такой окрест­
ности Q2 множества N (£>), которая обладает свойством 

((да, t)eQ-)=H(m. -')6Q2 V^e[to, ф , 
что можно сделать, так как N (SO) обладает этим свойством. 
Применение леммы 1.9.4. с учетом того, что Dx(tn, t-) = — (tn, t0) 
и Z ) > 0 , дает оценку 

Di(m, t)<C4(m, t)D(tn, t), (tn, t) 6Q2 
с некоторой локально ограниченной функцией сц. Мы оценили 
на й2 функцию Di через D сверху и снизу, так что D..62). 

Теперь сравним -ф с Di. Имеем: 
( ^ + X)(^-D1) = / . 

Так как вблизи N (Щ 

| / |<c-D 1 /D 1 - f (^- + X)D1, 
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тр для любой точки {т', t') из достаточно малой окрестности 
множества N(Щ, обозначая, как и выше, через (т(х), t (T))Tg[.<0,Tl] 
интегральную кривую поля -—-'rX, приходящую из некоторой 
точки (m0, t0) в точку (т1', ¥), имеем оценку 

| Ч> (т', i')-Dl (т\ t') | < f сБ (т (х), t (т)) £>, (т (t), t (т)) X 

xj/"(-+w)-1<O TC ,0' *(*))<*-< 

<c 6 (/»', t') £>.. (/»', to J (/£>! (да (т), * (T)) + 
' a 

+ V ^ Di<mW''<*»)-** < 
<c7(m', i'){£>i(m . r)3,2 + £)1(/re',tOX 

X d t 
E>l(m(T), t(T)) d t 

1/2л 

1 <с8(да', t')Dx\m\t') 3/2 

(C5, . . ., c8— локально ограниченные функции). Мы видим, что 
*Ф—Di = 0(S)3/-), откуда следует, что для достаточно малой окре­
стности Q множества N(©) справедливо соотношение ~ф|0бЯ). 

4.6. П р е д л о ж е н и е . Пусть квазикарта с действием Л = 
— (3), Р, Q, W) является Я-расширением квазикарты Ло = 
= (S)o, P°, Q°, W0), у — Я-допустимые координаты в Л, удовлет­
воряющие условиям 

y;—Q -0(©1 /2), / 6 / , 
у . - P -0(©1/2),' у«/, (4.5) 

и пусть Я , /-каноническая карта (Ло. У0) Я-диссшативна. Тогда 
квазикарта с действием Л диссипативна. _ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можем ограничиться случаем / = 0 . 
Пусть Ф —шаза в канонической карте (Л, у). Обозначим ReO — 
= Ф1, 1тФ = Ф2. 

Покажем, что 

th ду , у = 0 . (4.6) 

Для этого применим к соотношению 

Я о (P, Q) = 0 
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HV.,(Q.y)(P. G-))=°- (4-7> 

оператор a*s(Q, у); в силу теоремы 1.7.8, получим 

HV.,(Q.y)(P 
Используя теорему 1.5.4, вычисляем: 

o:.(Q.ff)(^Q)---a;e(Q,«/)(-^-,Q)---

что и дает вместе с (4.7) требуемое соотношение (4.6). Так как 
^ — cT:s(Q.J/)jJ = -D + G(sl/2)- то д-^=Офт). Поэтому с по-

г © / д ф , , . <ЭФ- \ ~>Фг 

мощью разложения Я» - - - + 1 — , г/1 по степеням -—-- полу­
чаем из (4.6): 

тг(дФ, \ . . , г г /-ЗФ1 ,/, <ЭФа ч 

1 / и /<ЭФ, \ д Ф , дФ, ^П(&12) 
~~ 2 {nPp[~di,y)~di,-dy

)~~U( '• 
Выделяем в последнем соотношении мнимую часть: 

(Мж^У-w^0^-
Но так как 

дФг тг [дФ1 \ •-"-•- © 
< ^ Нр [^, у)) - < ^ , Я ^ - J , у) + 0 (©-) > -

- ( ^ Q + Gt©1'2) > = < d-fc, у + 0(©»2) > -

- Ф 2 + ( ^ , 0 ( © 1 ' 2 ) ) 

(мы использовали соотношения -—- — Р = 0(©1/2), г/—Q = 0(©1'2),. 
#•—Q----0(©' )), то Ф2 удовлетворяет следующим условиям: 

(Ф2 + *Ф2-=0(©3'2), 
ип*Ф2—автодиссипативная ©0-асимптотическая функция 

для некоторого гладкого векторного поля X, имеющего оценку 
0(©1/2). (Автодиссипативность ш0*Ф2 имеет место в силу того, 
что ш0*Ф совпадает с Я-фазой в диссипативной Я-канонической 
карте (Л0> у0).) 

Из соотношений (4.8), в силу леммы 4.5, следует автодисси­
пативность 35-асимптотической функции Фг.И 

4.7. Лемма. Пусть Л0--- (®о, Р°, <3°, W0) — изотропная 
(п—1) -мерная квазикарта в С2" с действием, у° — HJ-допусти­
мо 



мая, а у° — Я,/-допустимая для этой квазикарты иммерсия-
Тогда Я-диссипативность Я,/-канонической карты (Л0> у0) в л е ­
чет Я-диссипативность Я,/-канонической карты (Ло, У0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А= (S), P, Q, W) — Я-расши~ 
ренне Л0. Предположим, что существует /-допустимые для А 
координаты у, удовлетворяющие условию (4.5). Это предполо­
жение не ограничивает общности рассуждения, так как дисси-
пативность является локальным свойством, а координаты у к а ­
занного вида существуют вблизи любой фиксированной т о ч к и 
i(m0, O)eN(S). Действительно, пусть векторные функции 
р (т, t), q (m, t) удовлетворяют системе Гамильтона q = 
'-=Яр(р, q), р——Hq(p, (?) и начальным условиям 

p](m,0)^=ij°J{m), ? ;(m, 0) = ReQJ,(w, 0), . / $ / , 
qj{m,0) = y)(m), p7(m,0)-=ReP7(m,0), /67 . 

Тогда координаты У] = \р! / $ / . удовлетворяют требуемым у с л о ­
виям. 

Далее, мы можем предположить, что существуют /-допусти­
мые для Л координаты у, удовлетворяющие условию y° = 
=-inot/. Из предложения 4.6 следует диссипативность квазикар-
ты Л. Пусть Ф—фаза в канонической карте (Л, у), //-диссипа­
тивность Н, ./-канонической карты (Ло, у0) следует из того, ч т о 
/ /-фаза в этой карте совпадает с ШоФ. 

4.8. О п р е д е л е н и я . Изотропная квазикарта с действием 
' Л = (3), Р, Q, W), лежащая на нулевом уровне функции / / , 
Я-диссипативна в точке mGN(S), если Я-диссипативна некото­
рая Я,/-каноническая карта (Su, Pw Qu, Wu, у), где me«<—N(S>) . 

Заметим, что согласно лемме 4.7, Я-диссипативность Л в 
точке т влечет Я-диссипативность любой канонической к а р т ы 
(33.,, Ри, Qu, W<u, у) при условии, что и — достаточно м а л а я 
окрестность точки т. 

Изотропное {п—1)-мерное асимптотическое многообразие в 
С2п с действием, лежащее на нулевом уровне функции Я, б у ­
дем называть Н-диссипативным, если его квазиатлас состоит И З 
Я-диссипативных квазикарт с действием. 

4.9. Т е о р е м а . Я-расширение Я-диссипативного изотропно­
го асимптотического многообразия с действием диссипативно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать, что Я-расши­
рение Л=(£>, Р, Q, W) Я-диссипативной изотропной квазикар­
ты с действием Лй— (£)о, -°°, Q°, W°) диссипативно. 

Пусть квазикарта с действием Л0 Я-диссипативна, (m, T)Q 
6-iV(£>), и, например, Т > 0 . Тогда существуют такая окрест­
ность а точки пъ на N (Ь), такое разбиение отрезка [0, 7""] 
точками 0 = t o < t i < • • • < tw —Т и положительное число s , . 
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что для каждого i -=1, . . . , N в квазикарте с действием 
Auxfi-^.-e.^+E) имеются I (^-допустимые координаты i/-'\ удов­
летворяющие условию 

V ; - Q ; = 0(£)I/2), /6/(i), 
•yj-P.^O(&12), y€/(0-

Согласно предложению 4.6, квазикарта с действием Лвх<'--е,<|-ио 
диссипативна. Следовательно, лежащая на уровне Я = 0 квази­
карта с действием inJ.A, Я-диссипативна на множестве и (in,—-
вложение M{to}/I4XR по формуле in, (m)-==(.*№, i), где M —много­
образие, на котором задана диссипация £>-)• 

Так как Аих{1,~е,1,+е) является Я-расширением квазикарты 
с действием (in* Л)и, то снова применяя предложение 4.6, 
заключаем, что A.UX{tl-e,t2+s) диссипативна, а (т*гЛ)„-—H-дис-
сипативна, так что квазикарта с действием ЛаХ(г---Е,<-+е) дисси­
пативна И Т. Д. | 

4Л0. Т е о р е м а . Я-дисеипативное изотропное асимптотиче­
ское многообразие с действием, лежащее на нулевом уровне 
функции Я' , Я'-диссипативно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть (£Щ, S3)—Я-диссипативное 
изотропное асимптотическое многообразие в С2" с действием, 
лежащее на нулевом уровне функции Я ' . Мы будем доказывать 
его Я'-диссипативность в фиксированной точке у его носителя. 
Прежде всего заметим, что без ограничения общности можно 
предполагать одновременно Я,/-регулярность и Я',/-регуляр-
ность точки у д л я некоторого /. Действительно, если точка го, 
Я,/-регулярна и Я',/-регулярна, то найдется такое XGR, что для 
Н" = ХН+(\—%)Н' точка у одновременно Я",/-регулярна и 
Я",/-регулярна, так что доказательство Я'-диссипативности 
(2Л, 5Ш) в точке z0 сводится к схеме (Я-диссипативность)=> 
(Я^-диссипативность)--*"- (Я'-диссипативность), на каждом шагу 
которой справедливо сделанное предположение. На самом деле, 
в качестве А, можно взять любое, кроме, быть может двух, ве­
щественное число. Это вытекает из того, что %*+V(y, XH+' 
+ (1—Ъ)Н)' — аффинное отображение R в грассманиан «-мер­
ных подпространств в С2". Здесь V(y, H)—подпространство, 
определенное в п. 4.1. 

В дальнейшем для упрощения обозначений предполагаем, 
что ЭЯ одновременно Я-регулярно и Я'-регулярно в точке у 
Jr. е. что /, фигурирующее в сделанном выше предположении, 
есть множество { 1 , . . . , «}). 

2) Пусть Л = (S, P, Q, W) — диссипативная квазикарта с 
.действием, локально определяющая асимптотическое многообра­
зие ЗЛ, в которой представлена точка 7:7— (-°(.^о), Q(.'no)). Так 
как квазикарта Л Я-неособая, то найдется такое (л—1)-эле­
ментное подмножество Kcz{l,..., п}, что Ф-асимптотическая 
• функция QK с-регуляриа в точке т0. Будем для удобства счи-
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тать, что К~ {Г . . . , п—1}; кроме того, сужая при необходимо­
сти рассматриваемую квазикарту, можем считать, что QK с-ре-

'гулярно на всем N(S>). 
Далее, заменяя в случае необходимости Л на согласованную 

с ней квазикарту Л — (S, P', Q', W ) , где 

(Р>, Q', r ' ) = <s((Q1, • . . , Q„), {qu . . . ,?„-, , Qn))(P, Q, Щ, 

(qu • • •. -7-1-1)—регулярное отображение окрестности N (%>) B 
R"-1, мы можем предполагать, что Q i , . . . , Qn-i вещественны. 

Рассмотрим в окрестности точки то вещественную вектор 
функцию ух следующего вида: 

y%
l = qi, i = \, .. .,п— 1, 

y\=*Rbq„ + Mmqn, 

где (7= (с7ь • • • > •?«) — представитель S-асимптотической функ­
ции Q, X6R. Нетрудно убедиться в том, что для всех значений А,, 
кроме не более, чем двух, отображениях ух будет Я-допустимой и 
в то же время Я'!-допустимой для квазикарты Л иммерсией в 
окрестности точки т0. 

Рассмотрим для квазикарты с действием Л Я-фазу Ф ь отве­
чающую допустимой иммерсии у1- (эта Я-фаза определена вбли­
зи точки т0). Обозначим z—lmqn; z = O(£>1/2). Прямое вычисле­
ние дает: 

1тФ,-=Фя + г - ( ( ^ - 1 ) / Г + . \ / Г ) + 0(Э 3 / 2) , 

где фд, не зависит от Н, / f и f{—©-асимптотические функ­
ции, не зависящие от X. Если через Ф^ обозначить H'-фазу, 
отвечающую допустимой иммерсии у%, то 

Im Ф; = lm Фх + z2 (а (X s - 1) + ЬХ) + г-g* + О (©3'2), (4.9) 

где a, b — некоторые числа, <7"(m){to}0 при m—>rno. Выберем XQ 
такое, что ук°— Я-допустимая и Я'-допустимая иммерсия для 
Л вблизи m0 и, кроме того, а(Х2—1)+ЬХ^0 (что можно сде­
лать, так как дискриминант квадратного трехчлена аХ2 + ЬХ—а 
положителен). Так как 1т Ф-. неотрицательна и порождает дис­
сипацию © и 22 = 0(®), то из (4.9) следует, что в достаточно 
малой окрестности точки т0 

1тФ Л о >^1тФ Я о . 

Эта оценка вместе с соотношением 1тФх0-=О (©), также сле­
дующим из (4.9), показывает, что 1т Фя,. и 1га Ф-,„ порождают 
вблизи точки mo одну и тУ >Ke диссипацию, щ 
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§ 5. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

5.1. В п. ХАЛ мы рассмотрели связь между ©-асимптотичес­
ким решением уравнения Гамильтона — Якоби и быстроосцил-
лирующим с затуханием асимптотическим решением однородного. 
уравнения вида -У f — iA-----, и, х) = 0 с малым положительным 
параметром А. Произведем некоторые обобщения. Пусть 
(p, и, х, h)^$F{p, и, х, А) —гладкая вещественная функция на 
RnX(R\{0})XR"XR+> однородная целой положительной сте­
пени к по первым двум аргументам. Рассмотрим дифференциаль­
ное уравнение с малым параметром А: 

Его левой части можно придать некоторый (асимптотический) • 
СМЫСЛ и в случае, когда функция F не является аналитической 
по первым двум переменным. Именно, используя формальна 
однородность функции F , пишем: 

P{-ih~, и, х, А)«-=«*Я( —iAtt-1—, х, й) = 

= vkH[-ihd-^,x, h\ 
где Н (р, х., h) = g?(p, 1, х, А). Если — ihlna регулярно зави­
сит от А, т.е. а(х, h)-=eh "' , где S регулярно зависит от 
А, то Hi — ih "" , х, А) = Я - - , Х, А] можно понимать как 
А, ©-асимптотическую композицию при условии, что 1mS-== 
= 0 ^ (А). При этом естественно произвести факторизацию и 
рассматривать S как А, ©-асимптотическую функцию, S-—S0 + 
+ AS, где So —©-асимптотическая функция. При (формальной) 

Ls подстановке и=е'1 в (5.1), получаем уравнение 

> 5 Я ( § § , * , А ) - = 0 , (5Г2> 

где H(—•> Х-, h\ — h, ©-асимптотическая функция. Теперь, чтобы 
придать смысл левой части (5.2), нужно потребовать, чтобы 
мнимая часть So была автодиссипативной (см. п.2.1). При этом 
условии (см. л.п. 1.1.4, L6.4) определен оператор умножения на 

— liS 

eh , действующий из Asr££(p) в пространство локально 
А-асимптотических элементов. 
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Таким образом, мы приходим к следующему^ «утверждению». 
Если А, ©-асимптотическая функция S = Su-\-hS удовлетворяет 
уравнению Гамильтона —Якоби 

я(<£,*,л)-0 (5.3) 
J_s 

и при этом мнимая часть .S- автодиссипативна, то a~eh 

является локально h-асимптотическим решением уравнения (5.1) 
(на самом деле это означает выполнение соотношения (5.2), где 
з правой части стоит нулевой вектор пространства локально 
h-асимптотических элементов). Для аналитических по р, и функ­
ций SF данное «утверждение» означает следующее: если гладкая 
функция S (x, h) имеет при h=0 неотрицательную мнимую 
часть и удовлетворяет уравнению Гамильтона —Якоби (5,3) 
с точностью до О^ (/г00), где iD — диссипация, порожденная 
функцией lmS(x,0), то функция u(x, h)=e/l ' удовлетво­
ряет уравнению (5.1) с точностью до 0(/г°°) локально равно­
мерно по х (более того, порядок .5ч— ih Л-, и, х, h) относи­
тельно локально h-асимптотической фильтрации равен + оо). 

5.2. Пусть S = 2 Sjh1, где 5у — ©-асимптотические функ-
ции, S — h, ©-асимптотическое решение уравнения Гамильтона — 
Якоби (5.3), удовлетворяющее условию автодиссипативности 
мнимой части So- В этом случае будем говорить, что S—-дис-
сипативное решение уравнения (5.3). 

В силу предложения 1.7.7, 
оо 

где \&ю. выражается через полином ^ а , определенный 
в п. 1.2.5, следующим образом: 

РЛ (Р2\ (Pi 

Для того, чтобы S удовлетворяло уравнению (5.3), необходимо 
и достаточно выполнение соотношений 

• ( S o - , X , 0 ) ^ . « ( S U l S 2 - , . . . ) = 0, 

&=0,1 , . . . • 
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При k = 0 получаем уравнение Гамильтона—Якоби: 
H(S0x, х, 0 )=0 (5.4) 

(с дополнительным требованием автодиссипативности мнимой 
части 50). При k>0 получается цепочка соотношений, которые 
естественно называть уравнениями переноса. Первое из них (при 
k—\) имеет вид 

и при уже найденном S0 является уравнением относительно S1. 
При k > 1 получаются соотношения вида 

2 ^ ( 5 0 ^ , 0 ) ^ + ^ - 0 , (5.6) 
. - • = • 1 

где Rb — многочлен от -—---,..., -• *~х- с коэффициентами, линей-

но выражающимися через — с мультииндексами а 
dp*K..dp"ndh*+l 

длины /г + 1, удовлетворяющими условию | а | < / г . 
5.3. Как и в классической ситуации (т. е. в случае нулевой 

диссипации) вопрос о нахождении решения уравнения Гамиль­
тона—Якоби с автодиссипативной мнимой частью редуцируется 
к геометрической задаче о построении диссипативного лагран-
жева асимптотического многообразия, лежащего на нулевом 
уровне гамильтониана. 

Т е о р е м а . Пусть Н — вещественная С°°-функция в R2n
r 

Ш — неособое диссипативное лагранжево асимптотическое много­
образие с действием, лежащее на уровне # = 0 , и пусть (3), S) — 
его производящая пара. Тогда ©-асимптотическая функция 5 
имеет автодиссипативную мнимую часть и удовлетворяет урав­
нению Гамильтона—Якоби 

H(SX, x)=0. (5.7) 
Наоборот, для любого ©-асимптотического решения 5 уравне­
ния (5.7), удовлетворяющего условию автодиссипативности 
ImS, пара (©, S) является производящей для некоторого дис­
сипативного лагранжева асимптотического многообразия, лежа­
щего на нулевом уровне функции Я. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ЗЯ — снабжено действием 28 и 
(©,S)—производящая пара для (ЯЛ, 2В). Тогда асимптотиче­
ское лагранжево многообразие 5И с действием Ж имеет квазикар-
ту с действием (©, Р, Q, S), где Q — ©-асимптотическая вектор-
функция, индуцированная тождественным отображением 
пространства R". Из диссипативности ($1, 2В) следует автодисси-
пативность мнимой части5, а из соотношения Лг|ОТ=0 следует 
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(5.7). Наоборот, если 5 — ©-асимптотическое решение уравне­
ния (5.7) с автодиссипативной мнимой частью, то рассмотрен­
ная выше квазикарта с действием (©, P, Q, 5) определяет дис­
сипативное лагранжево асимптотическое многообразие ~Ч с дей­
ствием 2В, лежащее на уровне Н—0, причем (©,S) будет произ­
водящей парой для (2Я, -Ю). щ 

5.4. Процедура Я-расширения дает возможность построить 
диссипативное лагранжево асимптотическое многообразие с 
действием, лежащее на уровне Я = 0, исходя из диссипативного 
изотропного асимптотического многообразия ЗЛ0 с действием SB0, 
лежащего на уровне Я = 0 и трансверсального гамильтонову 
векторному полю | и . Имеете яследующий способ построения дис-
сипативных изотропных асимптотических многообразий, лежа­
щих на уровне Я = 0. Пусть N — гладкое (л—1)-мерное подмно­
гообразие в R", снабженное диссипацией ®0, 5°—©о-асимптоти-
ческая функция на N с автодиссипативной мнимой частью, 
Q0 — ©-асимптотическая функция на N, порожденная тождест­
венным отображением. Рассмотрим следующую систему урав­
нений относительно ©-асимптотической n-мерной вектор-функ­
ции Р° на N: 

L #(P0, Q0) = 0. (°-й) 

Если эта система имеет решение Р°, мнимая часть которого 
имеет оценку 0(©~1/-)1 то квазикарта с действием (©-, Р°, 
Q°, So) определяет некоторое диссипативное изотропное асимп­
тотическое многообразие 5Ш0 с действием -Ш°, лежащее на уров­
не # = 0 . Тогда его Я-расширение (2Я,2В) определяет согласно 
теореме (5.3) ©-асимптотическое решение задачи Коши 

|л.- — -Ьи 

с автодиссипативной мнимой частью. 
Пусть, например, /V - координатная плоскость х, = 0 в Rx

n. 
Тогда первое из уравнений системы (5.8) дает явные формулы 

-°" = - § ^ . У - 2 . . . . . « . (5.10> 

а Я? должно удовлетворять уравнению 

"{*•% & • - • • - • •--)-<•• ' 
Если функция Н(р, х) аналитична по р, то, при выполнении усло­
вия --—'-ФО, уравнение Я (p, x) = 0 определяет неявную функ­
цию /?• — Ф (р2,..., рп, x i , . . •, л;,,) комплексных переменных р2> • • • 
. . . , рп и вещественных хх,..., Хп- Если, далее, справедлива 
оценка 
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Ьпф(д—. . . . , g , 0 , x 2 x„)=0((ImS0(x2 , •.•,xn))1,2)) (5-И) 

то, полагая 
Р^{ТЩ~ТЖУ0'^---^")' 

и остальные компоненты P- определяя согласно (5.10), получим 
решение системы (5.8), мнимая часть которого имеет оценку 
0(эу2) (напомним, что £>0 связано с lmS° условием автодиссипа-
тивности). Наконец, легко видеть, что из условия dHjdpi^O 
следует, что гамильтоново векторное поле Ън трансверсалыю 
асимптотическому многообразию, определенному квазикартой 
(£>0, Ре, Qo). Таким образом, в данных условиях удается 
построить удовлетворяющее условию автодиссипативности мни­
мой части решение задачи Коши 

З а м е ч а н и е . Ниже (см. п. 6.8) мы дадим способ решения 
задачи Коши (5.12) в области Xi>0, применимый и в том 
случае, когда оценка (5.11) не имеет места при условии, 
что 1тФ(р2> •••,/',•' Х\> •.•,•*.,.)<О для вещественных р2, ... 
..., р„. 

5.5. Предположим, что. мы решили уравнение Гамильтона—-
Якоби (5.4). Тогда мы имеем диссипативное асимптотическое 
лагранжево многообразие с действием (ЯП, Ш), лежащее на нуле­
вом уровне функции /"-V(p> xY+H (p, х, 0) и находящееся цели­
ком в неособой зоне, так что оно имеет производящую пару 
•(£>, So). Произвольную ©-асимптотическую функцию <Р можно 
поднять на ЧЯ. Это означает, что ©-асимптотической функции Ф 
ставится в соответствие квазифункция ф на 5Ш, определяемая с 
помощью Ф в квазикарте Д —(©, Р, Q), где Р-=•------•. a Q — 
©-асимптотическая функция, индуцированная тождественным 
вложением окрестности множества •/•/(©) в R". Каждое из урав­
нений переноса (5.5), (5.6) имеет вид 

<-№4 £>+'«--• <5-13) 
где /? —©-асимптотическая функция, .которую можно считать 
известной (она выражается через S0 и решения предыдущих 
уравнений переноса). Поднимая уравнение (5.13) на 2Я, получим: 

ХФ + Я - 0 , (5.14) 
где X—-векторное поле на Ш, которое в квазикарте А выра­
жается как 

• S - - - - 1 
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Мы утверждаем, что 'X есть векторное поле, индуцированное 
на SW гамильтоновым векторным полем |я„, так что уравнение 
переноса на Ш1 (5.14) записывается в виде 

$«.Ь*ф+£=-0- (5Л6) 
Чтобы убедиться в этом, достаточно воспользоваться пред­

ставлением \нЛш в -.вазикарте А; согласно п. 1.8.14 это будет 
как раз (5.15). 

В случае, когда (Ж, Щ является Я0-расширением диссипатив-
ного асимптотического многообразия с действием (Ш0, 28°), что 
отвечает задаче Коши для уравнения Гамильтона — Якоби (5.4), 
ЗЯ0 имеет квазиатлас, состоящий из квазикарт, каждая из кото­
рых определена на прямом произведении некоторого (п—^-мер­
ного многообразия на отрезок вещественной прямой R, и обладает 
тем свойством, что диссипация стационарна и поле -— представ­
ляет в данной квазикарте '1яп|да. Это означает, что в данном 
случае решение уравнения переноса на 5ТО сводится к решению 
©-асимптотической задачи Коши для обыкновенного дифферен­
циального уравнения, рассмотренной в § 1.10 (в данном случае 
речь идет об уравнении (1.10.1) весьма частного вида, когда 
правая часть не зависит от неизвестной ©-асимптотической 
функции). В частности, можно пользоваться доказанными в 
§ 1.10 теоремами существования и единственности решения 
©-асимптотической задачи Коши для зависящего от малого 
параметра уравнения Гамильтона—Якоби (5.3) с начальными 
данными, отвечающими лежащему на нулевом уровне функции 
# 0 изотропному асимптотическому многообразию с действием, 
трансверсальному векторному полю !#„. 

§ 6. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА КОШИ 
ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ 

ГАМИЛЬТОНА —ЯКОБИ С КОМПЛЕКСНЫМ ГАМИЛЬТОНИАНОМ 

6.1. В этом параграфе мы построим ©-асимптотическое ре­
шение задачи Коши 

{.£ + tf(*L,*,*)-0, 0<t<tu 

с автодиссипативной мнимой частью в случае, когда мнимая 
часть гамильтониана H(p,x,t) неположительна для веществен­
ных значений аргументов. Геометрической основой соответст­
вующей конструкции является понятие Я-лагранжева эволюци­
онирующего асимптотического многообразия. 

6.2. Пусть R2"+1 интерпертируется как поризведение фазово­
го пространства R2" на ось времени, p=(pi,..., р„), <~ = 
= (<71, • •. i Я-п), t — стандартные координаты в R2n+1. 
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О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что n-мерное эволюцио­
нирующее асимптотическое многообразие ЗЯ в комплексифици-
рованном фазовом- пространстве С2" лагранжево, если оно 
локально удовлетворяет следующему условию: существует квази­
функции i на SD1, в каждый фиксированный момент t являю­
щаяся первообразной квазиформы pdq\%R'. Эволюционирую­
щую n-мерную квазикарту Д= (©, Р, Q) в С2™ будем называть 
лагранжевой, если существует ©-асимптотическая функция W,. 
для которой PtdQt = dWt, Будем называть W действием в лаг­
ранжевой эволюционирующей квазикарте А. 

Эволюционирующее асимптотическое многообразие в С2" 
лагранжево тогда и только тогда, когда оно имеет квазиатлас,. 
состоящий из лагранжевых эволюционирующих квазикарт. 

Пусть (5), Р, Q)—лагранжева эволюционирующая квази-
карта, W — такая ©-асимптотическая функция, что для любого-
момента времени t W* — первообразная ©-асимптотической фор­
мы PldQl. Набор (£),P,Q,W) будем называть лагранжевой эво­
люционирующей квазикартой с действием. Семейство лагранже­
вых эволюционирующих квазикарт с действием (®j. Pi, 
QK Wi)fej будем называть квазиатласом лагранжева эволю­
ционирующего асимптотического многообразия 2)1 с действием 
SB, если семейство (S)j, Pi, Q-)j6j- является квазиатласом 2ft, a 
семейство {Wi)ieJ определяет квазифункцию Ш на ЯН. Иными 
словами, действие на лагранжевой эволюционирующем асимпто­
тическом многообразии 2Л есть такая квазифункция ЗВ, что при 
фиксированном t квазифункция 503' является первообразной 
квазиформы pdq\W . 

Каждое мгновенное состояние Ш лагранжева эволюциони­
рующего асимптотического многообразия 2ft является лагран-
жевым асимптотическим многообразием. Действие 533 на лаг-
ранжевом эволюционирующем асимптотическом многообразии 
определяет семейство действий Ш на его мгновенных состояни­
ях. Будем говорить, что n-мерное лагранжево эволюционирую­
щее асимптотическое многообразие 551 /-неособо (неособо, если 
/={1, 2 «}), если его мгновенные состояния /-неособы, 
Эту терминологию будем использовать и в локальном варианте,. 
а также для квазикарт. Всякое лагранжево эволюционирующее 
асимптотическое многообразие имеет квазиатлас, каждая из 
эволюционирующих квазикарт которого является 7-неособой 
для некоторого /. 

6.3. У-канонической (неособой канонической, если 1= 
= {1, 2 п}) картой n-мерного лагранжева эволюционирую­
щего асимптотического многообразия 2ft будем называть набор 
х= (©, Р, Q, W,у), где (£>, P, Q) — /-неособая эволюционирую­
щая квазикарта 2ft, W — действие в этой квазикарте, у — глад­
кая Rn-3Ha4Hafl функция, определенная вблизи N(S)), компо­
ненты которой в каждый фиксированный момент времени / яв­
ляются /-допустимыми координатами в квазикарте (©., Р\ Q').. 
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При этом будем называть у /-допустимыми координатами в1'. 
эволюционирующей квазикарте (3), Р, Q). /-фаза в /-каноничес­
кой карте % (фаза в неособой канонической карте) определяет­
ся так же, как в п. 1.10). 

6.4. Пусть © — эволюционирующая диссипация в Rn, S — 
комплексная ©-асимптотическая функция с мнимой частью,. 
имеющей оценку 0(©1/2). Пара (©, S) определяет лагранжева. 
эволюционирующее асимптотическое многообразие Ш с квази-
атласом, состоящим из одной эволюционирующей квазикарты 
Л=(©, Р, Q), где ©-асимптотическая функция Q порождена 
стандартным вложением Rn{to}0, а Р= ----, . Кроме того, пара 
(©, 5) определяет действие 5В на SDT. Будем называть (©, S) 
производящей парой лагранжева эволюционирующего асимп­
тотического многообразия Щ с действием 2S. Очевидно, что лаг-
ранжево эволюционирующее асимптотическое многообразие ЕЭД, 
имеющее производящую пару, неособо. Аналогично определяет­
ся /-производящая пара /-неособого лагранжева эволюциони­
рующего асимптотического многообразия (ср. ' с концом' 
п. 1.12). 

Т е о р е м а , /-производящая пара /-неособого лагранжева 
эволюционирующего асимптотического многообразия с действи­
ем существует и единственна. _ 

Доказательство проведем для случая 1 = 0. 
I. Е д и н с т в е н н о с т ь . Пусть (5Ш, 28) —лагранжево эволю­

ционирующее асимптотическое многообразие c действием, и пусть 
(©, S), (ЗУ, S')—ero производящие пары. Этим производящим 
парам отвечают неособые канонические карты Д = ®- -—: • Q> S,x\ 

и Л' --=©', -——, Q'. S', х), где Q и Q—соответственно ©-асимп-' 
тотическая и ©'-асимптотическая функции, порожденные тожде­
ственным отображением R"{to}R", а х — независящая от времени 
R''-значная функция, компоненты которой являются стандартными; 
координатами в R". , Легко замечаем, что N (©') — N (©) (ср. 
с доказательством теоремы 1.12). Пусть (<?, x)QN (®). Так как. 
эволюционирующие квазикарты (©, --- - j , QJ и ©', ---р, Q') со­
гласованы, а 5 и S' определяют одну и ту же квазифункцию,. 
то найдется такое правильное подмножество и множества N (©)„ 
содержащее точку (-7, т), что 

где тбГ,еу(©„, ©̂ ,) - эволюционирующая асимптотическая замена 
переменных, имеющая вид T==.-^s(x, F)-a* для некоторого диф­
феоморфизма а, удовлетворяющего условиям ©|, —а*®Ц, a*t = t,1 
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о ]„--—id, и некоторой с-регулярной в каждый фиксированный 
момент времени ©^-асимптотической функции E. 

Покажем, что ростки эволюционирующих диссипаций ©, ©' 
в точке (<7,т;) совпадают. Пусть De©. Тогда функция D' = Doo 
локально представляет £>. Имеем: 

D'(m,t)=D(o{m,t))=D(d(m,t),t), 
где 6 = pri- а; при этом 6—л:=0(®'1/2), так как 

Q' = %Q = (fta(x,F)(a*Q) = <b{x,F)6, 
а х является представителем ©'-асимптотической функции Q'. 
Из тейлоровского разложения D'(m,t) по степеням б—х полу­
чается справедливая вблизи точки {q, т) оценка 

D<c(D /+D 1 / 2D" / ?) , с = const, 

откуда, как мы уже видели, следует, что вблизи точки (<?, т) 
имеет место соотношение D —O(D'); в силу симметричности 
отношения согласованности квазикарт это означает совпадение 
ростков диссипаций © и ©' в произвольной точке (q, x)GN(S). 
Итак, ©'=©. 

Далее, Qu' — Qu, значит т — тождественное отображение ал­
гебры As(©u), так что S'—xS = S. 

И. Существование производящей пары доказывается так 
же, как в теореме 1.12. 

6.5. Пусть SK — эволюционирующее асимптотическое много­
образие в комплексификации фазового пространства Rv

nxRq
n, 

Ж\^р
п R,j"xR({to}C — гладкая функция (гамильтониан). Бу­

дем говорить, что .Ш Ж-лагранжево, если квазиформа (pdq — 
З/edt) | зя локально точна. Первообразную Ш этой квазиформы 
(если она существует) будем называть ^-действием на 5Ш, а 
пару (5W, 38) —Ж-лагранокевым эволюционирующим асимптоти­
ческим многообразием с действием. 

Если -Жлагранжево эволюционирующее асимптотическое 
многообразие с действием имеет производящую пару (©, 5 ) , то 
Ж-асимптотическая функция 5 удовлетворяет уравнению Га­
мильтона—Якоби 

Это следует из того, что для неособой канонической квази­
карты (©, Р, Q, W, у) эволюционирующего асимптотического 
многообразия Эй, удовлетворяющей условию dW=PdQ — 
— 2@(P,Q,t)dt, пара (©, S), определяемая соотношениями 
_ del 

S = y*S, cp = 0*s(Q, y)W=y*S, является локальной производя­
щей парой для 2Л и (см. 1.9.7) 
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6.6. Приведем рецепт построения 5^-лагранжева эволюцио­
нирующего асимптотического многообразия с заданным началь­
ным состоянием в случае, когда мнимая часть Н гамильто­
ниана Ш = Н-\-iH неположительна. 

Пусть начальное лагранжево асимптотическое многообразие 
ЗЛ'° локально задается квазикартой Л'° — (£.*., Pio, Q'°), где 
S/. — диссипация на некотором и-мерном многообразии М. Пред­
положим, что решение р (т, t), q (m, t) задачи Коши 

p = — t f „ q = Hp, q\t=i0=Q'°, - | , _ , — P ' e 

существует при mQN(S>io), .#6[г-о» ti) и обладает тем свойством, 
что отображение (т, t)^(p(m, t), q(m,t),t) топологически 
вкладывает N (£)/.) X [h, ti), в R2" X [to> .̂ г) (этого всегда можно 
добиться, заменяя М на достаточно малую область на M). 
Построим эволюционирующую на промежутке времени [t0, ti> 
квазикарту Л = (®, Р, Q) следующим образом. Определим 
-̂диссипацию S3 ПО начальной диссипации £>;„ с помощью пред-

ставителя D, удовлетворяющего вместе с некоторыми функциями 
р, <7:MX[io. tO-̂ -R™ условиям 

D=-H(p,q,t), D(-,t0)eS)t„ 
P=~~f(p,q,t) + 0(Dir2) + 0(D"2), 

Я-Ц~{Р^ Я> t) + 0(/J1/2) + 0(L)1/2), (6.2) 

jO(.,to)-.P' ,-=0((S>/.)"2), 
4 (., /о)-Q<°= О ((£),„)•/--). 

Условия (6.2) определяют i.-диссипацию однозначно согласно 
предложению 1.9.4. 

Например, можно решить задачу Коши 

p=*-HQ(p,q,t), />|<-*----Re.P'-, 
q = Hp(p,q,t), #|.=t.0 = R e Q \ 

и вычислить представитель D -̂диссипации S по формуле 
t 

D(m,t) = D(m,,to) — )H(p(m,f), q (m, %), т) dt, 
и 

где D(.,t0)eS/0 . 
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Пусть © — эволюционирующая диссипация, порожденная 
.i-диссипацией S. Определим ©-асимптотические функции Р, Q, 
решая ©-асимптотическую задачу КОШЙ 

P = - 5 » e ( P , Q , 0 , .Р|,_,-----°'0. 
Q = 3№p{P,-Q,t), Q I/-/.----Q'*-

Докажем, что (©, Р, Q) —• .Ж-лагранжева эволюционирующая 
квазикарта. 

1) Проверим с-регулярность (Р\ Q') на N(2),) при t& 
:d[t0, it). Пусть (m,-c)e..V(a). Тогда (m, t) e-N (©) при *е[*0, т]. 
1 Предположим, что (Р\ Ф) не является с-регулярньш в точ­
ке т. Тогда найдется такой ненулевой комплексный касатель­
ный вектор t,BcTMm, что 

(-P-,Q-).£=0. (6.3) 
Обозначим 

«(О = P.'("•)•=, ь{1)=С>,<{т)Ь Щи,х]. 
-Функции и(/), v(t) удовлетворяют системе в вариациях 

— —— (.° (яг. t), Q (m, t), t) v, • 

' * (0 = 1 р (Р <от'f)' Q ("-. 0, 0 tt+g^ (^ (m, t), Q(m, t), t) v. 
TaK как, согласно (6.3), и (т) =-<o (t) = 0, то к = 0 , ч"==0. Но это 
противоречит с-регулярности (Р'°, Q'°) в точке /n. 

2) Покажем, что построенная эволюционирующая квазикарта 
^-контактна. Без ограничения общности можем считать, что 
©/„-асимптотическая форма P^dQu имеет первообразную W*°. 
Определим W как решение ©-асимптотической задачи Коши 

W=(P,U-^(P, Q,t))-3ti(P, Q,t), W\i=u = W'°. (6.4) 
Мы утверждаем, что W—первообразная ©-асимптотической фор­
мы PdQ — 3H(P,Q,t)dt. Равенство dW=PdQ-2e(P, Q,t)dt 
получается из (6.4) с учетом того, что dW^^P^dQ'', точно 
так же, как в вещественном случае с нулевой диссипацией (пря­
мое вычисление показывает, что -— (dWl — P'dQ^^O; кроме 
того, из (6.4) следует, что ( dW, —• > =W= < P, Q > — 
~^(P,Q,t)= {PdQ — 3V(P, Q,i)dt,-~ >. 

Назовем построенную по квазикарте Л'°— (©/„, Р'°, Q*°) эво­
люционирующую квазикарту Л=(©, Р, Q) Ж-эволюцией началь­
ной квазикарты Л'°. Отметим, что для ^-эволюции начальной 
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квазикарты однозначно определяется порождающая .5D ̂ -диссипа­
ция 3), удовлетворяющая условиям (6.2). 

Если квазикарта А'° снабжена действием Wta, то ее ^-эволю­
ция Л стандартно снабжается действием W, являющимся реше­
нием ©-асимптотической задачи Коши (6.4). 

Эё-эволюцией I-канонической карты (3)*„, Р(\ Q*°, W°, у1') 
начального лаграюкева асимптотического многообразия с дейст­
вием (5Ш'°, 333'°) будем называть /-каноническую карту (5), Р, Q, 
W,y), где (S, P, Q, W) — ̂ -эволюция квазикарты с действием 
(S><., Pu, Q/o, Wf°), а /-допустимые координаты у удовлетворяю­
щие условию 

Qi—yi == о (si;2) при tei, 
Pt-y^O^) при Щ1\ 

здесь S-г.-диссипация, отвечающая ^-эволюции начальной 
квазикарты. 

Заметим, ЧТО ^-эволюция /-канонической карты существует, 
если / / < 0 . Например, в случае неособой канонической карты 
для выполнения условия (6.5) достаточно взять функцию у в виде 
i/-=ReQ + A,1raQ (в правой части под Q понимается.представи­
тель ©-асимптотической функции) с некоторой вещественной кон­
стантой %, обеспечивающей регулярность у при фиксированном 
времени. Действительно, при этом 

y—<3 = ( a , - i ) I m Q . - ( b - i ) . ^ ( P , Q,i)+0(S1 '2)-6(S)1 /2). 

6.7. Предложение . Пусть А*' = (S>,0, Р'% Q'°) и Л'° = 
— (5.>/о, P'°, Q'°) — согласованные лаграюкевы квазикарты. Тогда 
и их ^-эволюции Л, Л согласованы. Если Л'° и Л'° снабжены 
согласованными действиями W*\ W'°, то и соответствующие Ж-
лагранжевы эволюционирующие квазикарты с действием (3), Р, 
Q, W), (£>, Р, Q,W) согласованы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можем счи­
тать, что квазикарты Л'", Л'° ЯВЛЯЮТСЯ неособыми и одна из них— 
перестройка другой, т. е. Ф,— й>,„ P'°==a;s(Q'°, Q'°)P~U; кроме 
того, можем предполагать, что Л и Л—-эволюционирующие ква­
зикарты на одном и том же_промежутке времени _[t0i ti). Тогда 
S = S). Положим P----a*s(Q, Q)P. Очевидно, р'1==р'0. Вычислим 
-—, используя предложение 9.7: 

£-W.,<Q. Q) % + 2 # ktKAQ- ©.-I-
135 



Следовательно, имеет место соотношение ------—-=А{Р— P)> 
где Л —гладкая матричная функция, и в силу леммы _Г1_0.2,̂  Р 
совпадает с Р, так что эволюционирующая квазикарта (S, P, Q)— 
= (2>, o*s(Q, Q)P, Q) является перестройкой эволюционирующей. 
квазикарты (S, P, Q). 

Пусть теперь лагранжевы квазикарты л'°. Л'0 снабжены, со­
ответственно, действиями Wl°, W'°, а действия W, W в эволю­
ционирующих ^-контактных квазикартах Л, Л получаются 
из начальных действий W'°, W*° с помощью соотношений 

W^M\P,Q,t)~ {P, Щ-{Р, Q,-)>> 

W~M(P,Q,t)-~(P,d^(P,Q,t)). 

Предположим без ограничения общности, что Э = 3), (P,X>) = 
= o*as(F,Q)(P, Q), где E=(Qi,P--), G = (QT,PT). Согласо­
ванность Wia и W° означает, что Wu = al(Fi\Qu)Wu. Пока-
жем, что W = a*s(E, G)\F. Произведем соответствующее вычис­
ление: 

4JO*{F, Q)W-<?„{?, Q)W+ < G, ' o*(F, Q)W)~ dt as\- > ."-•/ asV ' " / " l \ u ' ,3(5 " a s ' 

•aUF, Q)(F, | f - > = ^ + 

+ < -?-<-;-(-'. G)F. <(F> G)|f > =w, 
так как G = aaS(F, G)F вследствие того, что (P, Q) и (Р, Q) 
удовлетворяют одной и той же системе Гамильтона. Ш 

6.8. Определение. Пусть 5^-лагранжево эволюционирующее 
асимптотическое многообразие Ж имеет квазиатлас, каждая 
из квазикарт которого является ^-эволюцией начальной квази­
карты. Тогда мы будем говорить, что Ш есть 5.?-эволюция своего 
начального состояния ffiio. Если при этом 9ft снабжено ^-дейст­
вием 28, то будем называть (3JJ, Щ Ж-эволюцией лагранжева 
асимптотического многообразия с действием {Ш1°, Ш*а). 

Квазикарту ^-эволюции лагранжева асимптотического много­
образия будем называть гамильтоновой, если она является 
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5^-эволюцией некоторой начальной квазикарты. Отметим, что 
не любая квазикарта лагранжева эволюционирующего асимпто­
тического многообразия, являющегося ^-эволюцией своего-
начального состояния, гамильтонова. 

6.9. Диссипативность лагранжева эволюционирующего 
асимптотического многообразия определяется точно так же, как 
и в неэволюционирующем случае, 

Т е о р е м а . ЕСЛИ Im<3&{le}0, то 5^-эволюция диссипативного-
лагранжева асимптотического многообразия с действием дис­
сипативна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы покажем следующее: если /-кано­
ническая карта х = (5>, Р, Q, W, у) ^-лагранжева эволюциони­
рующего асимптотического многообразия является 5^-эволюцией; 
канонической карты и'---= (S<0, Р*°, Q'-, W», уи) и и-° диссипатив­
на, то и я диссипативна; без ограничения общности ограничимся 
случаем 7 — 0 . Пусть 0 — aa*s(Q, у)W — фаза в канонической 
карте у.. Так как W= { P, Q > - Ж ( Р , Q, t), то, согласно 
предложению 1.9.7, 

Ф = СТа*в (Q. У) W+ < 'У, — > -a.*, (Q- У) < Q, ^ > — 

57./ - ^ 1 < 5 7 ' 
Обозначим Ф1 = ЯеФ, Ф2=-1тФ, #--=Re.3®, Л = 1 ш ^ - . 

Проводя в правой части (6.6) разложение по степеням ------ и 
выделяя мнимую часть, получим следующее соотношение: 

Ф 2 = - Я ( - ^ , 1 / > ^ - < ^ " 1 " г > + / . 
где 

/ = 0(S)3/2), 

© — ̂ -диссипация, отвечающая 5^-эволюции начальной кано­
нической карты к'». Нетрудно проверить, что функции 

P=^j~> -7 = У. D{m,t) = D0(m) — ^ff{p(m,x), q(tn,x))d%, 
in 

где DoG®/- удовлетворяют уравнению (6.1), так что Z)6®^ 
Поэтому можно применить лемму 4.5 при X— < g-, --г)»-

ь — - ^ »•<)•• 
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6.10. Т е о р е м а . Пусть Зё — комплексная См-функция в 
•RpXR"xR ( с неположительной мнимой частью, (Ш1, 2В)— 
неособое диссипативное -Жлагранжево эволюционирующее 
асимптотическое многообразие с действием, и пусть (S), 5) — 
его производящая пара. Тогда S-асимптотическая функция 
•S имеет автодиссипативную мнимую часть и удовлетворяет 
уравнению Гамильтона—Якоби (6.1). 

Наоборот, для любого ©-асимптотического решения S урав­
нения (6.1) с автодиссипативной МНИМОЙ частью, пара (©, 5) 
является производящей для некоторого диссипативного 36-
лагранжева эволюционирующего асимптотического многооб­
разия. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Из диссипативности (2И, 2Б) следу­
ет автодиссипативность мнимой части S по определению дисси-
пативной производящей пары. То, что 5 удовлетворяет урав­
нению (6.1), было проверено в п. 6.5. 

2) Если 5 — ©-асимптотическая функция с автодиссипативной 
мнимой частью, то лагранжево эволюционирующее асимптоти­
ческое многообразие с действием (5Ш, Щ, определенное произво­
дящей парой (©, S), диссипативно. Если S удовлетворяет урав­
нению (6.1), то Ш ^-контактно, так как при этом -Э-асимптоти-
ческая форма —d# —.^(--р -*> -I—• представляющая квазиформу 
(pdg — Щр, q, t) dt) |д--. является дифференциалом ©-асимпто­
тической функции S.H 

6.11. Итак, имеется следующий способ построения ©-асимп­
тотического решения задачи Коши 

|й7+^(г-'х'')==°1 (6.7) 

с автодиссипативной мнимой частью (здесь ImStH^O, 5 0 — 
'©о-асимптотическая функция с автодиссипативной мнимой 
частью): 

1) строится диссипативное лагранжево асимптотическое 
многообразие с действием (ЗЛо, ЯБ°) с производящей парой 
.(So, ®о); 

2) строится его -З^-эволюция (Ш,Ш), начиная с момента ty, 
3) Находится производящая пара (©, S) 5^-лагранжева 

эволюционирующего асимптотического многообразия с дейст­
вием (.W.SB). 

§ 7. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ФАЗЫ 

7.1 . Пусть Д = (©, Р, Q, W, у) — гамильтонова каноническая 
•карта .-Ж-эволюции некоторого лагранжева асимптотического 
многообразия с действием, ©-—соответствующая t-диссипация, 
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•Ф — фаза в Д. В этом параграфе мы вычислим приближенную 
•фазу Ф, так что будут справедливы оценки 

"ф_ф-=0(®3/2), Ф — Ф = д(£>3/2), (7.1) 
не вычисляя самой канонической карты Д с той же точностью. 
Возможность такого вычисления базируется на следующем 
обстоятельстве. 

Для того, чтобы найти Р, Q по их начальным значениям 
Ри, Q'°, нужно решить ©-асимптотическую задачу Коши для 
системы Гамильтона. Сделать это точно затруднительно, осо­
бенно в случае неаналитического гамильтониана, когда придется 
решать бесконечную цепочку задач Коши (для уравнений 
в вариациях высших порядков). Пусть (Р, Q) — приближенное 
решение, удовлетворяющее оценкам 

p _ P = 6(S>), Q - Q = 6(©). (7.2) 
Предполагая, к примеру, что карта Д-неособая, рассмотрим 

-©-асимптотическую функцию W—G*as(Q, Q)W. Знание W, Q и у 
позволяет вычислить фазу Ф: 

Ф = а ; (Q, y)W=a;s(Q, y)cTM(Q, Q) WW a s(Q, У)&. 
Оказывается, что W приближенно—с точностью 6 (и)2)—удов­
летворяет дифференциальному _уравнению, правая часть кото­
рого выражается только через Р и Q. 

7.2. Лемма. Ф — (Я, Q > +Ж (Р, Q, i)=-6 (S>2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференцируя no t соотношение 

W—<з (Q, Q)W.= W+ < Q-Q, Р > + 6(2)-), 
получаем: 

$=W-\- {p,Q-Q) + ( P . ^ - Q ) + 0(S5-) = 
-=-5»(.Р, Q,t)-\- (P,~Q-Q) + (P,Q) + 6(S2) = 

- < P, § > - ^ (P, Q, t)- ( Q, P—P > + < P, Q-Q > + 0(3)-)— 
= < P, $ > - 5 » (P, Q, 0— X ~{P, Q, t), P-P > -

— < д-Щ-{Р, Q, t), Q-Q > + 0 > У ) = 

== (P,Q~) ~Sf6{P, Q, 0 + O(S)3/2). • 
7.3. Пусть W удовлетворяет уравнению 

# - = < Л Q> -5»(P., Q,0 + O(S3/2) (7.3) 
и начальному условию 
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W'° = W'°+ < Qh — Qh, Pu ) (7,4> 
с точностью^ Р ((®03/2) (правая часть (7.4) совпадает с #'-•—• 
=of;s(Q'°, Q'9)W'' С ТОЧНОСТЬЮ О ((3)/о)3'-). Тогда, очевидно, 
фг----'̂ ^"-=0(S)3,2) и, согласно предложению 1.9.3, справедлива 
оценка 1?-1F=0(©3 / 2) . 

Пусть т — линейный оператор в As (©), приближающий 
ole(Q,y) в следующем смысле: для любого E6As (2>) 

(t-</as(Q,y))E — b(S)3'2). (7.5) 
Положим 

ф-тЛГ . (7.6) 

Легко проверить, что приближенная фаза Ф удовлетворяет со» 
отношениям (7.1). 

В частности, можно положить 

•--№й-Цз»--?>-(-!-
|о|<2 

Тогда получим следующую формулу для приближенного вычис" 
ления фазы: 

ф = ^ + (y-Q^-щ) + 2
1 ( y - Q , | ^ ( y - Q ) > . (7.7) 

Формулу (7.7) можно заменить на более удобную формулу, 
которая не требует дифференцирования W. Действительно, 

^ = ^ (^+д(®3 '2))-=-Ао :Лд,^^+6(3)) — 

— <4(Q> ® ^ + бф)=Р+0(®)=Р + дф) (7.8) 

(мы воспользовались тем, что если ©— -̂диссипация на М, то 
£0 (©-")=--6 (ЗУ*-1'2) для векторного поля g, касающегося М - с м . 
п. I.9.3.). Далее, 

^ ^ i t + O^1'2). (7.9) 
dQ* dQ^ к ' v ' 

С помощью (7.8), (7.9) переписываем (7.7) в виде 
ф = \Г + < y _ Q > p ) + - i < y _ Q , ^ ( y _ Q ) ) + 6 ( © 3 / 2 ) . (7.10) 

Приведем аналогичную формулу для приближенного вычисления 
/-фазы в /-канонической карте: 
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Ф—- W- ( Рг, Qr)-{ PIt uj ) + < QT, uT ) -
I ->(/>-, - Q r ) . . . . 

- T < g ' a (q / | P-i «)+Q(S>3/2). 
где 

' lPi-«/i. -e/, 
г/—-/-допустимые локальные координаты. 

7.4. Итак, мы имеем формулу, выражающую фазу с точно­
стью 0 (®3/2) через ©-асимптотические функции Р , Q, удовлет­
воряющие (7.2), т. е. отличающиеся на Ьф) от Р, Q. Заметим 
теперь, что оценки (7.2) выполняются тогда и только тогда, 
когда Я, Q удовлетворяют системе 

_._ J __ ' (7.11) 
Q = ^-(P,Q,t) + 0(<6), Q'—Q<°=-0(.fe/o). 

Выведем (7.11) из (7.2): 

Щ-(Р, Q , ^ - = - ^ ( P , Q , 0 + O(ffi)-=~P + O(b)-=->-f-O( '©) 
- ^ ( P , Q , / ) — ^ - ( P , Q , t ) + 0(S) — Q + 0(£)) = Q-f-6(£)). 

Для вывода (7.2) из (7.11) достаточно сослаться на лемму 1.10.2. 
Наконец, заметим, что для предъявления допустимых коорди­

нат у, ^очевидно, также нет нужды находить Р и Q— достаточно 
найти Р, Q, удовлетворяющие соотношениям (7.11). 

7.5. Для удобства приведем в виде алгоритма полученные 
формулы вычисления 0 (£>3/2)-приближения фазы Ф по начальной 
канонической карте Д0 = (£>,.,, Р'°, Q*\ WU, у1"). 

1. Находится представитель D -̂диссипации Ь как функция, 
удовлетворяющая вместе с некоторыми функциями р> q'-MX 
X[to. ti){to}Re системе (6.2). 

2._Из_ системы (7.11) находятся ©-асимптотические функ­
ции Р, Q. 

3. Из уравнения (7.3) находится W, удовлетворяющее на­
чальному условию t^°-- i r ' 0 + O(<D?f). 

4. Исходя из начальных допустимых координат у1' находятся 
допустимые координаты у, удовлетворяющие условию Q - У -
==0(©1/2). 

5. Вычисляется ф по формуле (7.10). 
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П о я с н е н и е : ^ , Q и у МОЖНО, например, найти по форму­
лам P=p-\-w, Q = y + z, где р и У вещественны и удовлет.-
воряют системе Гамильтона р= —Hq(p, у, t), y = Hp{p,y,t) 
с начальными данными p|lW(i — -D'', + О (©If), y\l=,tl> = Уи> а -ш и -z 
удовлетворяют модифицированной системе в вариациях: 

w== -2eqp(p, у, t)w — 3@qq(p, q,t)z — iNg(p; у, t), 
z^9@pp(p,y, t)w + 3%pq(p,y,t)z + iHp(p,y,t) 

(см. п. Г 10.6). После этого (7.3) принимает вид 

W= {р, **-{р, у, *) + ^f-(p, У, i)w+%jfc{p, y,i)z)-

-ЗВ (р, y,t)-( ^L(p, у, t), z ) + 1 < ™, - ^ - ( p , « / . * ) _ > -

- ^ 2 , ^ ( p , y , ^ > + 0 ^ © 3 < 2 ) . (7-13) 
7.6. Напомним, что фаза Ф, отвечающая гамильтоновой кано­

нической карте Д = (®, Р, Q,W, у), удовлетворяет уравнению 
Ф - (у,Фу) +5» (Фу, y,t)=>0. (7.14) 

Покажем, что приближенная фаза ф удовлетворяет этому урав­
нению с точностью d(S3'2). 

Лемма. Если Ф = Ф + / , где / = 6(S)3/2), TO справедливо 
соотношение 

Ф<- ( У-Фу ) +5» (Фу> У, t) = 6(£3ft). , 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем: 
ф— < у,фу) +5»(Фу, у,0 — Ф + / г - <У, Фу + / У ) + 

+ 5»(Ф, + /У, У. ̂ ) — (в силу (7.14) < ^ р (Ф у , у, t)-y, / , ) + 
+ 6(S3/2)-=-0(©3/2); 

мы учли, что /У — 0(Ф), а ^ ( Ф у , у , 0 - y — 0(SI/2). Ш 
7.7. Аналогичные результаты имеют место для фазы в кано­

нической карте -З -̂расширения изотропного асимптотического 
многообразия с действием, лежащего на нулевом уровне (веще­
ственного) гамильтониана <Ж Если эта каноническая карта не-
особая и имеет вид Д==(©, Р, Q, W, у), то, обозначая для про­
извольной ©-асимптотической функции Q, удовлетворяющей 
условиям 

$ — Q = 0(S), Qlt-t.-Qlt-t^OlS),.), 
где ©̂  -диссипация в начальной (отвечающей t = tu) изотропной 
квазикарте, 
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W=aUQ,Q)W, 
получим для W соотношение, аналогичное доказанному в лем­
ме 7.2: 

U - < Р, $ ) -Ж(Р, Q) + 0(®3/2) (7.15) 
для любой ©-асимптотической функции P, удовлетворяющей?. 
условиям 

Отметим, что в правой части (7.15) нельзя отбросить член 
Ш(Р, Q), так как он равен нулю лишь с точностью О (£)). 

Таким образом, можно найти ©-асимптотическую функцию Ф, 
с точностью до О (£>3/2) приближающую фазу Ф в некоторой 
канонической карте, отвечающей ^-расширению начальной изо­
тропной квазикарты с действием (©с,,, Pio, Qia, Wh), и соответ­
ствующие допустимые координаты у при помощи алгоритма.. 
аналогичного алгоритму п. 7.5. При этом также будет справед­
лива оценка | Ф — Ф | = О (3>3/2). Отметим только изменения по 
сравнению с п. 7.5: 

а) оценки О (£и) и б (S)s) заменяются на О (Ss); 
б) ® определяется как стационарная диссипация по начальной 

диссипации ®0; 
в) в системе в вариациях (7.12) отсутствуют члены — £•—-'' 

г—-—; уравнение (7.13) остается без изменений. 
Отметим также, 'что в этом случае приближенная фаза Ф 

удовлетворяет уравнению Гамильтона — Якоби 36 [------, у)— О 
с точностью О (£>3/2). 

§ 8. с-ЛАГРАНЖЕВА СТРУКТУРА 

8.1. В этом параграфе мы будем рассматривать асимптоти­
ческие многообразия первого приближения в комплексифициро-
ванном фазовом пространстве С2", снабженные дополнительной 
структурой, аналогичной структуре лагранжева многообразия. 
Заметим, что прямолинейное определение лагранжевости асимп­
тотического многообразия первого приближения 2Л как локаль­
ной точности квазиформы рйц\ш не проходит, так как квази-
формы на многообразии первого приближения нельзя диффе­
ренцировать. Поясним это обстоятельство, обращаясь к 
квазикартам. 

Определение . Изотропной ^-мерной (при k = n — лаг-
ранжевой) квазикартой с действием первого приближения s 
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С2п будем называть набор А= (®, Р, Q, W), где (S, P, Q) — 
•А-мерная квазикарта в С2п, а W;— ©-асимптотическая функция, 
удовлетворяющая соотношению 

dW=PdQ + 0(£>). (8.1) 
Пусть A ' = ( S ' , Р ' , Q', W)—другой набор, 1-согласован-

ный с Д. Например, пусть А' является перестройкой А в первом 
приблиокении: 

S ' -=S , P ' -<4 (E, .C? )P + 0(®), 
Q'=ol(F,G)Q + 0(®), W - o * a g ( F , 0 ) + 0(ffi), 

где F, G — некоторые с-регулярные ©-асимптотические функции. 
Тогда, вообще говоря, нельзя утверждать, что Р', Q', W' удов­
летворяют условию (8.1); заведомо верно только, что 

dW' -P ' dQ '+O.^ 1 7 2 ) -
С частным случаем этой ситуации мы встретились в преды­

дущем параграфе: наборы (S, P, Q, W) и (S, P', Q'[ W<) 1-сог­
ласованы, если Р'—P = 0(S5), Q'—Q = 0(S>), но соотношение 
(8.1) не влечет такого же соотношения для Р ' , Q', W. При при­
ближенном вычислении фазы в неособой канонической карте 
мы пользовались в квазикарте (S, P', Q') не ©-асимптотической 
функцией W, которая в этой квазикарте не является действием 
первого приближения, а специальным представителем W соот­
ветствующей квазифункции на асимптотическом многообразии 
первого приближения: 

W"-=<4(Q,Q')W. (8.2) 
Набор (®, Р ' , Q', W) уже является лагранжевой квазикартой 
с действием первого приближения. 

8.2. ПОНЯТИЯ неособой и /-неособой лагранжевой квазикарты 
с действием первого приближения и соответствующее локальное 
понятие /-регулярности вводятся точно так же, как для лагран-
жевых квазикарт в § 1. Каждая точка нуль-множества диссипа­
ции в лагранжевой квазикарте с действием первого приближе­
ния является /-регулярной для некоторого I. 

Формула (8.2) дает способ согласования действий в разных 
.неособых лагранжевых 1-согласованных квазикартах с действи­
ем первого приближения А, А'!. Мы обобщим этот способ на 
случай, когда А и А' не являются неособыми. 

8.3. О п р е д е л е н и е . Лагранжеву квазикарту с действием 
первого приближения A'-=(S, Р ' , Q', Ш) назовем перестройкой 
лагранжевой квазикарты с действием первого приближения Д = 
= (2), Р , Q, W), если выполнены следующие условия: 

а) Р - Р = 0(£>1/2), Q ' - Q - = 0 ( S 1 / 2 ) ; 
б) Г - 1 1 7 + 1 < Q'-Q, Р' + Р > + О(®3/2), 
в) ( Р - P ) d Q - - = ( Q — Q ) d P + 0(3>). 
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5.4. О п р е д е л е н и е . Две лагранжевы квазикарты с дейст­
вием первого приближения Д== (£), Р, Q, W) и Д'=(Й>', Р ' , Q', 
W) назовем согласованными, если найдутся открытое в N(S>) 
подмножество и, открытое в N(S') подмножество и' и диф­
феоморфизм сг некоторой окрестности множества и' в области 
определения диссипации ©' на некоторую окрестность множест­
ва и в области определения диссипации £> такие, что выполнены 
следующие условия: 

а) система уравнений 
Р{т)~Р'\{т'), Q(rn)~Q'(m') 

относительно m-5/V(®), m'6.V(S>') равносильна соотношению 

(тби) и (т 'би ' ) и ( т = ст(т')); 
б) 3,, = a*£V; 
в) лагранжеза квазикарта c действием первого приближения 

является перестройкой лагранжевой квазикарты с действием 
первого приближения 

Д«-=(Я>«, Р„, Q«, Wu). 
Ниже будет показано, что так определенное отношение согла­

сованности лагранжевых квазикарт с действием первого при­
ближения является отношением эквивалентности. 

5.5. С помощью вещественного (линейного) симплектическо-
го преобразования s изотропная квазикарта с действием перво­
го приближения Д преобразуется в изотропную квазикарту с 
действием первого приближения А" по формулам п. 1.4. 

Т е о р е м а . Согласование лагранжевых квазикарт с дейст­
вием первого приближения инвариантно относительно вещест­
венных симплектических преобразований. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно проверить следующее: 
если s—симплектическое преобразование пространства R2", 
Д — (®, Р, Q, W) — лагранжева квазикарта с действием первого 
приближения в С2", А' — (®, Р', Q', W') — перестройка для Д, 
то Д/,у ==(£,, P/S, Q ' \ W") является перестройкой для Д-"— 
— (S, Ps, Qs, W"). Выполнение для {Ps, Qs) и (Р", Q's) условий 
а), в) определения 8.3 очевидно. Выполнение условия б) опре­
деления 8.3 для троек (Р\ Q°, Ws) и {P's, Q", W,s) проверяет­
ся прямым вычислением с использованием сохранения кососкаляр-
ного произведения при преобразовании s. 11 

8.6. П р е д л о ж е н и е . Для неособой лагранжевой квази­
карты с действием первого приближения A=(S, P, Q, W) набор 
А'---(©, P.', Q'1, W) тогда и только тогда удовлетворяет усло-
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виям а), б), в) и определения 8.3, когда Q'—Q = 0(S)1/2), Я'=-
=das*(Q. Q')P + 0(&) и выполнено условие (8.2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть 
выполнены условия а), б), в) определения 8.3. Тогда, применяя 
обе части равенства в) к набору ©-асимптотических векторных 
полей -—--, получаем: 

p,=p + ̂ -(Q,~Q)+0^), (8.2) 
что с точностью O(S) совпадает с a*s(Q, Q')P- Далее, 

W~W + j <P+Pf, Q'-Q) +0(©3/2)=-l^-r- ( Л С Ч Я -

+ y < ^ ' - P , Q ' - Q > + 0 ( £ 3 / 2 ) — ^ + < - | p Q'-Q) + 

+ T < ^ ( Q ' ~ Q ) ' Q ' - Q > + 0(S3/2) = a*(Q, Q')W + 0(S 8 , s ) ; 

мы использовали соотношение 
p / ~ / 3 = = w ( Q ' " Q ) + 0 ( S ) = ^ ? ' ( Q / " " Q ) + 0 ( S ) -

И. Достаточность . Пусть Q' — Q = О (®1/2), Я- — 
— 0a3(Q' Q')-0- Тогда справедлива формула (8.2), эквива­
лентная условию в). Выше мы уже показали, что из соот-
шения (8.2) следует формула 

o*{Q,Q')W=*W + ^(P + P', Q'-Q) + 0(S>3/2). Ш 
Замечание. Если дополнительно предположить, что 

dW' = P'dQ'-{-0(S>) и Q' с-регулярно, т. е. что А'-лагран-
жева квазикарта с действием первого приближения, то формула 
Р -or*s(Q, Q')-° + 0(£) будет следовать из (8.2): 

p - = = ^ = = ^ a I s ( Q . Q ' ) ^ + o ( s ) = - c J : s ( Q - Q ) ^ - + 0 ( ® ) . 

8.7. Следствие. Если А=(£>, Р, Q, W)—неособая лаг-
ранжева квазикарта с действием первого приближения, а Д -
= (£), Pr, Q'i, W) —такой набор, что (S), Р', Q') — квазикарта 
и выполнены условия а), б), в) определения 8.3, то А' •— неосо-
бая лагранжева квазикарта первого приближения (перестрой­
ка Д). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Проверим .---регулярность Q'. Пусть 
mBN(S>). Так как Я ' - Р — ~ (Q —Q) + 0(S) и Q'(т) — 
—-Q(/n) = 0, то 

dmP'.~duP^^{m){diaQ'-dmQ)f 
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яр 
откуда, учитывая, что dmP = jQ(m)dmQ, получаем: 

dmP' = d£(m)dmQ'. 
Если бы Q' не было с-регулярным в точке т, то из того факта.. 
что dmP' линейно выражается через dmQ', следовало бы, что 
отображение (P' , Q') не является с-регулярным в точке т, чтс» 
противоречит определению квазикарты. 

2) Проверим соотношение 
dW' = P'dQ' + 0(&), 

dW 
ВЫЧИСЛИВ -----у (мы уже знаем, что Q' .--регулярно): 

%r = ^(°Zs(Q, QW-<rO(©3/2))--= 

= °a*s(Q, Q 0 ^ + O(©)=-.a-rs(Q, Q0-°+O(©) — P ' + O(S). щ 

8.8. Т е о р е м а . Пусть A=(©, P, Q, W) и Л' = (©'', -P', Q'„ 
W) —согласованные лагранжевы квазикарты с действием пер­
вого приближения, и пусть и — такое открытое подмножество в 
N(S>), что лагранжева квазикарта с действием первого прибли­
жения Дц= (©u, Pu, Qu, Wu) 7-неособая и ее нуль-образ целиком. 
представлен в А' множеством u'{subset}N(®). Тогда: 

а) Д,,-.—(©,,., Ри., Q„., У^„.) —/-неособая лагранжева квази­
карта с действием первого приближения; 

б) если т —©,,, ЗУ,,-асимптотическая замена переменных, пере­
водящая (Q/, Pf)u в (Q/, Я г)„ ' , то 

(Рп Q r V - - : ( / > „ Q7-)„ + О (©«•). (8-3) 
и 

Г ;„ = т ^ / в + 0((®;.)8/2) (8.4> 
(\V,n определяется формулой (1.2)). Обратно, если А и А' I-
неособые и для х, переводящего (Q/, Pj) в (Q/, РТ), справед­
лива формула (8.4), то А и А' согласованы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Во-первых, для упрощения обозначений 
можем без ограничения общности предполагать, что и.=- N (©)., 
и'—.TV (©')• так что ДМ = Д. Д,'..=--Д'. Во-вторых, из теоремы 
8.5 следует, что достаточно провести доказательство лишь в слу­
чае 1 = 0, т. е. неособой квазикарты, поскольку симплекти-
ческое преобразование s ; (см. п. 1.6) переводит W в W,, а про­
извольная квазикарта переводится с помощью s- в неособую 
квазикарту тогда и только тогда, когда она /-неособая. В-треть­
их, отождествляя с ПОМОЩЬЮ соответствующего диффеоморфиз­
ма (входящего Б определение ©.©'-асимптотической замены пе-
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ременных т) диссипацию £>' с 3), можем считать, что А' — пере-
стройка для А. 

Сделав эти предположения, получим, что T---cras*(Q, Q') . 
•Остается сослаться на предложение 8.6 и следствие 8-7.^ 

С л е д с т в и е . Отношение согласованности лагранжевых ква-
зикарт с действием первого приближения является отношением 
•Эквивалентности. 

П о я с н е н и е : рефлексивность очевидна, а транзитивность 
и симметричность следуют из формул (8.3), (8.4) (заметим, что 
т"1 всегда существует). 

8.9. Будем говорить, что две лагранжевы квазикарты с дей­
ствием первого приближения слабо согласованы, если действие 
•в одной из них можно таким образом подправить на постоянное 
слагаемое, что получатся согласованные квазикарты с дейст­
вием первого приближения. 

Определим с-лагранжев квазиатлас асимптотического много­
образия первого приближения 9Л в С2" (если он существует) как 
такое семейство {(£>,•, Р\ Q>, W')m попарно слабо согласован­
ных лагранжевых квазикарт с действием первого приближения, 
что {(Sj, Ps, Q'}.-- является квазиатласом для ЗЛ. Стандартным 
образом вводится понятие эквивалентности с-лагранжевых ква­
зиатласов. Мы определяем с-лагранжеву структуру на 9Л как 
класс эквивалентности с-лагранжевых квазиатласов. Асимптоти­
ческое многообразие первого приближения, снабженное с-лаг-
ранжевой структурой, будем называть с-лагранжевым много­
образием (первого приближения). 

Если ЗЛ—настоящее подмногообразие в R2" (т. е. диссипа­
ция тривиальна в каждой его квазикарте), то с-лаграижева 
структура на нем существует тогда и только тогда, когда ЭЛ 
лагранжево, и в этом случае она единственна. Иными словами, 
лагранжево многообразие в вещественном фазовом простран­
стве есть частный случай с-лагранжева многообразия. Опреде­
лим теперь объект, обобщающий лагранжево многообразие с 
заданной первообразной формы pdq (в случае, когда форма pdq 
точна на этом многообразии) — с-лагранжево многообразие с 
действием. 

Будем говорить, что с-лагранжев атлас {£)], Р-, QJ, W-'j/gy 
•определяет с-лагранжево многообразие с действием, если 
входящие в него лагранжевы квазикарты с действием первого 
приближения согласованы. 

П р и м е р : действие SB на лагранжевом асимптотическом много-
•образин £Ш определяет на соответствующем асимптотическом 
многообразии первого приближения .ОТ1 с-лагранжеву структуру, 
так как квазикарты с действием, локально задающие (WI, Ш), 
согласованы как лагранжевы квазикарты с действием первого 
приближения. То же верно и в случае, когда для s > 1 (Ш1, ЙВ) — 
лагранокево асимптотическое многообразие s-го приблиэюе-
яия с действием; последние слова означают, что Ш -- /г-мерное 
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асимптотическое многообразие s-го приближения в С2" и З В -
такая квазифункция на 9Л, что d$&=pdq\$i _ j _ . В этом примере 

выделено определенное действие на с-лагранжевом многообразии. 
8.10. Аналогично определению 8.1, определяем эволюциони­

рующую лагранжеву квазикарту с действием первого прибли­
жения в С2" как набор (S, Р , Q, W), где S> —^-диссипация на 
n-мерном многообразии М, порождающая некоторую эволюцио­
нирующую диссипацию ®, (Р, Q) —С2"-значная с-регулярная а 
каждый момент времени ©-асимптотическая функция, удовлетво­
ряющая соотношению 

(lmP, ImQ) . -^® 1 ' 2 ) , (8.5) 
a W — комплексная ©-асимптотическая функция для любого 
векторного поля | на М (отождествляемого с порожденным им 
векторным полем на MXR*) удовлетворяющая соотношению 

{dW-PdQ,\) =6(Щ. (8.6) 
Очевидно, что при этом в любой момент t (3)., Р\ Q\ W) — 

лагранжева квазикарта с действием первого приближения. 
Пусть to — начальный момент времени. Тогда для проверки 

того, что (£>, Р, Q, W)—эволюционирующая лагранжева ква-
зикарта с действием первого приближения, достаточно убедить­
ся в выполнении следующих условий: 

а) (©/„, Р'«, Q'°, Wto) — лагранжева квазикарта с действием. 
первого приближения; 

б) ImP- ( ) (S 1 / 2 ) , lmQ = 6(S.1/2); 
в) — (dW — PdQ,l) - 6 ( 3 ) ) для любого векторного поля 

£ на М. 
8.11. Перестройку Д - ( ® , Р', Q', W) эволюционирующей 

лаграижевой квазикарты с действием первого приближения 
Д - (£>, Р, Q, W) определяем аналогично п. 8.3 условиями: 

а) Р'-Р^О ($1/2), Q -Q=-=0(®1/2); 
б) W' = W+~ < Q' — Q, Я ' + Р > + 6(®3/2); 
в) <(Р —P)dQ — ( Q ' - Q ) d P , . l > - 6 ( a ) для любого век­

торного поля 1 на M. 
После этого вводим понятия согласованности и слабой согла­

сованности двух эволюционирующих лагранжевых квазикарт с 
действием первого приближения совершенно аналогично опре­
делению 8.4. Если Д,. — эволюционирующая на отрезке времени 
Tt лагранжева квазикарта с действием первого приближения, 
1=\, 2, и Д1, Д2 согласованы, то для любого tBTi[\Ts соответству­
ющие мгновенные состояния (лагранжевы квазикарты с дейст­
вием первого приближения) А\* и Д.-' согласованы. Отсюда сле­
дует, что, если Д1 — 7-неособая, то и Д2 — i-неособая. 
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- 8.12. Для эволюционирующих лагранжевых квазикарт с дей­
ствием первого приближения справедлив аналог теоремы 8,5-
Это позволяет с помощью симплектического преобразования st 
поставить в соответствие любому утверждению, касающемуся 
-согласованности неособых эволюционирующих лагранжевых 
квазикарт с действием первого приближения, вполне определен­
ное утверждение для /-неособых квазикарт. Эти переформули­
ровки в дальнейшем мы будем иметь в виду, не всегда выписы­
вая их явно; так сказать, мы используем случай неособых ква­
зикарт как модель общей ситуации. 

8.14. П р е д л о ж е н и е . Пусть A — (£>, Р, Q, W) и Д' = 
-=(Э, Р', Q', W) — неособые эволюционирующие лагранжевы 
квазикарты с действием первого приближения, to —начальный 
момент. Если А и А' —неособые, то А'— перестройка А тогда 
и только тогда, когда выполнены следующие условия: 

а) А''0 = (£.•„, Р''\ Q''°, W'u) является перестройкой для Д'° = 
==(£>,0, Р*\ 0*\ W1") как лагранжевой квазикарты с действием 
первого приближения; 

б) Q - Q = 0(£>1/2); 
в) ^ ( W - a ; s ( Q , Q ' ) ^ — 0(©3''2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . . Пусть выполнены условия а) ~- в). 

Тогда, интегрируя в) с учетом а), получаем оценку 
W'-el5(Q,Q')W = 6(&3>% (8.7) 

Применяя к (8.7) комплексные векторные поля из набора djdQ', 
касательные к М, и используя (8.6) для (Р, Q, W) и для 
<Р', Q', W), получаем: 

P'-ols(Q,Q')P-=0(b) (8.8) 

(о дифференцировании оценок вида 0(£У) см. п. 1.9.3). Так как 
из а) — б) следует, что 

Q'_Q-=-0(S I / 2) , 
то (S.8) можно переписать в виде 

p / . - - + < . ^ , Q ' _ Q > + ( ) ( ! 6 ) 1 (8,9) 

что в случае с-регулярности Q в каждый момент времени равно­
сильно соотношению б) п. 8.11. В свою очередь, (8,9) влечет 
соотношение Р' — Р = бфх'2). Выполнение условия б) п. 8.11 
Следует из (8.7) и (8.9) с учетом (8.6). 

Наоборот, пусть А — перестройка А. Тогда очевидно выпол­
нение соотношений а), б). Наконец, так как из в) п. 8.11 следует 
(8.9), откуда, с учетом (8.6) получается, что 
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I ( Q'-Q, P'+P > - ( -Ц- , Q ' - Q ) + 

+ 1 < ^ ( Q ' - Q ) - ( Q / ~ Q ) ) + o ( ® 3 / 2 ) -
TO соотношение б) п. 8.11 переписывается в виде 

^ ' — <S(Q, Q')W + 6(553'2); (8.10) 

остается продифференцировать (8.10) по t, чтобы убедиться в 
справедливости в), щ 

С л е д с т в и е . Отношения согласованности и слабой согла­
сованности эволюционирующих лагранжевых квазикарт первого 
приближения суть отношения эквивалентности. 

8.15. О п р е д е л е н и е . Эволюционирующее на отрезке вре­
мени Г с-лаграноюево многообразие есть эволюционирующее на 
отрезке Т асимптотическое многообразие первого приближения 
3)1, снабженное дополнительной структурой (движением с-лаг-
ранжевой структуры), которая задается таким семейством 

слабо согласованных эволюционирующих лагранжевых квазикарт 
с действием первого приближения, что {(©у, Р}\ Q-'bgy- квази-
атлас Ш. Семейство (8.11) будем называть квазиатласом дви­
жения, с-лагранокевой структуры на 9Л или квазиатласом. 
эволюционирующего с-лагранжева многообразия ЗЛ. Если квази-
атлас (8.11) эволюционирующего с-лагранжева многообразия 
Ш состоит из согласованных лагранжевых квазикарт с действием 
первого приближения, то будем говорить, что на ЯЯ задано дей­
ствие (или Ш снабжено действием и т. п.). 

Подразумевается очевидное соглашение о том, в каком слу­
чае два квазиатласа вида ( 8.11) задают на 371 одно и то же 
движение с-лагранжевой структуры и одно и то же действие, 
если входящие в них эволюционирующие лагранжевы квазикар-
ты с действием первого приближения попарно согласованы. 

Пусть движение на отрезке времени Т с-лагранжевой струк­
туры на 24 задается квазиатласом (8.11), где квазикарте А; 
отвечает промежуток времени Tj. Тогда при фиксированном tQT 
подсемейство (Ау);бд0 , где J (t) = {j£J \tQ.Tj} есть квазиатлас 
с-лагранжевой структуры на Эй'; Ш\ снабженное этой структу­
рой, будем называть мгновенным состоянием (начальным сос­
тоянием, если i. = min T) данного эволюционирующего с-лагран­
жева многообразия в момент /. Если 5Ш снабжено действием, то 
определено действие на 2Я' в каждый момент teT. 

8.16. Понятие I-допустимых координат в лагранжевой (эво­
люционирующей лаграюкевой) квазикарте с действием первого 
приближения вводится точно так же, как было введено понятие 
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/-допустимых координат в лагранжевой квазикарте в п. 1.8 
(в п. 6-3 — для эволюционирующей квазикарты). 

Пусть с-лагранЖево многообразие Ш задается квазиатласом 
{ДД/g/. Если каждой лагранжевой квазикарте с действием первого 
приближения Aj сопоставлено такое I, что Ау /-неособа, и за­
даны /-допустимые координаты в АЯ то будем говорить об_/-ка­
нонических картах (неособых канонических картах, если 1=0) 
и каноническом атласе с-лагранжева многообразия $Ш. Аналогич­
ную терминологию будем использовать для с-лагранжевых 
движений. 

8.17. О п р е д е л е н и е . Фазой в неособой канонической 
карте (£>, Р, Q, W, у) некоторого с-лагранжева многообразия 
назовем ©-асимптотическую функцию 

c p - = W - < P , Q - y > + i (Q-y, ^L(Q-y)), (8.12) 

отличающуюся от o'ls(Q, y)W на О (S3/2). 
З а м е ч а н и е . Для дальнейшего потребуется лишь фаза 

с точностью до 0(Sd/2), поэтому можно было определить Ф как 

Для неособой канонической карты движения с-лагранжевой 
структуры фазу также определяем формулой (8.12); при этом 

o-ass(Q, y)W=d(i>zl2). 
Как и в п. 1.10, фазой в I-канонической карте >:==(©, Р , 

Q, W, у) назовем фазу в неособой канонической карте ( S . P 7 , . 
Q Л Wi, у); приведем явную формулу для фазы Ф в /-канониче­
ской карте >:: 

ф = \ ^ - _ <P-, Qr-yr) + (QT,yr) _ 1 ( 2 , ^ / г > , 

где 
W,=*W-(PT,QT), 

d(P„-Qr) 
*>*- HQt,PT) ' 

\Qj — yj при / б / . 
Zj~\Pj-y, при / € / . 

8.18. П р е д л о ж е н и е . Пусть x = ( S , P, Q, W, у), к'\ = 
= {%)', Р', Q', W, у') —две /-канонические карты с-лагранжева 
многообразия Ш с действием, Ф и Ф' — фазы в них, и пусть точ­
ки mG/V(®) и ш'еЛ/(®') представляют одну и ту же точку носи­
теля асимптотического многообразия первого приближения Ш. 
Тогда 
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1) вблизи точки у(т) (= у'(т')) диссипации ®= (у~1)*%>-
и й ' = {у')'1 *&/ совпадают; 

2) вблизи ТОЧКИ у (т) (У'г)*Ф совпадает с (у'^у-ф' с точно­
стью до 0(D3/2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) To, что ростки диссипаций Э и й ' 
в точке у(т) совпадают, мы установили при доказательстве 
теоремы 1.12. 

2) Сделаем без ограничения общности следующие предполо­
жения: а) у. и у. —неособые канонические карты; б) (ЗУ, Р', Q', 
W') — перестройка лаграижевой квазикарты с действием первого-
приближения (©, Р, Q, W). Тогда W"-=a;s(Q, Q')W-{-0(&sl\ 
а фазы удовлетворяют соотношениям 

ф = с4 (Q, у) W + О (S)3'2), Ф' == c*s (Q', у') W + О (З)3'2). 
Стало быть, 

®=°:S(Q> y)<(Q'> Q)^ '+o(s) 3 / 2 )=-
-e:AQ>y)<AQ'> Q)<s(y'' Q0®' + o(s>3/2) = 

-==a;s(y',y)cD' + 0(©3/2), 
т. е. Ф — у* (у'~')*Фг-\-0 (ЗУ72), что равносильно доказываемому 
соотношению.^ 

Аналогичный результат имеет место для эволюционирующего 
с-лагранжева многообразия с действием: если т—-такая (S', й))-
асимптотическая замена переменных, что %у' = у, то 

Ф = тф'+()(2>3/2) 
(здесь 3) и ЗУ — диссипации, порожденные -̂диссипациями в соот­
ветствующих канонических картах). 

8.19. В этом пункте мы определим 3%'-эволюцию с-лагранжева 
многообразия, предполагая, как и выше, что функция Гамиль­
тона Ж = И + 1Я имеет неположительную мнимую часть Я. Есте­
ственно, мы введем это понятие так, чтобы оно было согласова­
но с данным выше определением ^-эволюции лагранжева 
асимптотического многообразия. При этом мы будем руковод­
ствоваться теми приближениями в асимптотическом решении 
системы Гамильтона, к которым мы пришли, вычисляя прибли­
женно фазу в канонической карте 5^-эволюции лагранжева 
асимптотического многообразия; оказывается, что эти прибли­
жения обеспечивают сохранение при эволюции согласованности 
лагранжевых квазикарт с действием первого приближения. 

Мы определяем 5 -̂эволюцшо начального с-лагранжева мно­
гообразия .Ш'° как эволюционирующее на некотором промежутке 
времени [tQ, ti) с-лагранжево многообразие SDt, имеющее -M/o' 
в' качестве начального состояния и обладающее квазиатласом,. 

153 



состоящим из эволюционирующих лагранжевых квазикарт с дей­
ствием, удовлетворяющих специальным условиям, которые мы 
'•будем называть условиями согласованности с функцией Гамиль­
тона Ж. Именно, дадим следующее 

О п р е д е л е н и е . Эволюционирующую на отрезке времени 
[t0, t5] лагранжеву квазикарту с действием первого приближения 
Д = (®, Р, Q, W) будем называть согласованной с функцией 
Гамильтона Эё, если 

а) ^-диссипация S определяется по начальной квазикарте 
(©/,, Р'*, Q'°) и функции Гамильтона Ж с помощью той же 
схемы, что и при определении 3^-эволюции в § 6; 

б) Р, Q и W удовлетворяют следующим соотношениям: 

P = -*gL(P,Q,t) + d(&), Q=.-^-(P,Q,*)+0($), 

V / - < Р, Q > -9S(P, Q, f) + C>(©3/2). 
З а м е ч а н и е . Данное определение означает, что при при­

ближенном вычислении фазы § 7 мы в точности пользовались 
эволюционирующими лагранжевыми квазикартами с действием 
первого приближения, согласованными с Ж 

8.20. П р и м е р ы э в о л ю ц и о н и р у ю щ и х л а г р а н ­
ж е в ы х к в а з и к а р т с д е й с т в и е м п е р в о г о п р и ­
б л и ж е н и я , с о г л а с о в а н н ы х с ф у н к ц и е й Г а м и л ь ­
т о н а . 

1) В качестве первого примера рассмотрим эволюцию началь­
ного вещественного лагранжева многообразия Л- при действии 
гамильтонова фазового потока g'N с (вещественной) функцией 
Гамильтона Н(р, q); предполагаем, что форма pd<7|A» точна и Л0 
снабжено действием W^-.dW^^pdq |л°- В этом случае диссипа­
ция равна нулю, Q и Р вещественны и удовлетворяют точно 
системе Гамильтона с функцией Гамильтона Н, Wi = W^~\-

t 

+ [(( Р \ Ф > — H ( P \ Qx))dx является действием на A—g^A 0 , 
б 

т. е. первообразной формы pdq\At. 
2) Пусть Л0 = (2.0, Р°, Q°, W°) — лагранжева квазикарта с дейст­

вием первого приближения, где Й)0 — диссипация на многообра­
зии!. M, р, д — функции на Mx[0> ti), удовлетворяющие систе­
ме Гамильтона р = — g— (p. <7> {cdot}-), -/ — g~ Q9' -7' О- Предположим, 
что соответствующие начальные функции p°, ^° таковы, что 
dpoAd<?° —0' т- e- задают лагранжево погружение многообра­
зия М в вещественное фазовое пространство R2", и что 

рор0==(0©01/2), q0-QQ^=O (©J/2) 
Будем искать Я и Q в виде P = p-\-w, Q=-<7 + 2.. Предпо-
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ложим, что Я —0. Набор Д=--(£, P, Q,W) будет эволюциони­
рующей лаграижевой квазикартой с действием первого прибли­
жения, согласованной с функцией Гамильтона <$--=#, если 3> — 
стационарная диссипация, определенная начальной диссипацией 3)0. 
•w, z удовлетворяют системе в вариациях 

г--=0-т(^ <7. *)-+-—--:z. 
a W задается формулой 

r - E + s-J- <p + — w, 2 ) , 
где E не зависит от t, a -s-- первообразная формы pdq — 
— Н(р, <7, /)dt на MX[/o> ti) (эта форма точна, если точна 

форма /А/с/0 на М). 
3) Если в ус ловиях предыдущего примера Н =--- 0, то нужно 

определить /-диссипацию ® с помощью представителя D, имею­
щего производную D— — Н(р, q, /), а систему в вариациях мо­
дифицировать следующим образом: 

д*г® , JN дг3в, ,, .дЗё ,„ .. 
да== _ ^ М ~ - ^ ' <?' ̂ - - ^ -0 ' <7' -)2-«----г(Р. «7. -). 

2 = ^ Г ( / Л Я, t)w+Jjdf(P> Я* 0 * + --£••->' ?• О-

Кроме того, теперь нельзя полагать E — 0; можно, например, 
взять 

E = -i,[H(p,q,t)+^ 

+ т[ < ^ ж 0 " ' ?•') > + < г'*зт <Р* q > t ] ) ) • 
4) Пусть ^ — аналитическая функция, до-—(®0, Po, Qo, U7o)__ 

начальная лаграижева квазикарта с действием нулевого прибли­
жения, р°, д[)~вещественные вектор-функции, определенные 
в окрестности нуль-множества диссипации S>Q И удовлетворяющие 
соотношениям р- — Р - = О (£>(У2), </0-- Qo=О (Sj'2). Обозначим 
через р, q решение системы Гамильтона с функцией Гамильтона 
И и начальными (при /=-0) данными po. ^o. Определим /-дисси­
пацию 3) представителем 

£>(m, t) = Do(/») — J H ( P ( « . t), -7 (от, т), t)tfc, 
о 

где -О06®у Пусть, далее, Я, Q, W представляются функциями 
(обозначаем их, как обычно, теми же буквами), удовлетворяю­
щими соответственно системе Гамильтона с функцией Гамильтона 
36 и уравнению 
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W _ < P, -—^-(P, Q, i ) ) - - Щ Р , Q, t) (8.13). 

(и начальным условиям, отвечающим Л°). 
Мы утверждаем, что построена эволюционирующая лагран-

жева квазикарта с действием первого приближения, согласован­
ная с Ж. Докажем это. 

а) Из теоремы Лиувилля о сохранении фазового объема сле­
дует с-регулярность (Р, Q) в каждый момент времени. 

б) Покажем, что P—puQ—q имеют оценку О (З)1''2). Имеем 

•§i(P-P)=-%-iP,Q>t)+%(P.q,4, ' 

Разлагая первые члены в правых частях по Р—р, Q —<?, полу­
чаем отсюда: 

-д (P~P)-=-i^f(P, q, 0 + < / i . P~P > + < Л. Q--7 > -= 
' = < / i . P-/> > + < /2- Q - ? > + 0 ' (я>1,а), 

^ V4 V — t dp 
d (Q-q)^i™(p,q,t)-\-(f„P-p) т { / ^ - ? > = 

= < /a . P-P > + < Л , Q~<7 ) + 0 " (5),/2) 

[т. K. H (p,.q, t) = 0 (&)), то -—- и —— оцениваются по предло­
жению 1.9.3). Применяя лемму 1.10.2, получаем требуемые оцен­
ки, из которых, в частности, следует, что мнимые части вектор-
функций Р и Q имеют оценку О (2>1/2). 

в) Пусть !~- векторное поле на многообразии, на котором 
заданы начальные данные. Так как из системы Гамильтона для 
Р, Q и уравнения (8.13) следует., что форма dWt—PtdQt не 
зависит от t, и так как dWa — P~dQ0=--O (®0), то 

(d\V—PdQ,t) -0(©) . 
Мы проверили, что действительно построена эволюционирующая 
лагранжева квазикарта с действием нулевого приближения. Ее 
согласованность с функцией Гамильтона Ж ясна по построению, 
если учесть тот факт, что для аналитической функции g компо­
зиция g о f совпадает с ©-асимптотической композицией g - f,. 
если lm/=0(© 1 / 2 ) . 

8.21. Общим рецептом построения эволюционирующей 
лагранжевой квазикарты с действием первого приближения, 
согласованной с данной функцией Гамильтона Ш, и обладающей 
заданной начальной квазикартой д'° =.-.(£).•., Ри, Q'^W*') являет­
ся алгоритм п. 7.5. Убедиться в том, что полученный таким 
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•образом набор А — (Й), Р , Q, W) (очевидно, удовлетворяющий 
условиям согласования с 2в) является эволюционирующей 
лагранжевой квазикартой с действием первого приближения, 
можно следующим образом. Допустим без ограничения общнос­
ти, ЧТО 3), „-асимптотическая функция Qia с-регулярна и рас­
смотрим лагранжеву квазикарту с действием 

Л'° =--(©,„, Р'°, Q'°, W<°), р ' ° = - _ _ . 

Построим ^-эволюцию А = (£>, Р, Q, W) квазикарты л'°: 
P--~(P>Q,t), Q-^- (AQ, t ) , 

# — ( P , " Q > - ^ ( P , Q,f). 
Из этих уравнений и уравнений, которым удовлетворяют 
P . Q,W с учетом равенств Q'°-=Q'°, Wu = Wh и оценки 
p'-__p'-= =0(£ ) < j следуют соотношения 

Р-Р^О(&), Q-Q--=0(S), W-W^O(&r2), 
так что А является перестройкой по отношению к А в смысле 
п. 8.П. 

8.22. Теорема . Пусть А = (®, Р, Q, W) и Л' = 
-(ЙУ, Р', Q', W)—-две эволюционирующие лаграижевы квази­
карты с действием первого приближения, согласованные с функ­
цией Гамильтона Ж, и пусть их начальные лаграижевы квази-
карты с действием первого приближения А*", А''0 согласованы. 
Тогда А и А' согласованы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично рассуждению предыдущего 
пункта. Предположив, например, что А'0 И А''0 неособые, под­
правляем их так, чтобы получились лаграижевы квазикарты 
•с действием 

- ' - К Ш-Q"- *"•)• -"-(••••££•Q""' w'"\ 
Затем применяем доказанное в § 6 предложение о согласован­
ности ^-эволюции согласованных лагранжевых квазикарт с 
действием. Ц 

8.23. Теорема 8.22 позволяет определить 3^-эволюцию с-лаг-
ранжевой структуры как движение с-лагранжевой структуры, 
имеющее квазиатлас, состоящий из эволюционирующих лагран­
жевых квазикарт с действием первого приближения, согласован­
ных с Ш. -5 -̂эволюция фиксированной начальной с-лагранже-
вой структуры единственна. 

Любую эволюционирующую лагранжеву квазикарту с дей­
ствием первого приближения будем по определению считать 
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слабо согласованной с функцией Гамильтона 36, если она вхо­
дит в квазиатлас <3̂ -эволции некоторой с-лагранжевой струк­
туры. 

Предложение. Пусть £>•—(.-диссипация на М, Д== 
= (£), Р, Q, IF') —эволюционирующая лагранжева квазикарта 
с действием первого приближения, слабо согласованная с функ­
цией Гамильтона Ж. Тогда для любого векторного поля | на М 

- = < Q - - - ^ ( P , Q , t ) , &P>+0(®), (8.14) 

W= (P,Q) ~Ж{Р, Q,*) + 0(S>3/2). (8.15) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как доказываемые соотношения 

имеют локальный характер, то достаточно ограничиться рас­
смотрением случая, когда эволюционирующая квазикарта Д яв­
ляется неособой. Предположим это. 

Построим по начальной лаграшкевой квазикарте с действием 
первого приближения д'° = (®/о, Ри, Q'\ Wto), как это мы уже 
делали выше, лагранжеву квазикарту с действием Д° = 
= {%,, ^ 7 , Q'°> Wl°) и рассмотрим ее ^-эволюцию Д=-
= (£), Р, Q, W). Как эзолюционирующая лагранжева квази­
карта с действием первого приближения Д является перестрой­
кой Д. Поэтому (СМ. предложения 8.6, 8.14) 

W=a!V(Q,Q)W + 0(^r2), (8.16) 
P = o*{Q,Q)P + 6(S>). (8.17> 

Из (8.17) следует (см. предложение 1.9.7), что 

P-<S(Q, Q ) P - < o ; g ( Q . Q ) - ^ . Q - < S ( Q . Q)Q) + 

+o(s)=-< 3 (Q. Q)^-(AQ. 0 + 

+ < SQ <°«(Q~ Q)^)- Q-<S(Q> Q) d-§(P'Q>t)) +o(®)-

Но так как d[s(Q, Q)Р = Р + б(Ц, Q-a*u(Q, Q) Q = 0(3 1 / 2 ) , 
то мы получаем соотношение 

Р+д-Ц~(Р, Q, О - <4J. Q " ^ - ^ - Q. 0 > +o (£) , 
равносильное (8.14) в случае неособой квазикарты. 

Теперь продифференцируем по t (8.16), снова используя 
предложение Г9.7, при этом получим, учитывая, что dW/dQ — P-
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* - < C ( Q - Q ) ( - ^ ( P , Q. t )+ < Я, Q >) + 
+ < Q, <S(Q, Q)-5 > - < S ( Q , Q) < A -5 > + 0 (s3/2)= 

= - - ^ ( P , Q , 0 + </J, Q ) + ( ^ ( P , Q , 0 -
- - ^ K s ( Q , Q)P, Q, *)) + < Q, c4(Q, Q)P — P > + d ( ^ 2 ) - - = 

= -5».(P, Q. i )+ (P,Q) + 

+ < <S(Q- О ^ - Л Q ~ - ^ - ( - ° , Q- 0 > +0(©3/2). 
Остается заметить, что 

Q - ^ ( P , Q, O-Q—-^• ( - 5 . Q. 0+O(^ / 2 )— 

= Q - 0 + O(S)1,2)-O(S1'2). ffl 
8.24. Отметим теперь тот центральный для использования 

с-лагранжевых структур в методе ВКБ факт, что фаза Ф в кано­
нической карте ^-эволюции с-лагранжевой структуры удовлет­
воряет с точностью до 0(®3'2) тому же уравнению, что и в слу­
чае сЖ-эволЕОции лагранжева асимптотического многообразия. 

Теорема. Пусть Ф —фаза в пеособой канонической карте 
(3), Р, Q, W, у) ^-эволюции с-лагранжевой структуры. Тогда 

* - < У' -7Г > + * (4р У' *У0^)- (8-18) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для эволюционирующей лагранжевой 

квазикарты с действием (£), Р, Q, W) найдется такая ее пере­
стройка (S3, Р', Q', W), которая является ^-эволюцией неко­
торой лагранжевой квазикарты с действием. Фаза Ф' в неособой 
канонической карте ф, Р', Q', W, у) удовлетворяет уравнению' 
(7.11), а Ф — Ф' = 0фЯ1'2) (см. п. 8.18). Остается сослаться 
на лемму 7.6. Ш 

8.25. Каноническую карту с-лагранжевой структуры (или 
движения c-лагранжевой структуры) назовем диссипативной, 
если мнимая часть фазы в этой карте автодиссипативна. Будем 
говорить, что с-лагранжево многообразие с действием (возмож­
но, эволюционирующее) диссипативно, если каждая его кано­
ническая карта диссипативна. Если (возможно, эволюциониру­
ющее) с-лагранжево многообразие н'е снабжено действием, то 
мы будем говорить о его диссипативности в том случае, когда 
каждая его каноническая карта (Ф, Р, Q, W, у) превращается 
в диссипативную, если заменить W на W—W(m0), где т -—ка­
кая-нибудь точка нуль-множества диссипации ©. 

Теорема. Для того, чтобы с-лагранжево многообразие 
было диссипативно, необходимо и достаточно, чтобы для каж-
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.дои точки 7 его носителя'нашлась такая диссипативная канони­
ческая карта данной с-лагранжевой структуры, в которой точка 
V представлена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к проверке того, что из ав-
тодиссипативности фазы в /-канонической карте (£>, P, Q, W, у) 
;с-лагранжевой структуры следует автодиссипативность фазы в 
согласованной с ней /-канонической карте вида (3>, Р', Q', W, 
у'). Если / = /, то это следует из предложения 8.18. Для несовпа­
дающих /, / доказательство аналогично доказательству теоре­
мы 2,2. Ц 

Утверждение данной теоремы справедливо также для дви­
жений с-лагранжевой структуры. 

8.26. Т е о р е м а (о сохранении диссипативности при З^ё-эво-
люции). Пусть <Ш — функция Гамильтона с неположительной 
мнимой частью. Для того, чтобы ^-эволюция с-лагранжевой 
-структуры была диссипативной, достаточно, чтобы начальное 
с-лагранжево многообразие было диссипативным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о не отличается от доказательства тео­
ремы 6.9. 

8.27. Из теоремы о сохранении диссипативности при ^ - э в о ­
люции и теоремы 8.24 получаем для вещественной функции 
Гамильтона Н с л е д с т в и е о решении уравнения Гамильтона-— 
Якоби: пуеть Ф — фаза в неособой канонической карте (S), Р, 
Q, W, у) Я-эволюции начального с-лаграижева многообразия 
лороладенного лагранжевым асимптотическим многообразием с 
производящей парой (So, 5°), причем S0 имеет автодиссипатив-
ную мнимую часть, и пусть S)= (/y_1)*S; тогда зЬ-асимптотиче-
ская функция S= (у~1)*Ф имеет автодиссипативную мнимую 
часть и удовлетворяет соотношению 

• «-+"(^*.-И(*8/8>-
§ 9. ЛАгРАНЖЕВ КОМПЛЕКСНЫЙ РОСТОК 

КАК ПРИМЕР с-ЛАГРАНЖЕВА МНОГООБРАЗИЯ 

Чрезвычайно просто описываются с-лагранжевы многообра­
зия с квадратичной диссипацией. В этом случае с-лагранжева 
структура полностью определяется комплексным ростком, 

9.1. Пусть г—n-мерный комплексный росток на ft-мерном 
многообразии r{subset}R-n = R^ XR^ (см. определение 1.12.2). 

О п р е д е л е н и е . Комплексный росток г называется лаг­
ранжевым, если для любого 76Г плоскость г(7) лагранжева 
(относительно стандартной симплектической структуры в С2п = 
= с;хс«. 

З а м е ч а н и е . В книге [4, с. 76] многообразие с лагранже­
вым комплексным ростком называется лагранжевым многооб­
разием с комплексным ростком. Действительно, если комплекс­
но 



ный росток г на Г лагранжев, то Г обязательно изотропно, так 
как по определению ГтГс=г(у). 

9.2. Т е о р е м а . Пусть 2Я—«-мерное с квадратичной дисси­
пацией асимптотическое многообразие первого приближения в 
С2". Тогда необходимым и достаточным условием существования 
с-лагранжевой структуры на 5Щ является лагранжевость комп­
лексного ростка гЗХ; с-лагранжева структура на WI единственна. 

К о м м е н т а р и й . В § 1.12 показано, что соответствие 
Sli-i-r:^ является биекцией множества асимптотических многооб­
разий первого приближения с квадратичной диссипацией на мно­
жество комплексных ростков. Поэтому сформулированная теорема 
устанавливает взаимно однозначное соответствие Й.-»Го между 
лагранжевыми многообразиями с квадратичной диссипацией и 
лагранжевыми комплексными ростками. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы- 1) Пусть Й — с-лагранжево 
многообразие, Г — его носитель, го—соответствующий комплекс­
ный росток. Покажем, что в любой точке "убГ плоскость г д. (у) 
лагранжева. Для этого рассмотрим такую лагранжеву квазикарту 
с действием первого приближения (S, Р , Q, W) из квазиатласа 
данной с-лагранжевой структуры, в которой представлена точка у: 
•Y = (P(m), Q(m)), твМ(®). Так как PdQ = dW + 0(&), то 
-с- d c f j , -
2jdPjAdQj — dP/\dQ = 0 (S '"). Два произвольных вектора из 
rg.(y) имеют вид (Р, Q).,.|,, (P, Q)...r], где |> ц касаются в точке т 
многообразия, на котором определена диссипация Э. Вычисление 
кососкалярного произведения векторов (Р, Q).vi, и (Р, 0).^У\ дает: 
[(Р, Q).,:g, (Р, Q)^\^(dP/\dQ)(l, т]) = 0, так как meN <$). Лаг­
ранжевость Гц проверена. 

2) Пусть Ш — я-мерное асимптотическое многообразие первого 
приближения с квадратичной диссипацией, А-мерное многообразие 
Г— его носитель. Предположим, что комплексный росток /----~, 
лагранжев. 

Как показано в § 1.12, -W имеет квазиатлас, каждая квази­
карта которого (£>, -,)==(S>, Р , Q) построена по некоторому глад­
кому локальному сечению (т..,..., xn.k) расслоения (п — /г)-реперов 
в г-дх, траисверсальных к Г, с помощью формулы (1.12.3), кото­
рую для удобства мы здесь перепишем: 

н -к 

z(Y. a) = V + . 2 a/T./(V)« 46U. a=(a1,...,a, i_ /J)eR'I-' i, (9.1) 
;=-о 

где U — область определения вектор-функций п т„_ь 
© — квадратичная диссипация на произведении ихКп~к с нуль-
многообразием £/Х{0}. Обозначим через т),- проекцию т. на СР", 
а через §} - проекцию т,- на С/1. Предположим, что область U 
односвязна, и пусть s — первообразная формы pdq\v. Положим 
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п—к 
\F(y, a)-=s(y)+{sum} < " (Y). «Ду (Y) > + 

7 - 1 
я- f t 

+ 1 2 «i«/<Si(Y).r|/(7)>- (9-2) 

Вычисление с отбрасыванием членов, квадратичных по а, которые 
имеют оценку O(S), дает 

m—k 

dW—PdQ=—2 fa' ̂ ]M«; + 
i . 7 - I 

ш—ft 

+ 2 al &!*Р \ч ~ V ? \") "Г ° (®) • 
7 = 0 

В правой части последнего соотношения первая сумма исчезает, 
так как содержит кососкалярные произведения векторов т..(у), 
tj(7) лагранжевой плоскости rg— (y), a вторая сумма исчезает, 
так как по определению форма %jdp\u—v)jdq\u (которая в дан­
ном случае рассматривается как форма на UXRn_") может при­
нимать ненулевые значения лишь на векторах v, касательных к 
U, а для любого ибГ-U 

<hdp\u—«]jdq\u, v)=[v, Tj]=0. 
Таким образом, dW=PdQ + 0(S>), т. е. А= (©, Р, Q, W) — лаг-
ранжева квазикарта с действием первого приближения. 

Чтобы доказать, что формулы (9.1), (9.2) определяют на Ш 
с-лагран>кеву структуру, достаточно проверить, что ДЛЯ любого 
другого гладкого сечения над U расслоения (га—А)-реперов в г-^, 
трансверсальных к Г, —обозначим его через 
х[' • • ••T

;._/i—лагранжева квазикарта с действием первого при­
ближения А — (©, 7°', Q', W), построенная по формулам (9.1), 
(9.2) с заменой t, на fj, является перестройкой для Д. Предпо­
ложим без ограничения общности, что квазикарта (S, P, Q) — 

п— It 

неособая. Так как z' — z = 2 a 7 ( ' t 7 ~ х ^ ~ ® (®1/2)' Т 0 достаточно 
7=0 

проверить соотношение "7—oa
f
s(Q, Q') W-\- О (®3/2), которое, 

в силу квадратичности диссипации S, равносильно системе 
равенств 

[-^f(<fa(Q,Q')W-W')Wm~Q> |Р|<2. (9.3) 
При р -̂=0 (9.3) сводится к равенству W\N^ = Wr\N^y оче­

видному по определению: обе функции совпадают с s. 
При |(3 |-=1 можно переписать (9.3) в виде -Р.к(гт)] — -0 ' |.v(©)' 

что также очевидно: обе функции совпадают с Р . 

162 



Наконец, при | Р | = 2 (9.3) означает совпадение матриц 
дР дР' 
—- и -—-у на N (®), а это следует из 1-согласованности квази­
карт (ф, 2) и (©', z')\ 

дР' 
dQ' Щ&У 

дР 
,v ( S )

 _ dQ 
3) Утверждение о единственности с-лагранжевой структуры 

на -.Ш сводится к тому, что для данной квазикарты (©, Р, Q) 
любые два действия первого приближения W и W' удовлетво­
ряют соотношению W — W = const-f-0 (£>3/2), которое, таким 
образом, является следствием соотношения d(W'~ W) = 0 C£>). 
На самом деле в случае квадратичной диссипации Й) справедливо 
следующее утверждение: если для некоторой ©-асимптотической: 
функции F справедливо соотношение dF — О (&s'2) (s—-натураль­
ное), то F имеет вид const-f-О (S^4""2)- Действительно, 
dE Цзм = 0 и, стало быть, E l.v(g-)) есть некоторая константа с. 
Далее, любая производная F порядка l<s имеет оценку 

/ .Ч-1--Л 
О [£> ~ j и, следовательно, обращается в нуль на N (%>); для 
квадратичной диссипации эти условия равносильны оценке-

9.3. П р е д л о ж е н и е . Если носитель Г с-лагранжева мно­
гообразия 9Л является гладким подмногообразием в вещественном; 
фазовом пространстве, то существование действия на Ш равно­
сильно точности формы pdq \^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Д==(.=Э, Я, Q, W) и Д' = 
= (3)', P', Q', W') — две такие квазикарты с-лагранжевой струк­
туры на 5И, что (Р, 0)ыф) И (Р', Qf)A'(g)') — тождественные 
вложения (олагранжеву структуру всегда можно задать квази-
атласом из квазикарт такого типа). Тогда W[v(£)) и W^'l-vrsy)— 
локальные первообразные pdq\r, совпадающие на vV(®)n ('V (•---')) 
тогда и только тогда, когда Д и А' согласованы как лагранжевы. 
квазикарты с действием первого приближения, ц 

Итак, в случае, когда носитель Г с-лагранжева многообра­
зия Ш является гладким многообразием, имеется взаимно-одно­
значное соответствие между действиями S3 на Зй и первообраз­
ными s формы pdq | г . Мы будем говорить, что действие ЙВ. 
определяется своим ограничением s на Г. 

9.4. Пусть ЕЙ — с-лагранжево многообразие с квадратичной 
диссипацией, l—R^XR.71 —его носитель, г — отвечающий Ш. 
комплексный росток на Г, &-=dim Г. 

Обозначим: 
5(-у)=Я1 |-(т), C(y)-=n2|r(T), 
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где лi —проекция СР°ХС," на С / , а п2 — проекция на С„9. 
В формулировке следующей теоремы подразумевается, что 

подпространство г (у) снабжено структурой комплексного евкли­
дова пространства, индуцированной из С2п. 

Т е о р е м а . 2R диссипативно тогда и только тогда, когда для 
любого •у-.-Г самосопряженный оператор 

Ш°=% (С(?)*В(у)-В(у)*С(у)), 

действующий в г (у), неотрицателен и имеет ранг n—lt, или, что 
то же самое, квадратичная форма (второго рода) 

d,(v) = (B(y)v,C(y)v) 
имеет неотрицательную мнимую часть, которая обращается в 
нуль в точности на ^-мерном подпространстве в г (у). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Прежде всего заметим, что мни­
мая часть квадратичной формы Q{v) = {n.\v, mv) в С2", ограни­
чением которой на г (у) является Qt(v), есть кососкалярное про­
изведение векторов 1гав и Re'o в R2"; следовательно, мнимая 
часть формы Q инвариантна относительно (комплексифициро-
ванных) вещественных симплектических преобразований. В част­
ности, обозначая 

B,(y)=B(y)oSl> C-(v)=C(Y)-sI1 

получаем, что для любого vBr(y) 
Im (B,v, CjV)=lm {Bv, Cv). 

Это соотношение позволяет нам при доказательстве данной тео­
ремы ограничиться случаем, когда Ж неособо, что мы и предпо­
ложим. 

2) Пусть для любого -у-Г мнимая часть (3AV) неотрицатель­
на и не обращается в нуль на (я—k) -мерном комплексном под­
пространстве V(y) в г (у). Рассмотрим определенную на мно­
гообразии М квазикарту (©, Р, Q, W) с-лагранжева многообра­
зия Ш, удовлетворяющую следующим условиям: Л/(ф) связно, 
W\2==lmW обращается в нуль в некоторой точке пг0 из N(©), Q 
вещественно (всегда существует квазиатлас с-лагранжевой 
структуры на Ш, состоящий из квазикарт такого типа). В неосо-
бой канонической карте (2>, Р, Q, W, Q) фаза совпадает с W. 
Чтобы убедиться в диссипативности Ш, достаточно, учитывая 
квадрэтичность диссипаций £), доказать следующие три свой­
ства мнимой части №2 ©-асимптотической функции W: 

а) W2\N(^=0; 
б) dW2(m) = 0 для любой точки mGN(S); 
в) для любой точки тШ(£)) квадратичная форма d2W2{m), 

корректно определенная на ТтМ в силу б), неотрицательна и 
имеет ранг п—k. 
.164 



Соотношение б) выполнено, так как -------• —ImP + 0(S51/2) === 
= 0(®1/2). Из б) следует, что W2 \ „ т = W2 (m0) — 0; итак,. 
а) также выполнено. 

Для проверки в) вычислим значение квадратичной формы 
d2W2(m) на произвольном векторе 1&ТтМ. Для этого включим. 
I в некоторое векторное поле X на М, тогда 

{d2W2(m)) (l) = l{XW2) =%<dW2 X> = 
= lm(l(PdQ, X)) = lm(l<,P, XQ>)=lm<|P, |Q>. 

Обозначив для краткости через г С2п-значпую ©-асимптотичес­
кую функцию с компонентами Р, Q можем переписать резуль­
тат предыдущего вычисления в виде 

(dW2 (m)) (£) = Im (5 (z (m)) г„ (m) £, С (z (и)) г., (т) I) = 
= lmQHm)(z.M{m)l), 

а эта величина по предположению неотрицательна. Наконец, 
из с-регулярности z следует, что 2... (т) ТпМ вещественно-по-

tlef 
добно в r(z{m))\ значит, Vi = z^ (m) TmMf]V(z (m)) есть 
цодпространство вещественной размерности п—k в V(;2(m))> 
и квадратичная форма d2W2{m) невырождена на (п—k)-мер­
ном подпространстве z,(tri)~'l'V\CzTmM. Таким образом, действи­
тельно rank d2W2 (m) — n—k, 

3) Наоборот, пусть Ж диссипативно, у£Т. Рассмотрим ква-
зикарту (£), Р, Q, W) с-лагранжевой структуры на 5Ш такого же 
вида, как в предыдущей части доказательства, и пусть y = z(m). 

В силу автодиссипативности, ©-асимптотическая функция 
W2 удовлетворяет условиям б), в). Отсюда следует, что ограни­
чение Im Qi на вещественное векторное пространство г. (у) — 
~z,(m)TmM есть неотрицательная квадратичная форма /?т 
ранга n—k; при этом r(y) =rl(y)®irl(y). Напомним, что комп­
лексный росток г лагранжев- Поэтому для произвольного век­
тора Oi+Шг из г (у), где Vi&r{(y), v^r^y), имеем: 

Qy (vx + iщ) = <2Y fa) + <3v (%) + i ["2, vx] = Qy («,) + Qy (p2) • 
Следовательно, Im .$?~(и,+ш2) =^Т(и1)-|-/?1(и2)>0. Пусть 
^(vJcrr^^V)—подпространство всех нуль-векторов формы /?-,; 
это пространство вещественной размерности п—k. Так как 
ImQfivi + ivz) =0 тогда и только тогда, когда R-,(vi) =RT(V2) — 
= 0, то множество векторов, аннулирующих Im Qv есть г0(у)@ 
ФгУ-(у), а это— (п—k) -мерное комплексное подпространство в 
г (У)-

9.5. О п р е д е л е н и е . Лагранжев комплексный росток назы­
вается диссипативным, если отвечающая ему с-лагранжева 
структура диссипативна. 

Из теоремы 9.4 легко получается 
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С л е д с т в и е . Если n-мерный лагранжев комплексный рос­
ток г на многообразии Г диссипативен, то любой вектор и6 
€/"(T)nR2" касается Г. . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть росток г диссипативен. Тогда 
множество всех векторов, аннулирующих мнимую часть фор­
мы С- -есть некоторое ^-мерное комплексное подпространство 
^(7) в г [у), гДе & = <-НтГ. Так как для каждого ' вектора У6 
€r(7)nR2" мнимая часть Q^{v) равна нулю, то r(y)(]K2"ciV(y). 
С другой стороны, 7,Г— вещественное /г-мерное подпространст­
во в V(Y). Таким образом, V(y) =СГТГ и г(у)ПК2"--п

1Г-
9.6. Понятие /-регулярности точки на носителе с-лагранжс-

ва многообразия в случае, когда оно диссипативно и имеет 
квадратичную диссипацию, сводится к регулярности проектиро­
вания его носителя на соответствующую координатную плос­
кость. Положим-л/= я2 ° -./: C2"{to}C". 

П р е д л о ж е н и е . Диссипативное с-лагранжево многообра­
зие ffl с квадратичной диссипацией /-регулярно в точке у его 
носителя Г тогда и только тогда, когда отображение зт-| г ре­
гулярно в точке 7. 
__ Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай 
/ = 0 , т. е. доказать, что с-лагранжево многообразие -ЭД неособо 
тогда и только тогда, когда Г локально диффеоморфно проекти­
руется на подпространство р = 0 в R £ x R ? . В терминах 
комплексного ростка r = r$i доказываемое утверждение форму­
лируется следующим образом: для фиксированной точки -.'б Г 
оператор С (у) (см. п. 9.4) является линейным изоморфизмом 
тогда и только тогда, когда касательное отображение 
'(л2 \г)л (У): TyT-yR" инъективно. В одну сторону это утвержде­
ние очевидно, так как (JT2 Ir)* (v) является ограничением опера­
тора С (у) на ТуТ. Остается убедиться в том, что нетривиаль­
ность ядра ("2 |г)... (\0 влечет нетривиальность ядра С (у). На 
•самом деле kerc (л2 |г)* (v) совпадает с кегС(у). Действительно, 
•пусть ФбкегС(\'), т . е . С(ч)Ф = 0. Тогда Ф аннулирует квадра­
тичную форму Qy (см. п. 9.4) и, следовательно, как было уста­
новлено в п. 9.5, Фес7\Г. И 

9.7. Пусть с —лагранжево многообразие Эй с квадратичной 
диссипацией задано лагранжевым комплексным ростком на 
многообразии rc:Rp"XR (A и пусть (£>, z, W) = (®, Р, Q, W) — 
•определенная на многообразии М неособая квазикарта с-лаг-
ранжевой структуры на -Ш. Покажем, как с точностью до 
0(£.3/;') выразить W только через 2|.v(g)), Q и величины, отно­
сящиеся к комплексному ростку, 

Пусть задана проекция n:Q{to}/V(S)), определяющая гладкое 
расслоение окрестности Q множества N (£5) в М с базой N (8>), 
причем rt).v(!j>))==id. Напишем тейлоровское разложение W по 
степеням разности Q — Qon (см. п. 1.5.2): 
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+ т <(-j^ort)(Q-Qo")' Q-Q°n) + 2a«(Q-Q-Ji)a. 
lal—3 

где a- —некоторые гладкие функции. Tai< как {Q — Q°n)N^ — 0, 
то Q —Qon=0(S 1 / 2 ) , Учитывая, что 

где s — первообразная формы pdq на г (Л/ (ЩсТ, 

— ' — * ' .p. dQ -U(©) l-V(£.)>" c-Q2 /•/(£) IJV(©) 

где 
-f = BC-1, (9.4) 

a Q —Q-^—0(S)1/2), поскольку (Q — Q°n) | N^ = 0, полупим тре­
буемую формулу: 

W = i + (p,Q-Qon) -\-~<S{Q-Qon), Q-Qo-c) -f 

+ 0(S3 '2), . (9.5) 
где 

S-=11*2*5, p = n*Z*p, &. = Tt?Z*C 

Т е о р е м а . Пусть Г с RJ X R? — изотропное многообразие 
с глобальной первообразной s формы pdq \ г, диффеоморфно про­
ектирующееся на R", г—-диссипативный лагранжев комплексный 
рвсток на Г, п —гладкая проекция некоторой окрестности Q 
многообразия q (Г) в R" на q (T), тождественная на q (Г). Тогда 
с-лагранжева структура с квадратичной диссипацией, отвечаю­
щая комплексному ростку, г, задается одной лагранжевой квази­
картой с действием (©, Р , x, W), где 3)—-квадратичная дисси­
пация в R" с нуль-многообразием q (Г), а ©-асимптотическая 
функция 1^ представляется функцией 

S (х) == s (у (х)) + ( р (у (x)), x - q (у (х))) + 

+ т < •* ~ Я (Ч (X)), & (у (X)) (x - q (у (x)) ) , (9.6) 

где y{x)-=(q\r)-1{n(^))-
Д-о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 9.6, с-лагранжево 

многообразие ЯЯ с квадратичной диссипацией, отвечающее комп­
лексному ростку г, неособо. Рассмотрим лаграижеву квазикарту 
c действием Д — (®, -̂ —, х, Wj, определенную на QcrR", с квад­
ратичной диссипацией и действием, описанными в формулиров-
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ке теоремы. Если Д'= (ЗУ, f, Q', W) — произвольная квази-
карта с-лагранжевой структуры на Т1 с вещественным Q', то, в 
силу формулы (9.5), можно так подправить Р' на О(ЗУ), a 
W—на 0(®'3/2),:что А' станет ограничением квазикарты А 
на N(S>'). Ц 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что неособое диссипатив-
ное с-лагранжево многообразие Ш в Ср ХС£ имеет почти про­
изводящую функцию S, если выполнены следующие условия: 

а) -S — гладкая функция, определенная в некоторой обла­
сти в Rx", содержащей я2Г, где Г — носитель £Ш; 

б) ImSSsO; 
в) для любой неособой канонической карты •к — 

= (3), Р, Q, W, у) с-лагранжевой структуры на SW диссипация 3> 
индуцирована мнимой частью 5 при помощи у и cp~ y~l совпа­
дает с ограничением функции 5 с точностью до 0 ( ( lm S)3 / 2) ; 
здесь <р— фаза в канонической карте %. 

Почти производящая функция задает каноническую карту 

I ~г)х ' "'"' ^ ' ^ ) 
с-лагранжевой структуры на Ш, где ® — диссипация, порожден­
ная функцией ImS; в этой канонической карте представлен 
весь носитель 5Й. В частности, 5 определяет действие на 5D1 

Примером почти производящей функции с-лагранжева мно­
гообразия является функция (9.6). В дальнейшем мы будем го­
ворить также о почти производящей функции эволюционирую­
щего с-лагранжева многообразия. 

9.8. З а м е ч а н и е . В теореме 9.7 всегда можно выбрать в 
качестве л ортогональную проекцию на q(Г). Тогда точка у(х), 
фигурирующая в формуле (9.6), находится из соотношения 

x-q(y(x))±q(T). 
Именно в таком виде действие первого приближения, отвечаю­
щее неособому лагранжеву комплексному ростку, приведено в 
книге [4]. 

9.9. Напомним (теорема 1.12.6), что имеется взаимно одно­
значное соответствие 

- * " % - ( { - • & } . {rgtf}, {«Pg.» 
между эволюционирующими асимптотическими многообразиями 
первого приближения с квадратичной диссипацией и эволюцио­
нирующими комплексными ростками. При этом 2К допускает, и 
притом единственную, структуру эволюционирующего с-лагран­
жева многообразия тогда и только тогда, когда эволюциони­
рующий комплексный росток .52-д-. лагранжев, что по определе­
нию означает лагранжевость r^i для любого t. 

Пусть / / — вещественная функция Гамильтона, г'« — лагран­
жев комплексный росток. Определим //-эволюцию начального 
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комплексного ростка г'» как эволюционирующий комплексный! 
росток ({Г'}, {г*}, {Фл/'}), отвечающий //-эволюции с-лагранжева. 
многообразия Tlrh. При этом операторы перехода ЯВЛЯЮТСЯ 
разрешающими операторами задачи Коши для системы Гамиль­
тона с функцией Гамильтона 77: если функции р (t), q (t) опре­
делены как результат применения Ф-Л.- к рх, qx, то 

P(t)=-d£(P(t)> -7(0.0. Р(*)—Р-. 
ли 

-7(0 = ^ (Р(0. ?(*).-). ? W = f . 
(9.7) 

Диффеоморфизмы Ф<,/- определены не только на Г', но и в 
окрестности Г' в вещественном фазовом пространстве. Из опре­
деления H-эволюции с-лагранжева многообразия следует, что 

г -С(Ф"0*Г-. 
ИНЫМИ словами, если комплексные векторы v) = (да)', г}) порож­
дают rx(px,q*), а вектор-функции Wj(t), Zj(t) удовлетворяют' 
системе в вариациях 

™1{t) =" *- W ^ W' * W' *> ^ W - ^ СР (О- -7 (0. 0 г; (0. 

Zj(t)=^(P(t),q(t),t)Wj(t) + -^(p(f),q(t),t)Zj(t) (9.8). 
и начальным условиям 

вду(г) = да), 2у(т)==2], 
то векторы Vj(t) = (Wj(t), Zj(t)) порождают г* (р (t), q(t)). 

Учитывая (9.6), напишем еще уравнение, которому удовлет-
def 

воряет симметричная матрица Е (i) — &1 (p(0> Ц (0) - -
= Bt(p(t),q(t))Ct(p(t),q(t))-h 

E^-E^-iP(t),q(t),t)E-2^ip(t),q(t),t)E-

-^r{Pit),q(t),t). (9.9) 
Предположим, что //-эволюция лагранжева комплексного. 

ростка ({Т'},{г*}, {4>и'}) удовлетворяет следующим условиям: 
а) начальный комплексный росток г'> диссипативен; 
б) форма pdq\/, имеет первообразную s-°; 
в) для любого t Y* диффеоморфно проектируется в R%. 

Тогда соответствующее эволюционирующее с-лагранжево много­
образие 2Й диссипативно и неособо; оно снабжается действием, 
сужение которого на Г'0 есть s'°. Полученное таким образом. 
эволюционирующее с-лагранжево многообразие с действием имеет 
почти производящую функцию, определенную формулой (9.6) • 
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•с очевидными изменениями. Именно, пусть я ' —некоторая гладко 
зависящая от t гладкая проекция окрестности множества <7(Г-) 
в R" на g (Г'*)1 тождественная на <7(Г')> s — первообразная огра­
ничения формы pdq — Я (р, q, t)dt на многообразие 
{(А <?•• 0|(Р--7)6Г'}. удовлетворяющая условию s(p,q, t-J — .s-'oQ"-, q), 
y(x,t)— точка на Г*, удовлетворяющая уравнению 

<7(Ч) = "'(•*)• (9.10) 
Тогда 9Л имеет почти производящую функцию 

S(x, t)^s(y(x,t)) + (p(y(x,t),x-q(y(x,t))) + 
+ -J- < X - q {у (X, t)), 8* (y (X, t)) (X-q(y (x, t))) ) (9.11) 

В частности, можно взять в качестве я- ортогональную про­
екцию, тогда уравнение (9.9) примет вид 

x-q{y,t)±q(Tt). (9.12) 
Теорема. Функция S, определенная формулой (9.11), 

удовлетворяет соотношению 

l£. + H[™x,tUO((lmSf\ 
dt ' \ дх 

если Я [ •-•—, х, t) обозначает ©-асимптотическую композицию 
с диссипацией £>, порожденной ImS, а величины, входящие 
в (9.10) определяются по Я-эволюции комплексного ростка 
с начальными данными Г'0, г'», 

Г' -{(/>, ? ) № ' • ImS(<7,/o)-0, p=™-(q,t0j\, 

r<ip,q)~{(w,z)\z£C",w = ^§r(q,tQ)z\. (9.13) 

Предполагается, что ImS (x, г.0)>0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы следует из того 

факта, что неособая фаза Ф, отвечающая Я-эволюции с-лагран-
жева многообразия, удовлетворяет соотношению Ф= (у, ---— > — 
— ЯI——, у, гМ+0(£>3'2), где (/ — соответствующие допустимые 
координаты. Нужно только опустить это соотношение в R" с по­
мощью у-1 и воспользоваться определением почти производящей 
функции. 

Комментарий. Чтобы вычислить 5 по формуле (9.11), 
нужно сделать предварительно следующее. 

1) Определить Г'° по формуле (9.13). 
2) Решить систему Гамильтона (9.7) с начальными данными 

из Г'°. 
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.. 3) Положить sl°(p, q) = S (q, t0) и вычислить 5 как перво­
образную формы pdq—H(p,q,t)dt на многообразии. 
К/5' <7i t) I (p. -7)6Г-} (например, можно интегрировать уравнение 

4) Найти -F-, интегрируя- уравнение (9.9) с начальным -.усло­
вием #'•(/,. <7)=-g- (?, t0). Или: 

4а) Решить линейную систему (9.8) с начальными условиями 
2,(to) — ly (j-й орт в R"), wrf^^Ltf*, 0)1 ;; 

составить т Zj(t) как из столбцов матрицу С , а из w}(t)—-
матрицу В1 и вычислить &' = В* (С*)-1. 

5) Выбрать подходящую проекцию л{ и решить уравнение 
Например, найти у(х, t) из уравнения (9.12). 
Замечание. ^-асимптотическая функция H(--j—Д, . 

•с точностью до 0(S3/2)-=0((ImS)3/2) равна 

"(-£• *')+'< " № *•')• 4£>-
2 ч др* [ дх ' ' ").дх ' дх 

где Si = ReS, S2 = 1mS. 
§ 10. УРАВНЕНИЕ ПЕРЕНОСА НАЯ-ЭВОЛЮЦИИ 

с-ЛАГРАНЖЕВА МНОГООБРАЗИЯ КАК ВКБ-ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
УРАВНЕНИЯ ТИПА ШРЁДИНГЕРА 

10.1. Нестационарное уравнение типа Шрёдингера имеет 
вид 

-ih —-+^]w(x, 0 = 0, *6Rn, 

где Ж — псевдодифференциальный оператор по переменным х, 
зависящий от малого положительного параметра h; сейчас мы 
опишем точно рассматриваемый класс псевдодифференциаль-
ных операторов. 

Пусть 2№=a/e{p,q,t,h) —гладкая комплексная функция Га­
мильтона, гладко зависящая от времени и малого параметра 
/î sO. Будем называть Ж допустимым символом, если найдется 
такое А;,.что для любого мультииндекса а длины 2n-=dim(p,.7). 
.справедлива оценка 

—-]a^(z,*,A) = 0( |2 |*) , z{to}oo, A{to}0 
локально равномерно по t (через z обозначена переменная точка 
(р, q) в фазовом пространстве R2"). 
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Пусть / с { 1 , 2 , . . . ,п]. Гамильтониан 3@г, отвечающий допус­
тимому символу Ж и множеству 7, определим как следующий 
псевдодифференциальный оператор: 

Жт{!с, t,h) = 2%(\-ih~,XT\ [k,,ih~\t,h\u(x,t, h) = 

= (2яА)-"5^^Т(<Р/,^ /> + <РГ'^Г>)Х 
R " R<-

. x3e((pi,lT),(xi,pr),t,k)ufot,k)dt. (10.1) 
Мы собираемся интерпретировать гамильтонианы как /ьасимп-
тотические операторы (см. п.п. Г1.4, 1.1.11). Поэтому будем 
считать, что в формуле (10.1) функция и принадлежит прост-. 
ранству Sh функций, имеющих конечный порядок > —оо отно­
сительно А-асимптотической фильтрации. Точнее говоря, по­
скольку речь идет о функциях, зависящих еще от времени t, в 
определении фильтрации, отвечающей Я-асимптотическим ря­
дам, дополнительно подразумевается локальная равномерность 
по t соответствующих оценок. 

10.2. Мы покажем, что гамильтонианы — операторы конеч­
ной степени относительно А-асимптотической фильтрации. Для 
этого нам понадобится следующий результат об оценках 
Фурье-образов функций, зависящих от параметров. 

Л е м м а . Пусть £, р — переменные точки в R71, х — перемен­
ная в Rm, h — малый вещественный параметр. Если 
"(£, Р, Х,У, h) —гладкая по £, р, х функция (зависящая еще от 
параметра у), имеющая для некоторых k,l,v и любых n-муль-
тииндексов [3, у, 6 и m-мультииндекса а оценку 

= 0(hv) (10.2) 
равномерно по g, p, х, У, то функция 

<o(p,x, t/, h) = jexp i h _ 1 2 Ц Л Р Й . А ^ У' h)dl 

с X — + 1 имеет для любых мультиивдексов а, р, у соответ­
ствующей длины равномерную оценку 

(\ + \x\)-"[~fp^(h^)\(p,x,y,fi) = 0(k-). (10.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого целого неотрицательного N 

v (р, х, у, К) = J ехр -i- 2 ЩР] 
у=1 

(P2+l)-AfX 
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X (l — (А ц)*)"а> (I. Р> x> У, A) d\ 
д \2\w Функция fl — U-—M и(%, р,х, у, h) есть линейная комбинация 

функций вида щ (|, р, х, у, А)= (А ----- )и( | , p, л:, г/, А), имеющих . -51 
такую же оценку (10.2) как и и. Выбирая N достаточно боль 
шим, получим: 

СР-+1) —.V < 

< 

I ехР Т 2 hhPl й- •& />• Л, У, A) dl 

<МР.М)-"|[(1 + |-1|ГЧМ£. P,x.y> A)|](i + |£|r---rfg 
R* 

<c2(l+|A:|)*(l+|p|) '( l+^)-^J(1 + |i|)-«--d|< 
Rn 

<c3(\ + \x\)kfiv, 
где с-, c2« сi—-константы. Мы получили оценку 

(l + lx|)-feo(p,x,//,A) — 0(A^). (10.4> 
Теперь заметим, что 

(£;)*Р*(h^Y v(р, х, у, h)=[ ет <Xi'P\ia,v,y {h p, х, у, h)d\, 

где через Я| обозначен вектор (А,..--, . . . , Я„|„), а 

«а.м (!• Р» •*> У' A)=-=(57)V(-^i + A---j)VM(E, р. x, у, А). 
Функция Ko.p.v имеет те же оценки (10.2), что и функция zi, 
с заменой I на i + |p|. Поэтому требуемая оценка (10.3) полу­
чается так же, как была получена оценка (10.4). Щ 

Замечание. Из доказанной леммы следует, в частности,, 
что А_1-преобразование Фурье по части переменных Fh,Xl-^Pj, 
действующее по формуле 

F,l,x^Plu(x,h) = {2nh) 2 ^е н^р*'х* a{x,h)dx„ 
ЯШ 

и обратное к нему преобразование 

FllP1+X]tL{pr, хт, А)=(2яй)""5 ет<Р/а/>й(р/, xr, h)dpt 
RI-*I 

являются А-асимптотическими операторами., 
10.3. Теорема. Класс функций Sh инвариантен относи-

Л 

тельно гамильтонианов Mi- Если относительно Л-асимптотическои 
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фильтрации o r d a > v , то огйa%!ia>v — п. Иными словами, гамиль­
тониан имеет степень < и относительно /..-асимптотической 
•фильтрации, (см. п. I.1.11). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ordu>v. Тогда функция 
% (|, р, х, t,h) = S/e ((Pi, lr), (x/, pr), t, h)u{%, t, h) 

имеет оценки 
•(- + lP|)-*(- + l * | ) " - ( 5 7 ] e ( № ( A 4 ) V I ( g , p , X, *, А ) - 0 ( П 
Применяя лемму 10.2, получаем для функции 

и2(р,х, t, А) = Jjexp [ ^ ( ( - P f S r> '~ (Pt'b) X 

x Ml»/>••*> ^, h)dl 
•оценки 

(1 +1 x | )-* ( A ) > ( A ^ V - (p, x, t, A) = 0 (Av). 

Применяя еще раз лемму 10.2 (с заменой %, р на p, x), получаем 
для функции 
v(x, А) = ^ехр [~ ((рг, хг) — (pi,Xi >)]и2(А х, t, h)dp 

•оценки 

xv[h§-\\{x,h)^0{h\ 
10.4. Метод ВКБ начинается с вычисления специального 

представления гамильтониана 
is ^ is 

или, что то же самое, с получения так называемой формулы 
коммутации гамильтониана с экспонентой (см. [5]). Здесь мы 
приведем нужную нам версию формулы коммутации гамильто­
ниана с экспонентой, в которой Ж] является А, ©-асимптота-
ческим оператором. Для простоты записи мы будем рассмат­
ривать неэволюционирующий случай (без параметра / ) . 

Пусть © — диссипация на R", 5 — ©-асимптотическая функция 
•с автодиссипативной мнимой частью. Тогда (ср. с п. 5.1) опре-

делен оператор умножения на е" , переводящий финитные а, ®-
асимптотические элементы в /г-асимптотические элементы 
(А, ©-асимптотический элемент считается финитным, если он 
представляется А, ©-асимптотическим рядом, все члены которого 
paBHbi нулю вне одного и того же компактного множества). Для 
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.любого финитного h, ©-асимптотического элемента Ф справед­
лива формула коммутации гамильтониана с экспонентой 

л —s -Ls 
Miek Ф = е Л 5»?Ф, 

или, после применения к обеим частям обратного /г1-преобразо-
вания Фурье по части переменных, 

$$Fb\T^r (е^ф) (Х/, Zr)^Fl\r^T[e*S2eSf4>)(xr, | г ) . (10.6) 

где 5^ / • - / , , ©-асимптотический оператор, определенный опера­
торным рядом 

оо 

2 2 2 2 (-*A)-»*.a.PA, 
ft-0 a. P.!PI<ftY.V<P--

••с операторами <_-$A,C.,|3,Y> действующими в случае, когда символ Зё 
не зависит от h, по формуле 

_ Рг1 <э | а |+ |т |ж 
• ^ Л . а . р . у Ф ^ / - ^ / ) ~ V | ГЦ Vll -~F Х 

Y ' ( P ' ^ ' dPydqj!dp!>-

х((!1^,^(Л>-2£^))^(5,х 

здесь P'M — нелинейные дифференциальные операторы, не зави­
сящие от символа гамильтониана, способ вычисления которых 
мы сейчас опишем. 

—def 
Прежде всего, операторы P*',p выражаются через Pc-',p==-Da,fi: 

-Pa , .p«(- l )^r-- - .P*a. P r - - , 

где г-— оператор «отражения» по соответствующей группе 
переменных: ггФ (x.) = Ф (x/, — хт). Пользуясь тем, что Р"а,ь 
не зависят от <3#, эти операторы можно вычислить, выбирая 
•символы частного вида. Именно, Р«,р (5) есть полином 
(с постоянными коэффициентами) от производных 5 порядка 
> 2 , определяемый из разложения 

е 
- > V ,u а У - > х ) 1К| 

^ ~ w t <Эх е'1 ' xVU=^y,(-ih)ka\$\Plv{S)\x^, 
/(-О 

•справедливого для функций S, удовлетворяющих условию 
,rfS(0)==0. В частности, 
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-°g,o(S)-=l. 
fO, если | ос | = 1, P = 0 или |oc| = 2, | P | = 1> 

p i R ( 5 ) = <«> P>> если | а |== |р |—1, 
--- ,S ( a \ если | a | = 2, p = 0 -

Легко заметить также, что Pa,3(S)-=0 при 2 й < | a | + | |3| и при 
(О, если a-7-=p, [О, если а-7-=р 

А - | а | - | Р | . P * l B ( S ) - 1 еслиа = [ 
ЕСЛИ Ж зависит от h, то нужно ВЫЧИСЛЯТЬ <9©A,a,p,Y П0, 

формуле 
и 

<%>h,a,$,y — ^i"jT '•"-'ft—'.0.0.7. 
1=0 

(О d'58 
где „*, .—--, • 

Формула (10,5) содержится в {7] (гл. V, следствие 2,1, за­
дача 2.5). Другой способ вычисления операторов Ж^ основан 
на использовании формулы (1.4) из книги Гийемина и Стерн-
берга [2]. 

10.5. Пусть 2$(p,q,t,h)—допустимый символ, удовлетво­
ряющий условию Im Ж (р, q, t, 0) < 0 , и мы хотим найти h-
асимптотическое решение уравнения типа Шрёдингера 

- i A | - + ^ ) t t ( ^ , t, /г) — 0, ' xgR", (Ю.6> 
имеющее вид 

и{х, t, h)=e"S{x''\{x, t, h), (10.7). 
где S —эволюционирующая ©-асимптотическая функция с авто-
диссипативной мнимой частью, Ф — эволюционирующий h, ©-
асимптотический элемент. Воспользуемся ассоциированным с S 
А, ©-асимптотическим представлением гамильтониана: 

- '-s Ls /dS , „ / a s 
(_iA+3G)og»'.--e» o ^ + l ^ . - . f , o)-J/zE. + E2J, 

где 

+ i4^(^-^)-g-)+i^(-||,x,,o), 
F 2 = 2 (-ihVPj, 

Pj — дифференциальный оператор по переменным х порядка / 
(с ©-асимптотическими коэффициентами). 
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Обозначим: OS dS dt ^^[^X,t,Ъ) = f. Формула (10.7) дает 
.h-асимптотическое решение уравнения (1.0.6), если Ф является 
Л, ©-асимптотическим решением следующего уравнения переноса: 

дер . . дЖ 
dt "•"" { 

+ {itr д2Ж 
dp2 

dp 
dS 
IF"* ' 

dS 
dx , x, t, 0 , dep 

> + 
Л0 •32S , .д9в I OS . n 

+ *Л--/ + 2'(--А)'-,РДф = 0. (10.8) 

Если для уравнения (10.6) поставлено начальное условие 
i 

и\ t=o' 
(0) 

-.SO 
-А ф0 ) 

то рассмотрим при t > 0 Ж ̂ '-эволюцию ш с-лагранжева много­
образия с действием ЗН°, определяемого почти производящей 
функцией (представляющей) S0. Здесь мы ограничимся отрезком 
времени [0, i.), на котором Ш неособо. Пусть (представитель) 
S— почти производящая функция эволюционирующего неособого 
с-лагранжева многообразия 5ДО. Поднимем с помощью допустимых 
координат у уравнение переноса (10.8) на область определения М 
какой-нибудь эволюционирующей квазикарты (S>, Р, Q, W), ло­
кально задающей на 2Я структуру (диссипативного) с-лагранжева 
движения и согласованной с функцией Гамильтона 2ё(0). Именно, 
рассмотрим ©-асимптотическую функцию Ф = Г:|:Ф, где Y (т, t) = 
— (у(т, t), t). Имеем: 

у,. _д_ j?_ 
дх ду ' dt dt < * Ц Г > 

Если Ф — фаза в неособой канонической карте (£>, Р, Q,W, у), 
то Y*S — Ф = 0(®3'2). Согласно теореме 8.24, 

Г*/ = 0(®3/2). 
Таким образом для ~Ф получается уравнение 

(10.9; 

Ф. (------- м-
( ду ,У 

дЖ^> / дФ 

tr д*Эё 
L W 

dp \ ду 

' ( дФ , 
-,М> + 

•З-Ф 

<^2 + 

где 

+^(1)(4^и+^==о. 
Л = iA-1^/ + 2 (— * *)MP./ — 

J>2 

(10.10) 
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эволюционный ©-пертурбатор (см. 1.11.3), так как h^Y*f повы­
шает порядок, в силу (10.9), a Pj^Y^oP.^Y-1)* — дифферен­
циальный оператор (с ©-асимптотическими коэффициентами) по­
рядка / и, стало быть, 

Н1-1Ррф*) = 0^{11+,~Х) (здесь 4 > l ) . 
Вид уравнения (10.10) зависит не только от выбора квази-

карты в квазиатласе данного движения с-лагранжевой структу­
ры, но и от выбора допустимых координат. Чтобы получить 
дифференциальное (в главном члене) уравнение для геометри-
.ческого объекта на ЭИ, сделаем замену: 

cp — c4(Q, </И-
Пользуясь предложением 1.9.7, получаем: 

ф--°*м<<2- У)Ъ+ (y\fy) - < e ( Q . У) < Q, % > • (io.ll) 
Применяя o\s(y, Q) к левой части (10.10) и учитывая (10.11), 
а также используя согласованность рассматриваемой эволюциони­
рующей квазикарты с <5̂ <0), приходим к уравнению для \р: 

Ч>+ --г-г 
'<0) IdWп ,\да\У + 

где 

2 L .др% \dQ ^ ' jdQ* 

+ - - « ( 1 ) ( ^ Q . *) + ^ - = 0 , (10.12) 

^ = a:s(y, Q)^oa:s(Q, </) + < —f^ ( ^ Q. t 

d/» ^ ' - - • ' • ' ' dQ } 

— эволюционный S-пертурбатор, так как ---— ,---, Q , ^ — 
•3-Ж(°) 

•—~sj~(̂ >' Q> t)=G(S) и, как легко проверить, композиция эволю­
ционного ©-пертурбатора с эволюционирующей ©-асимптотической 
заменой переменных слева или справа является ©-пертурбатором. 

Замечание. В' левой части (10.12) можно заменить -— 
n d*W дР * 

на Р, а -—г~~ на7ю"' оператор <*• при этом изменится, но 
по-прежнему останется эволюционным ©-пертурбатором. 

10.6. Определение. Пусть {(©,-, QA Р>, W')}—квазиатлас-
неособого, ВОЗМОЖНО, эволюционирующего с-лагранжева многооб­
разия 3№, {-фу}—такое семейство ©у-асимптотических функций, что 

((Q-')«'---(Q0«H((%')«'---'-(i|>y)e) 
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для любых открытых (правильных —в эволюционирующем вариан­
те) множеств ucN($)j) и u'c:N(®j-) и (®;)„,(® .^«'-асимптоти­
ческой замены переменных. Тогда будем говорить, что {г|);-} задает 
.З'-квазифунщию ш Ж. Будем говорить, что порядок этой q-
квазифункций > s , если ч|.—0(®у) для всех j ; порядок как 
всегда будем обозначать символом ord. 

Теперь мы можем рказать, уравнение для каких объектов 
на эволюционирующем с-лагранжевом многообразии ЭЙ локально 
задается в виде (10.12): это уравнение для формальных рядов 

ОО 

2 tykhk, коэффициенты которых являются •у-квазифунщиями 
иа Ж и удовлетворяют для каждого натурального N условию 

ordi|)ft+k>A/' для всех к, кроме конечного числа. 
10.7. Обычно пишут уравнение переноса на лагранжевом мно­

гообразии не для функций, а для полуплотностей или полуформ, 
для того, чтобы уравнение имело смысл и на многообразиях, 
имеющих особенности проектирования на Rc

ra. Мы рассмотрим 
здесь с-лагранжев аналог уравнения переноса для полуформ ло­
кально—в эволюционирующей квазикарте с действием первого 
приближения (©, Р, Q, W), для которой написано уравнение 
(10.12). Пусть -— —( — > •••> g-j-набор комплексных векторных. 
полей на М, линейно независимых в каждой точке (т. е. сечение 
расслоения комплексных реперов на M). Рассмотрим якобиан 
J == det -~. Положим dl 

Чтобы получить уравнение для % нужно выяснить, какому урав­
нению удовлетворяет якобиан J. 

Лемма. 

/ = / t r + 0(©1/2). 
Следствие . 

— - - ( ^ , Q, t)d-Q+ dpdq С, Ц, I) + 
+ 6(Sli2). (10.14) 

Подставим (10.13) в (10.12); учитывая (10.14), получим.: 
X + GX + ^X — О, (Ю.15> 

где Q -- ©-асимптотическая функция вида 
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G = i^(I) (p, q,t)-± tr Щ^ (р, q, t) 

с любыми p, §, отличающимися соответственно от Р, Q на 
0(®1/2), а 53 — эволюционный ©-пертурбатор, равный сумме 
J1/2o.i^o7_1/2 и некоторого оператора умножения на ©-асимптоти­
ческую функцию порядка б ф112), зависящего от выбора р, q 
{можно взять в качестве р, q решение системы Гамильтона 
•с функцией Гамильтона Ж(й) и вещественными начальными 
данными). 

Решение уравнения переноса для полуформ (10.15) легко 
выписать. Для этого делаем последнюю замену 

•Х----.."-.", 
где F — оператор умножения на ©-асимптотическую функцию 

F{m, 0 = е х Р ( ~ j G ( w . t ) d t | , 

и получаем для -п простейшее уравнение 
v + (F-1°33°F)v = 0 

(с тем же начальным условием %°, ЧТО И для %). Так как 
F-xoS,°F — эволюционирующий S-пертурбатор, ТО решение 
последнего уравнения получается по h, ©-асимптотической тео­
рии возмущений, раз-витой в § 1.11. Согласно формуле (1.11.7) 
h, ©-асимптотический элемент -о имеет разложение • 

ОО 

0.=- ®(—l)r(/oE--o®o.F)'--/0, 
' t 

где / — оператор интегрирования по t: Iu(m,t)=\)u(m,%)dx. 
о 

Возвращаясь к уравнению переноса в конфигурационном 
пространстве (10.8) можем записать его асимптотическое реше­
ние в виде разложения 

<¥~(Y-T<AQ' y)J~TF®{)(~iy(I°F->o®oFy%
0, (Ю.16) 

где х ° - (J |/-о)1/2о-8 (у-, Q") (УТЧ>°-
10.8, Так же, как это было сделано в п. п. 10.5 — 10.7 для 

гамильтониана Ж выписываются и решаются уравнения переноса 
для гамильтонианов Ж/. При этом используются /-неособые 
квазикарты ^-эволюции с-лагранжевой структуры с начальным 
с-лагранжевым многообразием, заданным квазикартой с дейст­
вием нулевого приближения вида 
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10.9. Решение у р а в н е н и я переноса с т о ч н о с т ь ю 
O&i^'2)- Выясним вопрос о том, какие члены в разложении 
(10.16) можно отбросить, а какие —необходимо оставить, чтобы 
вычислить Ф с ТОЧНОСТЬЮ ДО 0^(h}/2), если Ф°—OgN (Л-). 
Прежде всего заметим, что в эволюционирующем ©-пертурба-
торе Ш можно опустить члены, повышающие порядок. Частично 
это можно сделать уже в левой части уравнения (10.8). По этой 
причине можно игнорировать в (10.8) член с / и все Р, при 

4 2 7 

/ > 2 . Что касается оператора Р 2 = 2 2 •5-?2.с..з,о. т о в нем 
IC.I.--2 IPJ.--0 

нужно оставить только члены с дифференцированием второго 
порядка, а именно: 

2i^!i,-,o--2jal 
6la|5ff(°) <dS f \ I д \a 

j .A. •• t 
dpo. [dx'•*•'*J [dx 

_-± У 
2 -ы 

•3-c3g(0- (OS Л а 2 

S.-У, dpidpj № ЧЛ) dytdyj 

dpidpj \dx ' ' j dxidxj 

Итак, с нужной нам точностью можно заменить i£ на 
•3-Ж(°) 

Далее, в выражении s& через .$# можно отбросить оператор 
,б^(° ) /dw- п Л ^Ж<°) „ п . Й • 
< " ^ W ' Q' *J 3/Г ( Р ' Q'*>' 6Q > ' 

повышающий порядок. 
Перейдем к выражению для <й: 

Зд = 71/2о.^оу-1'- + б, 
где 8 —оператор умножения на функцию с оценкой C)(SI/2). 
Здесь можно опустить б, так как в силу (10.16) (благодаря 
присутствию интегрирования по t) этот оператор даст вклад 
0(£>1/2); нетрудно видеть также, что [s4, ./-I /2] — оператор, по­
вышающий порядок, так что с нужной нам точностью 33 совпа­
дет с оператором 

а его, в свою очередь, можно заменить оператором 
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да _ ih "У д22®(0) дг 

так как dldy°ola(Q, у) — cf^iQ, y)°d/dQ и коммутатор асимпто-, 
тической замены переменных с оператором умножения на функ­
цию повышает порядок. 

со 

Теперь можно отбросить ненужные члены в Ф и заменить 
/-=0 

CT*-(Q> У) н а подходящее d\N)(Q,y). В результате получим 
формулу 

где Л/" равно порядку полюса %° по Л. 

§ 11. ПРИМЕРЫ 

ПЛ. Рассмотрим задачу Коши 

I
,, да , 0 х1 (9-и , / гя2 \ „ 

где Фо--=А_/,1|з0, v|)0(x, h) = 0\msa{hk) — гладкая по x, h финитная 
по х комплексная функция, ..So (л:) — гладкая комплексная функция 
с неотрицательной мнимой частью. Здесь функция Гамильтона 
имеет вид 

2№{p,q) = H{p,q) + iH{p,q), 

Hip,q) = £f + q. Я (Р, <!)=—%•. 
Пусть ©о — диссипация на R, порожденная функцией Im S-; 
рассмотрим (неособое) с-лагранжево многообразие с действием 
.Жо, отвечающее лагранжеву асимптотическому многообразию с 
действием, имеющему производящую пару (£>о, 5'0). 5Шо задается 
определенной на прямой Ra квазикартой 

А0-= (®о, Po, a, So), 
где Po —5;'. Исходя из Д0, построим эволюционирующую квази-
карту 

A=(S),P,Q, W), 
задающую структуру олагранжева движения с действием на 
^-ЭВОЛЮЦИИ Ш1 начального с-лагранжева многообразия Э10. 
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Прежде всего, найдем -̂диссипацию £>, представляя ее функ­
цией D (a, t), удовлетворяющей вместе с двумя вспомогательными 
функциями р (a, t), q (а, t) системе соотношений 

\Ь=-Й(р, q), р (а, 0) - Р0 (а) + О (3)J/2), ?(a,0) = a-LO (S>(f) . 
Осуществим конкретный выбор р, q и D следующим образом. 
Прежде всего, положим <7(а,0)-= а, р(а, 0) = ReP- (а)--=/~0 (а).. 
Далее, так как /J==<?-/2, то # — 0(©1/2). Поэтому ~р-(р, (?)-= 
= pq2 = 0 ф112), и мы можем выбрать # так, чтобы выполнялось-
равенство <- —0. Это дает: 

(̂  {a, t) = a. 

Теперь получим функцию р, опуская в --------- I + .7p2 член до2 — 
= 0(®1/2): 

р(а, t) = pQ{a) — t. 
Tenepb уже можно выписать t-диссипацию: так как —Н (р, q) = 

а-- , то 
D (а, t)--=D0 («) + --—. 

где в качестве £>- можно взять Ira So-
Перейдем к вычислению Р, Q, удовлетворяющих системе 

соотношений 

Р = - - - - ( Р , Q) + d ( S ) = - P - Q - r 1 + i Q + 0(©), 

Q = ^ ( P , Q) + 0 ( S ) - P Q - + O(S). 
Будем искать Р, Q в виде 

Р = р+да, Q — -/ + 2, ™=0(©1/2), z = 0 (®1/2). 
Тогда, учитывая, что ^ = 0(®1/г) и ^ - - = 0 (®), преобразуем; 
уравнение для Q: 

Q — (p + ^)(c7 + ^ ) -+O(S) -W 2 + O(S))-p0(a)a--T-O(S)). 
Итак, полагаем 

Q (a, t) = a + po (a) --2-"> 
оказалось даже, что z = Q — q = 0 (Щ- Теперь преобразуем 
уравнение для w, учитывая, что 2-= О(Э); 

ад =--- _ (р + .а,)2 (̂  + 2) + i (<? + z) + О (©) = 
-^_р2^ + ^ + 0(®)^_ар 0 - (а) + 2 ^ Р о И - ^ 2 + ^ + 0 (®)-
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Можем ПОЛОЖИТЬ 

Р (а, *) = Я0 ' (а)+а(i-A>2И) t + ap0(a) P — Lat*. 
Построение А заканчивается вычислением W, удовлетворяю­

щего соотношению \ ^ = P Q — Ж{Р, Q)-+-О (S)3'2). Вычисление 
PQ — 2e(P, Q) с точностью до 0(S>3'2) показывает, что можно взять 

W(a, t) = ±(ap0(a)f-a-pu(a)a4 + i~; 
при этом, 

W(a,t) = So(a)~at+^t^(pl(a) + i)-lpu((x)a4K 
Введем теперь допустимые координаты у —а и фазу 

Ф— o'as(Q, y)W-\-0 ф3'2). Легко видеть, что в данном случае — 
когда у — Q--=0(®), a if — Q = О (£>) — можно в операторном ряде 

00 

£i~j-\(y'~~Qy@/dQy, определяющем cr*s(Q,y), оставить только 
первые два члена; кроме того, как всегда, можно заменить 
dWjdQ на Р. 

Учитывая еще, что в данном случае (#—Q) (Р —Р0) — О (й)3'2), 
можем положить 

Ф (а, t) -= W (a, t) — t«2po («) P0(a) = S0{a) — at+~ (/-g (a) 

~2p0(a)P0(a)i-i)-^P0(a). 
Так как у (а) — тождественное отображение, мы получили почти 

производящую функцию S для Ж: 
S(K,t)~S0(x)-& + ~([ReS'o{x)]*-2S,

o(x)ReS'o(X) + i)-
- £ j L - R e S » . 

Таким образом, S удовлетворяет, уравнению Гамильтона — Якоби 

с точностью до О (]/rx2 + lm5o(x) 1m S (x, г.)), отвечающей 
«6 (£>3/2) (эта точность позволяет найти А-асимптотическое реше­
ние уравнения (11.1). решив уравнение переноса). 

Вычислим по формуле (10.17) главный член решения уравне­
ния переноса. Прежде всего заметим, что в нашем случае опе­
ратор 

Hi т 1 д*3@ , ., д* „ 
•1о-р0-тйг(Р>я)-шоР 2 F дрг ^>4J dQ2 

dp" повышает порядок, так как -——(Р, <7)--=с-- и для любой функ­
ции / = О (£)-•) 
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7 Тч-СТ)а2 "Й-F (сс' *> / ( а ' 0 1 < с (а> О $ а2 Р («• "-)]*"̂ - < 
о 

< с (a, t) [D (а, 0]---а-* < 2с (а, t) \D (a, t)]s. 
Поэтому достаточно оставить в формуле (10.17) лишь слагаемое 
с г-— 0. Вычисление дает: 

E(a,*) = e 2 \ J - ^ - l + O ^ 1 ' 2 ) , Х--Ф0 . 

Учитывая еще, что в рассматриваемом примере a*s(Q,y) совпа­
дает с тождественным отображением с точностью до оператора, 
повышающего порядок, получаем окончательно: 

Ф(.х, 0 = ^ ( p o W ' - ^ \ 0 ( x ) + 0((ImS)1/2), 
а это означает, что /г-асимптотическое решение задачи (11.1) 
имеет вид 

и{х, *) = Ф<>(*)е—•{•! [S 0 (x )_xH- -^ ( (Res ; (x ) )2 -

- 2S'0 (х) Re So (x) + i ) - ~ - R e So (x)] + x (p0 (x) t-Щ + 

+ 0(h3/2). 
11.2. Рассмотрим дифференциальное по t и разностное по х 

уравнение 

fl(x)>6>0, (11.2> 

аппроксимирующее параболическое уравнение. Поставим началь­
ное условие, зависящее от параметра соб[— я, п]: 

i_ 

и(х,0) = еъах%(х,а). (И.З> 
В данном случае 

Ж(р, x) = ia{x) (cos p—l) = iH (р,-х), 
Н(р,х) = 0, So С*) = сох. 

Мы будем искать h-асимптотическое решение задачи (11.2), 
(11.3) подразумевая, что соответствующая фильтрация опре­
деляется оценками, равномерными по ш. ЭТО значит, что в 
рассматриваемой схеме нужно считать и переменной и строить 
с-лагранжево многообразие в' четырехмерном фазовом про-
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•странстве. Можно однако заметить, что переменная, каноничес­
ки двойственная к ю, исключается из окончательного результа­
та, который формулируется в терминах с-лагранжева движения, 
зависящего от параметра со, причем, скажем, под диссипацией, 
зависящей от параметра, подразумевается не семейство дисси­
паций, а диссипация на прямом произведении (ср. с определе­
нием эволюционирующей диссипации). То же относится к по­
нятию ©-асимптотической функции, зависящей от параметра, и, 
вообще, все используемые оценки должны быть равномерными 
по параметру, что мы и будем подразумевать. 

Функция 5о задает определенную a Ra начальную лагранже-
ву квазикарту с действием 

До-(0, ро({alpha}), <7о ({alpha}). ©a), 
где ро(а)=ш, <7о(а) = а . Исходя из Д0, построим эволюциони­
рующую лаграюкеву квазикарту с действием первого приближе­
ния Д=(3), Р, Q, W), согласованную с Ж. Найдем р(а, t), 
•q(a,t) как решение задачи Кощи для системы Гамильтона 

Р— д-р <7-=-д--' <?(а '°)= =^оЫ. Р(а, 0) — р0(а). 
Так как Н = 0, получаем 

p(a,t)=po(a) = ©, q(a, t) = q0(a) = a. 
Найдем функцию D (a, t), представляющую ^-диссипацию ©: 

t 

Ь (a, t) = D0(a)—\ H (p {a, x), q (a, x)) dx = 
б 

t 

= —J //(со, a)dx = a(a) (l —cos to)/. 
о 

Та же самая /.-диссипация представляется более простой функцией 
. D(t) = (o«t, ' (11.4) 

не зависящей от а. В качестве Р, Q годятся любые ©-асимпто­
тические функции, удовлетворяющие соотношениям 

P = _ i a / ( Q ) ( c o s P - l ) + 0(S) , P | ^ o - w , (11.4) 
Q = - i a ( Q ) sin P + 0 ( S ) , Q |<_0----a. (11.5) 

причем О (£)) есть не что иное, как О (<аЧ112). Если Р удовлет­
воряет (11.4), то ©-асимптотическая функция / —1—cos P 
удовлетворяет соотношениям 

/ - - Л / + 0(ш-7.), / | , = o - l — c o s c o - 0 ( c o 2 ) 
с некоторым гладким матричным коэффициентом A, откуда сле­
дует, что / = 1 - cos о-)-О (со-г1) = 1 - cos«> + 0(S)). Так как, 
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KpOMe того, Q — a=Q — q = О (©1/2)-= О (cot1/2), так что (Q—a)X 
X(1 — cOsco) = 0 (CU3^1/2)-= 0(3)), то можно переписать (11.4) 

в виде 
P = ia' (а) ( 1 - cos со) .-I-О (2>), P|r._o = <a-

Следовательно, можем ПОЛОЖИТЬ 

Р (a, t) - оз + ia ' (a) (1 - - cos w) t -
Тогда s i n P - sin со-f-О (®). Так как sin со-О (£У/2) = О (2>), то 
можно переписать (11.5) в виде 

Q=- — ia (a) sin a + 6 (<£), Q|<„o —a, 
и выбрать Q следующим образом: 

Q (a, t) = a — ia(a)t sin со. 
Вычисления показывают, что 

PQ — 2e(P, Q) = ia(a)(l— cos со — со sinco) + 0(©3 / 2). 
Следовательно, можно положить 

W (a, t) = co.a+ia(a) £(1 — cos со —со sin со). 
Для вычисления фазы Ф в неособой канонической карте 

ф, P , Q, W, у) возьмем у-=а. Так как 

== f^(«)(l--cosa»f + о (£i,2) e d (s&1(2) 
\—ia' (га) tfsinco ' ч ' • v ' 

и 

Р (Q — а) — ia-ia) to sin со = ЬЮ (со3) = б (®3'2), 
ТО МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 

ф — W -̂f- ia (a) tco'slnco = a>a + ia(a)i (1 —cos со) 
( — a;s(Q,y)l.F + ()(®3/2)). 

Это означает, что функция 
S(x, t) = ax+ia(x)t(l—cos со) 

является почти производящей для Ж-эволюции с-лагранжева 
многообразия с действием, заданного начальной квазикартой 
До и, следовательно, удовлетворяет уравнению Гамильтона— 
Якоби 

dS ia(x) IA —cos • - — - } - 0 

с точностью О (со3.*). 
Вычислим главный член решения уравнения переноса. Так 

как ф0 не зависит от h, мы можем положить iV = 0 в формуле 
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(10-17). Имеем в данном примере: 

"(a, f)^e 2 =1+0(®1 / 2), 
7 (а, ^ = — ^ _ . - 1 _ ш ' (а) t sin ю - I + 0 (S3/2), х- = Фо-

Таким образом, 4>(х, <0 = Ф0 (л;) + О (®1/2), так что А-асимптоти-
ческое решение задачи (11.2), (11.3) имеет вид 

•--•(mj:-|-/a(-v)/(l-cos(o) 
и (x, i, со. К) =е %(х, со) + О (/z3/2) 

(оценка равномерна по со). 
П.З. Рассмотрим уравнение Шрёдингера для гармонического 

осциллятора 
rift ft2 1.2 

- i A § f — -yA«+ —», x = (Xi,...,xn)eRn (П.4) 

с начальным условием 
г / (х,О) — >5°(дг)(ф0(л:) + — | - ) , (И.5) 

где 50(x) — tS02(x), S02>0, Ф1 = О(502)-
Начальные данные рассматриваемой задачи определяют 

лагранжеву квазикарту с действием 
До = (®0> iS02(K) ' a' i502(C-))- SO26®0. 

которая определяет с-лагранжево многообразие с действием 5ОТ0; 
исходя из Д0, построим квазикарту 

Д = (Й),Р, Q, W) 
его сЖ-эволюции Ш на отрезке 0 < t <•---. Здесь Ж — функция 
Гамильтона для гармонического осциллятора: 2@.(Р> q) = 
= 2"(*Р2 + '?2)- Так как Im<5#- 0, то © — стационарная диссипа­
ция. В качестве Р, Q возьмем точное решение системы Гамиль­
тона с данным 2$: 

Р (a, t) = iS'Q2(a)cost—asint, 
Q(a, i) = iS'02(a) sinz. + acos t, 

а в качестве U"—первообразную формы PdQ — 3e(P, Q)dt: 

W (a, t) = iS02 (a) + | ( a - - (S^a))*) s i n - + 

+ -j <«• 5;2(а)> (cos 2^-1). 

Построенная квазикарта А является неособой (если i < g ) . 



Действительно, матрица -Ц- = cos t + i sin^-^— — неособая при 
t€ 0> -.-J. Выберем в Л допустимые координаты 

у (a, a.) = acost. 
Отвечающую этим допустимым координатам фазу Ф вычислим 
по формуле Ф = " 7 + (Я, y-Q) +l(y-Q, | f . ( y _ Q ) > : 

Ф (a, t)----iSQ2 (a) — "- sin 2t — 2t < a, S^ (a) > sin2t — 

~-f- < 5o2 (a)' (C0S * + i'S;2 (a) sin t)-1 S;2 (a) > . 
Отвечающая данной фазе почти производящая функция эво­

люционирующего с-лагранжева многообразия Ш 
S(x, t)~iS02[^y^L--2i < х, Sm(-^j) > ^ - (11.6> 

- ¥ • < & Ш> h <+ts°' Ш)sin *Y*-- Ш > 
удовлетворяет соотношению 

Выпишем главный член решения уравнения переноса: 

П.*, t) = {[% («, )̂ + х (?• («• О - - - Г < 5°- («)• ^ 5о2 (а) > 

— i sin zf < So2(c-), д-Шг > ] + <5Q 
s" я 

О у - 1 * - / 

J 2 (a, 0 _ + Oi,„S(/-1,2)> (11,7), 
x 

cost 

где 

== (COS t + t5o2 (a) sin г;)"1 g-; 

J (a, t) = det (cos t + iS02 (a) sin t)\ 
ветвь J-1 '2 выбирается из условия ./_1/ j/ о =— 1 (напомним, что 

\\А. Формулу (10.17) можно упростить в случае к в а д р а ­
тичной диссипации. Пусть г* —0 —начальный момент вре­
мени, а начальная квазикарта с действием 

(S0,Po ; Qo,Wo)=l^,^l.,a, So), 
да 
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где Im S°6©0, a =-= (0C1, . . . . со,,) —стандартные координатные 
функции на области определения начального действия £о, удов­
летворяющего следующим услов-иям: a) IraS°>0; 6) нуль-мно­
жество N (©о) функции lm S° является k-мерным подмногообра­
зием в R"; в) rank (d2 lm S°) Ц ^ ) =п — k. Рассматриваем 
H-эволюцию, отвечающую вещественной функции Гамильтона 
Н; в этом случае диссипация £> стационарна. 

Пусть допустимые координаты у в начальный момент совпа­
дают с а, а комплексные векторные поля, входящие в опреде-

д д 
.ление якобиана J, суть ——, . • •>—-. Тогда в (10.17) ^----сро. 
Рассмотрим случай, когда 

<po(x, й ) - - ^ - , ^ - O ( s C ) . (11.8) 
'Число N в (10.17) — то же самое, что и в (11.8). Пусть 
«•{to}rt(a, t) — гладко зависящая от t гладкая проекция области 
определения функции S" на N (£>). Упрощение формулы (10.17) 
основано на ©-асимптотическом разложении 

г" 1 d l v l v 
Х~ Z я <у («' ^ ~ У ( я ^ ' ^ ^"-7ГТ (я (а- -). -). 

i Ivi—а ° - / 

справедливом для любой ©-асимптотической' функции %. Обозна­
чим 

/°-г-° Z.--—з—(p. <7. .0 .--, д^ °F —о 

и возьмем %--=6«(Q, у) б"^; получим, учитывая, что 
^°c.-a*s(Q,y) = aa*s(Q,t/)o— и что л*°аа* (Q, у) = я*: 

оо 

•о.*8(Q- у)б'Ф0~ 2 i r (-/ (а> 0 - У (л (а> -)• ^))v [ (^У 6 '*о1 (-(а- ') . *)• 
|V|=0 LV V / J 

Выразим А через ^ : А = А _ | , г д е Л - = ( ^ ) Г . Из (11.9) 

следует, что 
hro-a*s(Q>l/)Sr— ; 

11. 

r-JV • 2 -^(tf(a.o-^«(«.o.o)v[U^)¥6'*.](«(«.o.o+ 
IVK.2.V --2г 

+о э ( & )• 
2 Х 

В последней формуле можно заменить (А -—) на IA—1 , так 
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как эти два оператора разнятся • иа дифференциальный 
оператор порядка < v . (Аналогичные соображения используем 
ниже, явно их не высказывая). Учитывая еще тождество 

2vi(-4ra)v-=- 2 ^ « v ( ^ ) v ' ^-(«1,...,«„), _={-т»1-...,«„), 
справедливое в силу того, что его левая и правая части пред­
ставляют собой однородную часть степени s степенного разло­
жения функции e<-4r«,-»> —e(,u,Av) ^ a также соотношение 
•o-as(Q- у) J'mF (a, t)=(J'll2F) (я (a, t) t)4-0(®1/2), получим окон­
чательно для решения уравнения переноса формулу 

ЛГ 2Л~-2-

Ф(х, t)-. '7-1'»(р.*)̂ (р,<)2 г ^ Г т П ^ ф ' ^ ^ х 
=0 |v |=0 

v(p, /)(C-4t3, / ) ( x - 7 ( P , t ^ p - ^ . o + O ^ H A 1 ' 2 ) . (---9) 

где С —+-, p(x, 0 — решение уравнения 

q(fi,t) = nVc,t), (ll-10) 
где jci->-n;(x, t) — проекция я, спущенная в R" с помощью у 
(т.е. п(у(а, t), t) = q(n(a, t), t)), а оператор 6(p, t) действует 
по формуле 

•t 

б(р,о«и-2 J j ^ ( M d t | m 
^ /==10 

W-c--g?(C-y. 
(11.11) 

З а м е ч а н и я и п о я с н е н и я . 1) Вторые производные 
функции Гамильтона в (11.11) вычисляются в точке (р(р,т), 
.7(Р,т),т) где peN(3>); p(p,T), <7(Р,т)—решение соответствую­
щей системы Гамильтона с начальными данными / (S 0 / (p) ,p) . 

2) Проекция я в (11.10) может быть взята произвольно; нет 
необходимости явно вводить допустимые координаты у. 

3) Для вычисления матрицы С необязательно находить Q. 
Вместо вычисления --5 можно определить две матричные 

функции D(p, / ) , С(Р,t), p6N(So) как решение системы в ва­
риациях, отвечающей системе Гамильтона с функцией Гамиль­
тона Ж°К с начальными данными -5(р, 0) = (S°)"(p), G(P,0) — 
единичная матрица. 

Возвратимся к примеру предыдущего пункта. Конкретизируем 
S02- пусть 502(«)>0 при а-^0, 502(0) — 0 и' d2S02(0)>0; дис­
сипация, отвечающая такому начальному действию, квадратична. 
Будем считать (сделав ортогональное преобразование координат), 
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что Soz (0) — diag (Ku ..., %п). Тогда Я (£>0) = {0}, J (0, t) — 
п 

-= I I (cos t + i^sint) , 

F = \, CA (0,t) = diag ((cos t + i..*.! sin t)-1, . . . , (cost + a„sint)--)J 
?(0, t) = 0, р(л:, t)==0, 

6 (0, t) и (a, t) = J 2 (C0S * + -^ sin t)"2 £ (a' *•)-*-• 

Таким образом, в данном случае с ПОМОЩЬЮ (11.9) получаем 
следующее решение уравнения переноса (ср. с (11.7)): 

ф(*,t)=--n(cost+aysint)k(o)+^- 2^-ffe(°)х 
X XjXk (cos t -j- iXj sin t)~l (COS t + iXk sin Z)"1 + 

n t 

+ 4 - 2 4 S - (°) J(C°S f+ у̂51ПТ)-2Л + 05, Ю -
7-=l ; 0 

Другие примеры решения уравнения переноса в случае квад­
ратичной диссипации см. в [4]. 
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