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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1982 МАТЕМАТИКА № 9 (244) 

Л. Ф. Клепцын УДК 519.83 

О КОМПАКТНОСТИ МНОЖЕСТВА 
ВЕКТОРОВ-РЕЗУЛЬТАТОВ В СВЕРХИГРАХ 

Пусть {«•(;•}, У=1» ••• , ^ = 1 , . . . , п., — числовые последовательности 
с положительными членами. Совокупность N подмножеств {АД , ... , Nn\ на-

п 
туральных чисел назовем разбиением, если NiП = 0 , г ф j ; [j N^N+ = {1,...}. 
Разбиение N= {Nx, ... , Nn} назовем правильным, если при каждом t = 1, ... , п 
существует предел 

рДЛ/) = Р , = lim 2 

Через М обозначим множество отвечающих всевозможным правильным раз­
биениям векторов p(N)£R" с компонентами pt(N). Задача изучения мно­
жества М возникает при описании множества достижимых векторов в сверх­
играх [1]. Это. множество может рассматриваться как множество всевозмож­
ных векторов-результатов (средних эффективностей) в задаче многократного 
распределения неделимого ресурса среди п потребителей, когда эффективность 
использования этого ресурса t-ъш потребителем изменяется со временем и на 
/-ом шаге составляет величину at]-. 

Т е о р е м а . Множество М компактно тогда и только тогда, когда ряды 
DO 

2 afj либо для всех t - 1 , ... , п сходятся, либо для всех i - - 1 , ... , п расхо-

дятся. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость доказывается совсем просто. Ясно, 

со 

что для сходящегося ряда 2 ац с положительными членами верно соотноше-
т со оо 

ние 2 aijl 2 av—> 1 (т—>оо), а для расходящегося ряда 2 ащ П Р И любом т 

верно соотношение 

Поэтому для последовательности разбиений {N^, ... , N^}, где 

M m ) = 0 , Ьф1, k; N{P = \\, ... , т); = \т + 1, ... }, 

при т—>оо получим 

р(т) = р . ( л / W ) = о, i ф I, k; р</">-1; P f ) = 1. 

С другой стороны, соотношение рг = 1 выполнено лишь для разбиения 
/V, = {1, ... }; Nt = 0 ; j ФI, но для него рА = 0. Итак, точка {0, .. . , 0, 1 ,0 , . . . , 0, 
1, 0, ... , 0}, где 1 стоит на /-ом и .fe-ом местах, является предельной точкой 
множества М, но не принадлежит ему. 

Остается доказать достаточность. Ограниченность множества М оче­
видна. Докажем замкнутость. Пусть последовательности разбиений 
{ A / i m ) , . .. , N^) соответствует последовательность точек х{т) — \р[т), ... , р*^}, 
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сходящаяся при т—«со к точке х{* = (хр, ..., хР)- По последовательности 
разбиений {М т ) , . . . , N^} будет построено разбиение {М*\ . . . , iVP} так, чтобы 
выполнялось соотношение 

Р«) = « > , . . . , 4*>). (1) 
Разбиение {/Vp. ••• , Л '̂Р} будет строиться двумя различными способами, в за-

оо 

висимости от того, сходятся ряды 2 a/j и л и расходятся. 
оо 

Пусть все ряды 2 к ^> * = 1> ••• > я, сходятся. Существует такой номер ilX 

и такая счетная последовательность натуральных чисел MlczN+ — {l,...}f 

что 1£N\^ при т^Мх. Положим l^N^. Выберем такой номер i2 и такую 
счетную последовательность натуральных чисел М2аМх, что 2£Л4 2

7 г ) при 
т^М2. Положим 2 £ Л Г ; 2

) . Продолжая этот процесс, получим для каждого 
натурального числа k номер ik подмножества М А \ которому это число при­
надлежит. Таким образом, построено некоторое разбиение {N{\ ..., N^}. 
Остается показать, что построенное разбиение правильное и проверить ра­
венство (1). Ясно, что для любого е > 0 можно выбрать k так, что 

2 аа<г (< = 1 . - . «). 

Поэтому | p<m' — pf | < s при t = 1, ... , п, т£Мк. При m^Mk и яг —»оо для всех 
^ = 1, ... , я имеем p<m> —• j cp . Значит, существует такое яг, что |p£m>— л р | < е . 
При этом /я для всех * = 1, ... , я верно соотношение |р (*} — xf> \ < 2s. Так как е 
может быть выбрано произвольно малым, т'о верно соотношение рр = хр. 
В случае сходящихся рядов утверждение теоремы доказано. 

со 

Пусть теперь ряды 2 at] расходятся для всех t = \, ... , я . Будем строить 

разбиение {/VP. ... , /V« } с помощью возрастающей последовательности на­
туральных чисел kQ = 1 < kx < k2 < ... Для каждого натурального числа г, 
ks_x<i<ks (s > 0) найдем такое tf, что i£Nis) и положим i£NP. Другими 
словами, разбиение { iV} ' , . . . , N^} по определению совпадает с разбиением 
{N[s), ... , / V f } для чисел I, ks_x <i<ks. 

Последовательность чисел k0 = l, kx, k2, . . .однозначно определяет неко­
торое разбиение {N[), ... , / V V } . Ниже описывается процесс получения чисел 
kx, k2, ... таких, что рр = хр. Положим 2 at}l 2 atj- Число kx вы-

к* 
берем так, чтобы при k>kx для всех * = 1, ... , я выполнялись неравенства 
I f ( ^ - p f ' K l / 2 , | Х ^ ( * ) - Р Р 1 < 1 / 2 . Пусть числа £ х , . . . , уже выбраны. 
Положим для k > ks_x 

T?»(*) = ( i « « + . . . + 2 

/ел4п /ел//* 
Число £j выберем так, чтобы для всех t = \, ... , я и всех k>ks выполнялись 
неравенства 

1 Т Р ( * ) - Р Р 1 < 1 / 2 * , (2) 

| xJ*+D (Л) — р**+1> | < (3) 
со 

(Так как ряды 2 (t = I, ..., п) расходятся, то такой выбор возможен.) 

Итак, числа kx, k2,... построены. 
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Покажем, что полученное разбиение—требуемое, т. е. при k—*co верно 
соотношение 

I 2 V 2 

В самом деле, для ks < k < ks+l имеем 

1=1 1=\ v 1=\ 1=1 1 

Jen? 

+ ( * Г Ч ( * ) - * Г 1 , ( * , ) 2 V 2 

Обозначим 2 а /У 2 atf ч е Р е з а> 0 < а < 1 . Согласно (2) первое слагаемое от-

личается от a,pf> не больше, чем на a/2s, а второе слагаемое согласно (3) от­
личается от (1 — о^р^ 1 ) не больше, чем на (1 + a)/2s. Так как р^>—>jcp при 
s —>оо, то достаточность доказана и в случае расходящихся рядов. Теорема 
полностью доказана. 

З а м е ч а н и е . Точке z = (z1,..., zn) может отвечать несколько'различных 
разбиений, для которых ( р , , ... , р„) = (zx, ... , z„). 

Иногда бывает необходимо рассмотреть множество М, состоящее из век­
торов р = ( р ц , p i 2 , ••• 1 Рпп). получаемых при всевозможных разбиениях 
{Nx, ... , Nn) и определяемых равенствами р у = lim 2 a]kl 2 а /* (предпола-

гается, что эти пределы существуют). Аналогично приведенной выше теореме 

доказывается следующее утверждение: множество М компактно тогда и только 

тогда, когда ряды 2 atj либо для всех t = \, ... , п сходятся, либо для всех 

t = 1, ... , п расходятся. 
Автор выражает свою искреннюю благодарность М. С. Штильману за 

помощь в работе и ценные замечания. 
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