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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

1999. Т. 35, №8. С. 1122 — 1126 

УДК 517.956.6 

З А Д А Ч А Д И Р И Х Л Е Д Л Я У Р А В Н Е Н И Я Г Е Л Л Е Р С Т Е Д Т А 
В Б Е С К О Н Е Ч Н О Й П Р Я М О У Г О Л Ь Н О Й О Б Л А С Т И 

М . М . ХАЧЕВ 

Рассмотрим уравнение Геллерстедта 

T(u) = sgny-\y\muxx + uyy = 0, m > 0 , (1) 

в бесконечной прямоугольной области D — {(ж, у) : 0 < х < 1, - а < у < +оо; а = ((2 + 
+ г а ) / 2 ) 2 / ( 2 + т ) } , где эллиптическая часть области D представляет собой полуполосу, а 
гиперболическая часть D~ области D — прямоугольник, обладающий тем свойством, что 
характеристики уравнения (1) 

АВ0 : ж - (2 / (2 + m ) ) ( ~ t / ) ( m + 2 > / 2 - О, ВА0 : х + (2/(2 + m ) ) ( - y ) < m + a > ' 2 = 1 

проходят через его вершины. Решением уравнения (1) в области D назовем функцию и(х,у), 
если: 

1) и(х, у) £ C(D)nC2(D+ U D- \ (АВо (J ВА0)); 
2) иу(х,у) = 0 ( 1 ) при —> -Ьоо, 0 < ж < 1; 
3) т + ( ж ) — \шх^и{х,у) = г " ( ж ) = Нт^?/(ж,г/) = т(ж), 0 < ж < 1, 1 / + (ж) = lirn^ и у (ж, у) = 

гг £/~(ж) = lim^ иу(х, у) = г/(ж), 0 < ж < 1; 
1 

4) интегралы / и(х, 0)иу(х, 0) dx, j (ymul + u2) dx dy, J (u2-(-y)mu2

x)dx dy существуют; 

5) к интегралу / uTudx dy можно применить формулу Грина в том смысле, что контурный 
D 

интеграл, входящий в формулу Грина, существует как предел интегралов, взятых по кривым, 
стремящимся изнутри к контуру области D. 

З а д а ч а Д и р и х л е . В области D найти решение и(х,у) уравнения (1), удовлетворяющее 
краевым условиям: 

и(0,у) = (р(у), и(1,у) = ф(у), - а < у < +оо, и(х,-а) = / (ж) , 0 < ж < 1, 

lim и(х,у) ~ 0 равномерно относительно х 6 [0,1], (2) 

где функции <р(у), Ф{у) и / (ж) удовлетворяют следующим требованиям: (р(у),Ф(у) G 
б С [ - а , + о о ) ; / ( , ) € C [ 0 , 1 J ; 

Г Viiy)-) 0 < у < -г-со, f ¥>гЫ, 0 < у < +оо, 
¥>Ы = ^ V>i(»), - а < у < О, ^ (у ) = < ф2(у), -а < у < О, 

Ui(0) = ^ ( 0 ) , # - О, U 2 ( 0 ) - ^ 2 ( 0 ) , 2/ - О, 

lim ^ - ( у ) - О , « = 1 , 2 , / ( 0 ) = ^ ( - а ) , / ( 1 ) = ^ ( - < * ) -
2/-»-f-oo 

Т е о р е м а 1. Пусть и(х,у) — решение уравнения (1) в области D, причем 

ге(0, у) = tx(l,y) = 0, - а < у < +оо, и(х, - а ) = 0, 0 < ж < 1, 

lim и(х,у) — 0 равномерно относительно 0 < ж < 1. 

Тогда и(х, у) ЕЕ 0 6 области D. 
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Доказательство теоремы основано на следующих леммах 1, 2. 
Л е м м а 1. Пусть и(х,у) — решение уравнения (1) в области J9+ из класса C(D+)f) 

f]C2(D+), удовлетворяющее краевым условиям: и(0,у) = и(1,у) = О, 0 < у < +оо, и (2). 
Тогда 

j r(x)u(x)dx < 0. (3) 
о 

д д 
Действительно, интегрируя тождество иТ(и) = ^т-(угпиих) + —(uuv) — ymul — и2 ~ 0 по 

дх ду у 

области D%£ = {(ж, у) : 0 < ж < 1, е < у < h), где e,h = const > 0, после известных 
преобразований придем к равенству 

1 1 

j u(x,h)uy(x,h)dx - J u(x,e)uv(x,e) dx - j (ymu2

x + u2) dx dy = 0. (4) 
о о 

he 

Переходя в равенстве (4) к пределу сперва при е --> 0, а затем при h —> +оо, получим 

1 

Jr(x)t/(x)dx + J (ymu2

x + u2

y)dxdy^0, (5) 

откуда следует справедливость неравенства (3). 
Л е м м а 2. Пусть и(х,у) — решение уравнения (1) в области D~ из класса C(D~)f] 

f]C2(D~), кроме, может быть, характеристик уравнения (1), причем u(x,y)\dD~^AB^ — 0. 
Тогда 

1 

J r(x)v(x)dx > 0. (6) 
о 

д д 
В самом деле, после интегрирования тождества иТ(и) ~ —\~(~у)гпиих\ + ~(ииь) + 

ох ду 
+ ( — y)mul ~ ul ~ 0 п о области D~, что возможно в силу условий леммы, получим 

Jr(x)u(x)dx = j[u2

y-(-y)mul)dxdy. (7) 

При вычислении интеграла из правой части (7), который обозначим через ,/, перейдем в 
плоскость характеристических координат (£,т/), где £ = х - ( 2 / ( m + 2 ) ) ( - j / ) ( m + 2 ) / 2 , rj = 
= х + (2/(2 + т ) ) ( - 2 / ) ( 2 + т > / 2 . Тогда 

. J = - 2 ( 2 - 4/3)-2*3 J (г? - 0 2 Ч ^ (8) 
п 

где f3 — га/(2(т + 2)), fi — образ области J9~ при указанном отображении. Уравнение 
(1) в области fi принимает вид щп + ~ ип) ~ 0- Отсюда имеем равенство 
щи^ ~- и2 - ((г/ - £)/(2/?)) ди2/д£, учитывая которое в (8) и интегрируя по частям по £, 
получим 

n an 

где гг — внешняя нормаль к границе 9fi области fi. Из (7) и (9) следует справедливость 
утверждения леммы. 

1 
Таким образом, на основании лемм 1, 2 заключаем, что f т(х)и(х) dx — 0. Но тогда из (5) 

о 
получаем, что и ЕЕ 0 в D + , откуда, перейдя при помощи задач Коши, Дарбу и Гурса в D~, 
установим, что и(ж, у) ЕЕ 0 везде в D — D+\JD~. 
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З а д а ч а Н е й м а н а . В области D + найти решение и(х,у) Е C(D+)f)C2(D+) уравнения 
(1), удовлетворяющее следующим условиям: 

и(0,у) = V I ( 0 ) - 0, 0 < у < +оо, 

u(l>») = ¥>г(0) = 0, 0 < у < + 0 0 , 

lim иу(х,у) = И"(ж), 0 < ж < 1, 

(10) 

( 1 1 ) 

(12) 

и (2), где v+(x) € С(0 ,1 ) , а при х —> 0; 1 может обращаться в бесконечность порядка меньше 
( 1 - 2 / 3 ) . 

Решение задачи (1), (2), (10) — (12) найдем как сумму и = щ + и2 решений двух вспомо­
гательных краевых задач: 

Т(ик) ЕЕ утикхх + г*д.У!, = О, 

когда 
«*(0, у) - (2 - fc)vi(ff), 0 < у < +оо, 

и*(1, у) == (2 - к)ср2(у), 0 < у < +оо, 

lim ику(х,у) = (Л г- 1)*/ +(ж), 0 < ж < 1, 

и (2*). Решение иг(х,у) задачи ( l i ) , (2i) , (10]) — (12 г ) будем искать в виде 

-foo 

Щ(х-у) = у/у J R(x,\)J-m(y)d\, 

(U) 

(ю*) 

( 1 1 * ) 

(12.) 

( 1 3 ) 

где J a (£ ) — функция Бесселя [1] первого рода, й(ж, А) — неизвестная функция, а также вве­
дены обозначения у = 2А(2 + m ) ~ 1 5 ( 2 + M ) / 2 , т = 1/(2 + га), которые будем использовать ниже. 
В силу свойств функций Бесселя Ja(t) легко показать, что выражение (13) удовлетворяет 
условиям ( 1 2 ^ , (2i) . Подставляя (13) в ( 1 ^ , (101) и ( H i ) , относительно функции Л(ж,А) 
получим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка 

Д / , ( ж , А ) - А 2 Д ( ж , А ) ^ 0 (14) 

с начальными условиями 
-foo -f-oo 

Я(0 ,А) = 2Am У" y{2m+l)l24>i{y)J-m{y)dy, R(l,X) = 2Хт J y{2m+iy2^(y)Jг.т(у) dy. (15) 
О О 

Известными методами [2, с. 78] нетрудно получить решение задачи (14), (15) в следующем 
виде: 

-foo 

R(x,X) = 2Am( S h A)" 1 sh(A(l - х)) j y[2mJtX)l2^{y)J_m{y) dy + 
0 

-foo 

+ sh Ax J t2m+1)/2My)JMy) dy\ • (16) 
0 

Из (13) и (16) имеем решение задачи ( l i ) , (2i), (10i) — (12i) 

ui{x,y) = 2^/ym 

_ -foo -foo 

j t^2m^l2^{t)dt j \{sh\)-lsb(\(l-x))J_m{t)J^m{y)d\ + 

-foo -foe 

+ J t«m+W<p2(t)dt j A(shA)- 1 sh(Xx)J^{t)J_m{y)dX 
(17) 
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Решение и2{х,у) задачи (1 2 ) , (2 2 ) , (10 2 ) — (12 2 ) будем искать в виде 

оо 

и2(х,у) = ^ c n V ^ ^ ( 2 n m 7 r ^ 2 + m ) / 2 ) s i n ( n 7 r x ) , (18) 
п-Л 

где сп — произвольные постоянные, п = 1 ,2 , . . . , a # а ( / ) — функция Макдональда [1]. 
Учитывая свойства функций Макдональда Ka(t), нетрудно показать, что выражение (18) 

удовлетворяет условиям (10 2 ) , (11 2 ) и (2 2 ) . В силу краевого условия (12 2 ) получим 

ил(х) = (пит) т 5щ(ттг)Г(1 + га) 2 ^ c n s in(Trnx), 
я" 

п —1 

где 

Тогда 

- 4 7 r ~ 1 ( n m 7 r ) ~ ^ s i n ( f n 7 r ) r ( l + rn) ^ г / + ( £ ) s in(7rnt) d£ . 

^ 2 ( 2 ? , ^ ) = Iy/У jv+{t)(j}^n-™^ (19) 

где 7 = — 4 7 г ~ 1 ( т 7 г ) " " р Т ( 1 + m)sin (ra7r) . 
Таким образом, решение задачи Неймана в эллиптической области D+ имеет вид 

и(х,у) = щ(х,у) + и2(х,у), (20) 

где щ(х,у) и и2(х,у) определены формулами (17) и (19) соответственно. 
Переходя к пределу при у —> +0 в равенстве (20), получим основное соотношение между 

г + ( ж ) и ^ + ( ж ) , принесенное из области эллиптичности J9 + уравнения (1) на линию вырожде­
ния у = 0 (0 < ж < 1) : 

1 

т+(ж) = - ъ j u+(t)M[x,t)dt + u1{x,0), (21) 
о 

оо 
где M(x,t) = \х -t\-2^ - (х + г ) - 2 " + £ [ ( 2 » - ж + 0 _ 2 / 5 + (2п + ж - t)~^ - (2п - х - t)~W -

П = 1 
+оо 

- ( 2 п + х + t)-*% ъ = (2 - 4/3)^Г 2(/3)/(4тгГ(2/?)), ^ ( ж , 0 ) - 7 2 / * ( 2 w + l ) / V i ( 0 ^ * 
о 

-f-oo __ -foo -foo 
х / A ^ s h A)" 1 s h ( ( l - x)\)J-m{t) dX + ъ J t^l)/2Lp2(t) di f A 1 _ m ( s h A)" 1 sh (x\)J„m(t) dt, 

0 — 0 0 

7 2 = 2 7 r - 1 m i " m r ( m ) s i n ( m 7 r ) . 

Для того чтобы получить основное функциональное соотношение между т~(х) и v~(x), 
принесенное из области гиперболичности D" уравнения (1) на линию вырождения у = 0 
(0 < х < 1), поступаем следующим образом: 1) обозначаем через Д~ (г = Т~4) криво­
линейные треугольники, на которые разбивают область D~ характеристики уравнения (1); 
2) решаем соответствующие задачи Коши в областях DJ {% = 1,4); 3) склеиваем реше­
ния и их производные вдоль характеристических сегментов, в результате получаем систему 
из четырех уравнений с четырьмя неизвестными; 4) решая эту систему, получаем основное 
функциональное соотношение между т~(х) и и~(х). 

Указанное соотношение имеет вид [3] 
X 1 

т~(х) = 7 з J(x-t)-2piy"(t)dt + J ^{xJ)y-{t)dt, (22) 
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где Ф(жЛ) — непрерывная и ограниченная в квадрате 0 < ж, t < 1 функция, 73 = 
= ~(Щх^Т(1/2 - Р) со 8(7г/3)/(2тгГ 2(1 - /3)). 

Таким образом, вопрос существования решения задачи Дирихле для уравнения (1) в 
области D эквивалентен вопросу о разрешимости уравнений (21) и (22). 

Удовлетворяя условиям склеивания и применяя затем формулу обращения интегрального 
уравнения Абеля, находим 

^ - x I ( l ) " " ( 7 h ~ 7 Т Т = ш ) " ® * ~ М ж ) - ( 2 3 ) 

где 

fi(x) = A f(t/x)1'2pH(xit)t/(t)dt + Sl j t^^1~2^ip1(t)Hl(x,t)dt-
0 о 

+оо 1 

-6г J t4fiKl-2fi)<p2(t)H2(x,t)dt - S2 J K(x,t)v(t)dt, 
о 0 

^ ' ^ ~ г + ж - 2 ж * * + ж + ~ | л * / \ 2 n + « -a? 2n + * + a J + 

n = l 

' 2 n - l V - 2 < 7 1 1 
t ) \2n ~ t + x 2n — t — x, 

A = (l/тг) t g ( * / 4 + 7Г/5/2), ^ - <58т(2*0)/(*7з(1 - 8ш(тг/?))), 

<52 = sm(27r^)/ (7T 7 3 ( l - sin(7r/3))), * = 2 т Г 3 / 2 ( 1 - 2(3)2р сов(тг/?)Г(1 + /?)Г(1/2 - /?), 

(1 - 2p)2s7^1-2^ - (1 - 20)(2n + 0 a

 d i _ 

„=o ^ ( ж - 0 1 - 2 / , [ ( 2 n + 0 2 + C 1 - 20)2з2К1-2<,)]2+1> 

"t ( 1 - 2 / 9 ) 2 ^ 1 - 2 ^ - ( 1 + 2 / ? ) ( 2 п - 0 2 I 
У ( a r - 0 1 - 3 / , [ ( 2 n - 0 a + ( l - 2 / 9 ) 2 e 2 / ( 1 - 2 / } ) ] a + " У 

a ' ^ n + l ) x^~\2n-l) 
£Г 0 1 [(2n + l ) 2 + (1 - 2 / 3 ) 2 5 2 / ( 1 ~ 2 ' 3 ) ] 1 + < 3 [(2» + l ) 2 + (1 - 20)asW-w)y+P 

(1 - 20fs2^1-2^ - (1 - 2/?)(2n + 1 - i ) 2 / (ж - ty-2f>[(2n+ 1 - 0 2 + (1 - 2/3) 2.s 2/( 1~ 2^)] 2+^ 

(1 - 20)2s2'^-2^ - (1 + 2/?)(2n - 1 + t)2 

dt -

f (1 - 2РУа2'У-2р> - (1 + 2/?)(2n - 1 + t)2 ) 
J (x - ty-2f>[(2n - 1 + 0 2 + (1 - 2 /9 ) 2 e 2 / ( 1 - 2 «] 2 +" T 
о 

K{x,t)^ J(x-t)2(*-l%(x,t/)dt. 
0 

Используя известные преобразования [4], уравнение (23) можно привести к интегрально­
му уравнению Фредгольма второго рода, разрешимость которого следует из единственности 
решения задачи Дирихле, Зная v(x), определим и(х,у) соответственно в областях и D~. 
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