
ПАРАКОМПАКТНОСТЬ И ПРОИЗВЕДЕНИЕ ПРОСТРАНСТВ1)

(
А. Стоун

Топологическое пространство называется паракомпактным 
(см. [2]), если в каждое открытое покрытие этого пространства 
можно вписать „локально конечное" открытое покрытие2).

Ж. Дьёдонне доказал (см. [2], теорема 4), что всякое метри­
ческое пространство со счетной базой паракомпактно, и высказал 
предположение, что это справедливо и без наличия счетной базы. 
Мы увидим, что это действительно так. На самом же деле справед­
лив даже более сильный результат: паракомпактность совпадает 
со свойством „звездной нормальностии, введенным Ж. Тьюки (см. 
[5], стр. 53). После того как это будет доказано (см. Ниже теоремы 
1 и 2), мы применим теорему 1 для получения необходимого и доста­
точного условия нормальности топологического произведения несчет­
ного числа метрических пространств (теорема 4).

Для каждого открытого покрытия 7 =  {ГД топологического про­
странства R звездой 0 7л: точки х  £ R называется (теоретико-множе­
ственная) сумма всех элементов Га покрытия у, содержащих точку х. 
Пространство R называется звездно-нормальным, если в каждое 
открытое покрытие ш пространства R можно звездно вписать неко­
торое другое открытое покрытие 7 — в том смысле, что открытое 
покрытие 0 Г состоящее из звезд 0 7л: всех точек x £ R ,  вписано в о.

Т е о р е м а  1. Каждое звездно-нормальное Т^пространство 
паракомпактно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R — такое пространство, а 7 =  {ГД — 
произвольное его покрытие. Мы должны построить локально конеч­
ное покрытие, вписанное в 7. Заметим, что пространство R нор­
мально (см. [5], стр. 49, или примечание переводчика 1) и, следова­
тельно, хаусдорфово.

Пусть 7i =  {Г1} — покрытие пространства R, звездно вписанное 
в 7. Определим по индукции такие покрытия уп — {Гл} пространства R, 
что 7„+i звездно вписано в 7„ (п=  1, 2, 3,...). Обозначим для крат­
кости для любого множества М ^  R через ОпМ звезду множества М 
относительно покрытия 7Я, т. е. всевозможных элементов покрытия 7Я, 
пересекающихся с М (грубо говоря, звезды 0пМ соответствуют
_1_„ -окрестностям множества М, лежащего в метрическом простран­
стве), и пусть

(О ■УЛА1 = R \ Q n(R \  М).
Множества 0 пМ, очевидно, открыты, a пМ замкнуты.

1) S t o n e  А. Н., Paracompactness and product spaces, Bulletin of the Ameri­
can Mathematical Society, 54 (1948), № 10, 977—982.

2) Открытое покрытие пространства R называется локально конечным, если 
каждая точка х  £  R имеет окрестность Ох, пересекающуюся лишь с конечным
числом элементов этого покрытия. Паракомпактные хаусдорфовы пространства 
называются просто „паракомпактами".
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Легко видеть, что

(2) &пМ  =  S {х, в пх  с  М},
где Опх  — звезда точки х  относительно тя, откуда сразу вытекает, 
что
(3) в а(^„М )С М .
Из определения звездной вписанности находим, что
(4) ©»+1 (0/,+iiM) С б„М.

Нам потребуются также следующие очевидные заключения:
а) если Л С Д ,  то 0„Л С 0 ЛД;
б) если /г> /н , то 0 яЛ С 0 т Л; 
о) [Л] с  0 ЯЛ для любого п;
г) если у € 0 лл:, то и x £ Q ny.
П е р в о е  п о с т р о е н и е .  Предположим, что множества Гв g у 

занумерованы порядковыми числами а. Определим для каждого а 
множества

(5) =  O* =  0 a( ^ i )  и 0" =  0„ (0”_I) (п >  2).

Тогда -2F\ С 0^ с . . .  с  0 " с  . . .  и при й^>2 все 0" открыты; сле­
довательно, и множество ( J  ©2 =  открыто.

л> 2
Ле мма .  0„(02)С  Га.

В самом деле, 0„ (02)= 0 Л(0Л02-1) S=0n-i02-1- Поэтому, если лем­
ма верна для п — 1, она верна и для п. Но для п =  1 (если поло­
жить =  лемма верна; значит, она верна для любого п.

Из леммы следует, что
(6)

Далее,
С) ( J ^  =  ^

а
так как для любого х  € R звезда 0 tJc содержится в некотором Гя 
(ибо 7i звездно вписано в j), и потому, в силу (2), х  6 с  Ua. 

Наконец,
( для каждого x £ U a существует п >> 0, такое, что 

(8) 1 О»* с  U%.

Действительно, существует такое п > 2 ,  что .х(;02~1, и мы имеем 
&пх  с  02 с  U..

В т о р о е  п о с т р о е н и е .  Определим для каждого п ^>0 транс­
финитную последовательность замкнутых множеств.Впа, положив

<9)
■ (3<а

(10)

Тогда мы имеем
. |  Если а ф -у, то никакой элемент Тп£чп не может 

\ одновременно пересекаться с Вт и с Впу
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В самом деле, предположим, что т<Са- В случае, если Г" пересе­
кается с Впа, возьмем произвольную точку х £  Г" П ВПЛ; тогда из (2) 
и (9) следует, что Г" с  и л \  [_J Вп$, а это последнее множество не

пересекается с Впу
( П )

Р<а

U  В,. -  R.
Действительно, из (7) вытекает, что для любой точки х  € R непре­
менно существует такое наименьшее порядковое число а, что x £ U a, 
а из (8) следует наличие такого п^>0, что Qnx C U a. Мы утверж­
даем, что x £ B na. Предположим противное. Тогда из (9) и (2) выте­
кает, что <дпх  содержит точку у, лежащую вне Ua \  (J  Впр откуда

Р<«
следует, что у € В п$ для некоторого Р<Са- Но тогда

(из (3)), а это противоречит определению числа а.
М а л ы е  и б о л ь ш и е  о к р е с т н о с т и  м н о ж е с т в а  Впа. 

Положим
(12) Нпл =  Оп+зВпл, Gna =  Qn+iBпл.

Таким образом, Впа с  Нпа с  [Нпа] с  Gna, и, как легко видеть, 
из (10), получаем

{Если у Ф а, то никакое Гл+2 £ y„+2 не может 
одновременно пересекаться с Gna и с (?яг 

Т р е т ь е  п о с т р о е н и е .  Положим Фл=  (J  \Нп«] и докажем, что
а

множество Фл замкнуто. В самом деле, пусть д;€[Фя]. Тогда каж­
дая окрестность Ux точки х  пересекается с некоторым [//„„], а, стало 
быть, с некоторым Нпа; но если Ux содержится в окрестности 
0 л+2л:, то Ux может пересекаться самое большее с одним множе­
ством Нпл (из (13)), так что х€.[Нпл\ С Фл.

П о с л е д н е е  п о с т р о е н и е .  Положим

;1Л« =  01в, Упл = ° » « \ и  фА ( « > 2);
k < n

таким образом, множества V „a открыты. Мы покажем, что они обра­
зуют искомое покрытие, вписанное в у.

В первую очередь покажем, что (J  V т =  R. Произвольно взя­

тая точка x £ R  содержится в некотором*Дла с  [Нпл\ (см. (11)); пусть 
т — наименьшее целое положительное число, для которого суще­
ствует \Нт9]Ъх. Тогда x £ G m9 и л: $ (J Ф*, так чт0 x € VmV-

k<m
/еч. Далее, V na С  G na с  в пВпа с  0 Я (JF„(£/J) с  Ua С  Га (в силу (3) и
(о)). Таким образом, множества Vт образуют открытое покрытие о> 
пространства R, вписанное в у. Осталось доказать, что ш — локально 
конечное покрытие. Произвольно взятая точка х  £ R содержится 
в некотором Впа, значит, 0 Я+Зл: С  Я я„ С  Фп, а, стало быть, 0 Л+Зл: 
не пересекается ни с одним множеством Vk$ при k^>u. Далее, для 
любого фиксированного k <  п мы имеем 0 л+3л: с  Гл+2 с  Г*+2, поэтому 
из (13) получаем, что 0 Л+Зл: пересекается не более чем с одним
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Vk?. Таким образом, окрестность 0 П+Зл: точки х  пересекается не более, 
чем с п множествами V к$, доказательство закончено.

З а м е ч а н и е .  Построенное таким образом локально конечное 
покрытие о), вписанное в 7, обладает следующим дополнительным 
свойством: оно состоит из счетного числа таких семейств множеств 
(образованных множествами ]/„„ при фиксированном п), что множества 
каждого семейства имеют попарно непересекающиеся замыкания.

С л е д с т в и е  1. Каждое метрическое пространство пара­
компактно.

[Потому что всякое метрическое пространство звездно-нормально 
(см. [5], стр. 53, или примечание переводчика 2).]

С л е д с т в и е  2. Топологическое произведение метрического 
пространства на бикомпактное паракомпактно, а следова­
тельно, нормально1).

Это следует из теоремы 1 и 5 работы [2] (см. примечания пере­
водчика 3 и 4).

Т е о р е м а  2. Каждое паракомпактное пространство вполне 
нормально.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R — паракомпактное пространство, 
а 7 *= {ГД — произвольное локально конечное открытое покрытие 
пространства R. Очевидно, достаточно доказать, что в 7 можно 
звездно вписать какое-либо покрытие пространства R.

Существуют такие открытые множества 0 Л (для каждого а), что 
[С?а] £  Га и ( J O a = ^?. (Это получается легкой трансфинитной индук­

цией в силу нормальности пространства R; ср. [2], теоремы 1 и 6, 
см. примечание переводчика 5.) По предположению каждая точка 
х  £ R имеет окрестность 0л:, пересекающуюся лишь с конечным 
числом множеств Га; обозначим через А (л;) множество (конечное) 
всех таких индексов а, что 0л:ПГа т  ̂ Л, через В (л:) — множество 
таких а, для которых д :£Г а, а через С (л:) — множество таких индек­
сов a £ А (х ), что х  ([ [<?„]• Очевидно, В (л:) с  А (х). Пусть дано какое- 
нибудь а^ А(х); тогда 0л:ПГа =̂ =Л. Если при этом у.$ В (х ), т. е. 
л :^Г а, то тем более л:(£[Оа[, и, значит, а£С(х). Итак,

Положим
А(х) = В (л:)U С (л:).

^  =  0*П  п  Г„П f ]  ( R \[ O a\). 
«ев(лг) «ecu)

Очевидно, Ux является открытым множеством, содержащим точку л:; 
следовательно, множества Ux образуют открытое покрытие ш про­
странства R. Чтобы убедиться в том, что ш звездно вписано в 7, возь­
мем произвольно точку y £ R .  Существует множество (2р Э У- Мы пока­
жем, что 0 а>уС(?р, т. е. что если у £ Ux, то U x C T ?. Если y c U x , 
то Ux пересекается с [Ор]; отсюда ясно, что (3£-<4(л:) и Р$С(л:). 
Значит, (3 ££(•*), откуда, в силу построения, следует, что UxCT^.

*) Можно показать, что топологическое произведение метрического простран­
ства на нормальное компактное пространство нормально, хотя и не обязано быть 
паракомпактным. (Пространство R называется компактным, если всякое его бес­
конечное подмножество имеет в R предельную точку; ср. [5], стр. 42. Для метри­
ческих пространств это эквивалентно бикомпактности.)
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Теперь пусть N  — пространство положительных целых чисел, 
т. е. счетное дискретное множество. Рассмотрим топологическое
произведение Т =  П несчетного числа экземпляров пространства N.

а £А

Более точно, точки х £  Т суть отображения х = {па)  несчетного мно­
жества индексов А в N  (каждый элемент а £ Л отображается в число 
n*€.N), а базисная окрестность U точки х  £ Т получается, если выбрать 
какое-нибудь конечное множество Л и определять U Э х, как
множество, состоящее из всех таких точек у = {та}\ что та = па 
для каждого а £ R (Ц). Множество R(U) будет называться „множе­
ством ограниченных координат в Uu.

Т е о р е м а  3. Пространство Т не является нормальным.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть для каждого положительного це­

лого числа k множество Bk состоит из всевозможных точек х  =  {па}, 
удовлетворяющих следующему условию: для каждого положитель­
ного целого числа т, отличного от k, существует не более одного 
такого а, что па =  т. Легко видеть, что множества Вк замкнуты и 
попарно не пересекаются. Следовательно, если бы пространство Т 
было нормальным, то нашлись бы такие непересекающиеся открытые 
множества V 1 и V2, Что V 1 ^ В 1, Р 2 Э 5 2. Мы покажем, что это 
ведет к противоречию.

Определим индуктивным образом последовательности точек 
х к^ В 1 положительных целых чисел m (1)<^т (2) < \  .. и элементов 
ак £ А следующим способом: определим х х как точ'ку х х = {пЛ}, 
у которой все пЛ =  1. Очевидно, х х^ В хС ] /х\ поэтому х х имеет 
базисную окрестность Ux С V1. Пусть R{UX) состоит из m (1) элемен­
тов а,(1 < / < т ( 1)). Если х к и а1; а2)...., ат(А) уже определены таким 
образом, что х к£ В 1, а чх,. . . ,  ат{к) являются ограниченными коорди­
натами некоторой базисной окрестности Uk С V 1 точки х к, то мы 
определим х к+\, положив па =  /, если а =  аг (1 I ^ т  (k)), и па =  1 
для всех остальных а. Очевидно, хк+\ £ Вх, так что xk+i имеет базис­
ную окрестность Uu+i £  V 1; заметим, что мы всегда можем пред­
положить, что R (Uk+i) содержит R (Uk) как собственное подмно­
жество. Пусть R(Uk+1) имеет m{k-\- 1) элементов; занумеруем 
элементы множества R (Uk+i) R (Uк) следующим образом: 
am(A)+1,..., am(ft+1). Индукция завершена.

Определим теперь точку у =  {рЛ}, положив />а =  /, если a =  a* 
(/ =  1, 2, 3, . . . ) ,  и рЛ =  2 для остальных а. Ясно, что у £ В 2с  V2; 
значит, у имеет базисную окрестность U с  V2. Так как множество 
R(U) конечно, то существует такое k, что <хг g А \  R (U) для любого 
iy>m(k). Наконец, определим г =  {<7а}, положив qa =  /, если а =  аг 
при / - т (k), gv =  1, если а =  а г при т ( £ ) < / <  т (k +  1), и qa = 2 
для остальных а.

Очевидно, z£U/i+if)L /c  V xf \ V 2, что и дает искомое противо­
речие.

С л е д с т в и е .  Если топологическое произведение непустых 
Тх-прос транс те нормально, то все они, кроме, может быть, 
счетного или конечного числа, должны быть компактными *).

В противном случае их произведение содержало бы замкнутое 
подмножество, гомеоморфное Т, а замкнутое подмножество нормаль­
ного пространства нормально.

Я См. примечание на стр. 6.



8 А. Стоун

Т е о р е м а  4. Следующие условия о топологическом произве­
дении непустых метрических пространств эквивалентны:

(I) Произведение нормально.
(II) Произведение паракомпактно.

(III) Самое большее хо сомножителей некомпактны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, из (II) следует (I) (см. [2], 

теорема 1, или примечание переводчика 1 из (I) следует (III) (см. 
следствие теоремы 3) и из (III) следует (II), в силу следствия 2 тео­
ремы 1, так как бикомпактные сомножители имеют бикомпактное 
произведение*), а произведение остающихся сомножителей — метри- 
зуемо.

З а м е ч а н и е .  В теореме 4 предположение о том, что множимые 
пространства — метрические, не может быть ослаблено. Это видно 
из примера Р. Зоргенфрея (см. [4]), в котором произведение пара- 
компактного (а значит, звездно-нормального) пространства на себя 
даже не нормально* 2).

Примечания переводчика
1. Всякое звездно-нормальное Т^пространство R нормально. 

Приведем доказательство этой теоремы Тьюки. Пусть Ф0 и <3̂ — непе-
ресекающиеся замкнутые множества пространства R. В покрытие 
ш ={ / ? \ Ф0, п о  предположению можно звездно вписать некоторое 
покрытие т =  {Гв}. Покажем, что звезды 0 Т Ф/ множеств Ф; (i =  0,1) 
не пересекаются. Действительно, в противном случае звезда 0 т;с про­
извольной точки х  £ 0 7 Ф0 П 0 Т ®1 имела бы непустое пересечение с каж­
дым из множеств Ф,, что противоречит звездной вписанности покры­
тия у в ш,

2. Всякое метрическое пространство звездно-нормально. 
Приведем доказательство. Предположим с самого начала, что диаметр

пространства R не превосходит 1. Пусть 7 =  {Га} — произвольное по­
крытие пространства R, элементы которого занумерованы для про­
стоты порядковыми числами. Для каждой точки x £ R  обозначим через 
а(л:) — наименьшее из всех таких а, для которых Га Э х  (значит, х  (J
для каждого а <  а (л:)), и пусть е (л:) =  р (х, R \  Гаи)). 
Очевидно, что
( 1) U х  =  £/*(*) х  с  U х  с

Покажем, что покрытие ш =  {£/.*:} звездно вписано в 7. Пусть а — 
произвольная фиксированная точка из R. Обозначим через X а множе­
ство всех таких x £ R ,  что U x ^ a ,  т. е.
(2) р(*, а)<е(д:).

Пусть, наконец, d (а) =  sup е (л:).
* 6 ха

Возьмем точку Ь £ Х а так, чтобы

(3) d ( a ) < ± e ( b ) ,

г) Теорема Тихонова; см., например, [5], стр. 75.
2) Пример этот очень прост: точки пространства 5  суть все действительные 

числа; базисные окрестности любой точки х  этого пространства суть полуинтер­
валы, имеющие своим левым концом точку х. — Прим, перев.
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и покажем, что 0 ша =  U U x C  ТЛ{Ь).

Для этого, в силу (1), надо лишь доказать, что для любой точки 
y£Ux,  где х £ Х а, имеет место неравенство р(у, Ь) <^4е(Ь).

Действительно, из (2) и (3) имеем
Р (У- Ь) <  р (у, х) +  р (л:, а) +  р (а, Ь) <  е (л:) +  е (*) +  е (Ь) <  4е (b).
3. Т е о р е м а .  Топологическое произведение паракомпактного 

пространства на бикомпактное паракомпактно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 7 — произвольное покрытие произве­

дения Ф х ^  бикомпактного пространства Ф на паракомпактное про­
странство R. Можно считать, что его элементы суть множества вида 
/Та X Га („прямоугольники"), где Д С Ф  и Га с  /?. Для любого х  € R 
из покрытия f можно выбрать конечную подсистему -\x = {Hix X Г/Д, 
покрывающую бикомпактное множество Фх — множество всевозможных 
точек (?, х) при фиксированном x £ R .  Тогда конечная система 
f x = {Hix X ГД, где Г =  П r ljr, также покрывает бикомпактное мно-

i
жество Фх. В покрытие 7Л =  {ГД пространства впишем локально 
конечное покрытие u>/? =  {Ga}. Для каждого Оа обозначим через х (а) 
какую-нибудь точку x £ R ,  для которой DG,. Тогда для любого 
у £ Ов конечная система |Зв =  {Оа X Нщ*)} будет покрывать множе­
ство Фу. Значит, система (3= U&, является покрытием произведения

а

Ф X /?. Легко видеть, что покрытие Р вписано в 7. Остается показать» 
что покрытие (3 локально конечно. Возьмем произвольную точку 
( ? д )^ Ф Х /? .  Для координаты х  выберем такую окрестность 0л:, 
что множество В(х)  всех индексов (3, удовлетворяющих условию 
0хПОр=^Л, конечно. Для координаты % возьмем некоторое открытое 
множество Тогда окрестность 0 ( и )  =  Я а д Х 0 ^  точки
(S, х) произведения Ф х  R пересекается лишь с конечным числом эле­
ментов покрытия {3. Действительно, если 0 (S, л:) П(<5Р X ///.*(«)) ф -Л-, 
то 0лгПС?р=й=Л; значит, {3g.fi (л:). Но число всех множеств (Нщ*) XGP), 
где (3 £/?(.*;), конечно. Теорема доказана.

4. П р е д л о ж е н и е .  Всякое паракомпактное хаусдорфово 
пространство нормально.

Доказательство этого предложения разобъем на три части.
I. Для любого локально конечного покрытия 7 =  {Га} простран­

ства R сумма замыканий любого числа элементов этого пок рытия 
является замкнутым множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть j F = U [ r a] и x£[,!F\. Возьмем
* а

окрестность Ux точки х, пересекающуюся с конечным числом эле­
ментов Гв(,..., покрытия 7. Всякая окрестность 0л: точки х  пере­
секается с некоторым [Гв], а значит, с некоторым Гв. Поэтому всякая 
окрестность 0л: с  Ux пересекается с U Гв/ . Значит, л :£ [и Г в<].

II. Всякое паракомпактное пространство регулярно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть замкнутое множество Ф с  ^  не со­

держит точки х£Р{.  Для любой точки у ф х  возьмем непересекаю- 
щиеся окрестности 0у и 0 ул : С / ? \ Ф .  Далее, в получившееся покры­
тие и =  {0у л:, 0у} впишем локально конечное покрытие 7 =  {Га}. Если
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Г а П Ф^ Л ,  то непременно Га С 0 у, а значит, л  $ [ГД. Стало быть, 
замкнутое, в силу I, множество & = U [ГД не содержит точки х.

ТаГ.ф’АЛ
Итак, замыкание звезды 0 ГФ =  и Г„ множества Ф содержится в

1 С Р.Ф̂ А
R \ x .

III. Всякое паракомпактное. пространство нормально.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ф0 и — непересекающиеся замк­

нутые множества пространства R. Для каждой точки х  £ Ф0 берем 
замкнутую окрестность [0л:] С R \  Фь а для каждой точки х  (£ Ф0 — 
замкнутую окрестность [0л:] с  R \  Ф0. В получившееся покрытие 
<о =  {0Л'} пространства R вписываем локально конечное покрытие 
у =  {ГД. Если Га ПФ0¥=Л, то Га С 0л: для некоторого л:£ Ф0.
Поэтому

[Га]ПФ1 =  Л.

Но тогда замкнутое множество сР =  U [ГД не пересекается с Фь
гаПф«^Л

Значит, звезда 0 ТФО множества Ф0 вместе со своим замыканием со­
держится в R\<I>V

5. К любому точечно конечному покрытию у =  {ГД нормаль­
ного пространства R можно подобрать такие открытые мно­
жества Оа, что [Ga] с  Га и U G„ =  R.

а *
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть элементы покрытия 7 занумерованы 

порядковыми числами a<^a)(т). Пусть

&i = R \  и г в =  г , \  и г . с г ^
а>1 а>1^

Возьмем такое открытое множество что [G[] с  Г,. Тогда
система yj =  {G1; ГД является покрытием R. Допустим теперь, что

а>1 . ,
для всех 6 •< Ро мы построили множества Gp„ такие, что [ Gp ] с  Гр и что 
системы ур =  { Ga, ГД являются покрытиями пространства R. Покажем

a<(3 a>{3
сначала, что система 7' =  {Ga, Га} является покрытием /?. Это, во

Ро а< Ро
всяком случае, так, если (̂  — порядковое число первого рода (изоли­
рованное). Если же (30 — порядковое число второго рода (предельное), 
то тогда возьмем произвольную точку х  $ У Га, а для нее окре-

а>Ро
стность 0 л;, пересекающуюся с конечным числом множеств Га. Тогда 
существует Pi< |30, такое, что 0 лгПГа' = А  для всякого a, P i O < p 0. 
Так как система 7  ̂ является покрытием, то x £ G a для некоторого 

1# А это значит, что и система 7^ является покрытием. Теперь 
построим покрытие 7^ : возьмем замкнутое множество

=  г „ \  U C a c  ГРо
а>Р0 а<Ро

и открытое множество Gp03 ^ p 0, такое, что [ GpJ С ГР#. ' Тогда 
ТРо =  { G-, Га } является покрытием пространства R< Продолжая этот

4<Po «>Ро •
индуктивный, процесс, мы и получим искомое покрытие уш(Ш) простран­
ства R.
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