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МРАБШИЧШЖЕ РАОШРЕНИЯ КОЛЬЦА ГЕККЕ 
ПОЛНОЙ ЛИНЕЙНОЙ ГРУППЫ 

В этой работе описан широкий класс многочленов над кольцом 
Гекке группы £Ь а , раскладывающихся на множители над кольцом 
Гекке подходящей параболической подгруппы группы СЬ й • Зна­
чение подобных разложений в теории эйлеровых произведений было 
проанализировано А.Н.Авдриановым в статье [I] (см.также работу 
автора [з])« Разложение многочлена шестой степени над кольцом 
Гекке групш Г^ 2 = { [ о * ) € С Ц ( Z)} (см, пример 3 . 
этой статьи) находит свое применение (см.L5J) в теории эрмито­
вых модулярных форм рода 2 (груша SU U ; 2 ) ) . Мы надеемся,что 
это разложение может быть применено и в теории автоморфных форм, 
на группе ОЦ . 

Пусть G - группа, Г - ее подгруппа и S с G- - полу­
группа такая* что ГЗ = 5 Г = S и двойной класс Pq. Г является 
объединением конечного числа левых и правых смежных классов на 
Г для любого элемента cj. из S . Пару ( Г, S ) будем называть 
парой Гекке. Кольцо Гекке L (Г, S) это Г-инвариантное подпро­
странство (& -векторного пространства V , состоящего из всех фор­
мальных конечных линейных комбинаций 

X = ZLa tr<3i ) a;6Q, qL е S . 

Представление группы Г на V задается равенством 

Х - ^ Х Т = Z a . r ^ T ) . 
Для любых двух элементов 

X = l a . T ^ и Y = Z & j r K j 

кольца L. (Г, S ) их произведение X-Y определено равенством 

X-Y = Z <ЧЬ. Г ( ^ ) ; 
это умножение ассоциативно (см.[1 , 7]). 

В этом параграфе мы рассмотрим кольца Гекке полной линей­
ной группы и ее стандартных параболических подгрупп. 

Фиксируем натуральное число П и простое р • 
Полошм 
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' Г - оН 
П - К К , 

r . = G U ( Z ) , Г ^ = 

где О ^ - нулевая (n-к) к к матрица; 

Z ' [ p 1 - { г . а р » ; а , « « Z } , 

S . - S ' I - { N ^ M , ( Z [ p 1 ) ; d e t N = i p S , < « Z } , 

N -
' A i 

"iT. 
e s (p) 

Пары ( F ^ j S ^ j и ( Г^к являются парами Гекке. 
Введем соответствующие кольца 

С-кг,,SJ , L ' - ' - U r ^ . S . - . J . 

Хорошо известно, что любой элемент X кольца Гекке L можно 
представить в виде сушы классов X = Л а ь ^ 1Д6 

ь -
Р v • 

о р 

о о . 

* * 
* # 

О р ^ 
( I ) 

Положим тогда 

е , ( Х ) = 1 а , Г Л , к ^ . 

Легко доказать, что отображение а является гомоморфным вложени­
ем кольца Гекке в кольцо Ц1'* « Ш будем отождествлять 
кольцо L a с его образом €•{[!!) при этом вложении. 

Кольцо И?7* назовем параболическим расширением кольца 
L . Оно не является юммутатавным и обладает делителями нуля* 
Исследуем его структуру, следуя методу Андрианова (см. [l\)9 кото-
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рый исследовал расширение кольца Гекке группы S ( Z ) $ от­
вечающее ее "треугольной" параболической подгруппе f0 (см.также 
статью автора [3]). 

Положим 

а : - г , 
Е. о 

Е, 
Р -к 

о 
Ек о 
0 рЕ*-

Г Л = Г 

где через Епг обозначена единичная матрица ш^ядка пг ; введем 
центроли заторы CL и С+ элементов А 1 , 

Г 

и, ,п,-К Кольца L и ь связаны друг с другая при ншощи 
антиавтовюрфизма * в Для двойных классов это отображение зада­
ется следующим образом 

Г Г" 
4 * 9' V 

' 0 . 1 ' t o r 

- 1 о 

хде 

а затем отображение # доопределяется ш линейности* 
Л кЛЕММА I. Отображение * является антиавтоморфизмом кольца 
L J на кольцо L!2"*n*"*K . Кольцо , содержащееся как в кольце 
L ' , так и в L , неподвижно при этом отображении. 

Утверждение леммы следует из того факта, что умножение двой­
ных классов Г Г* опроделенное при псмощи разложения на левые 
смежные классы, совпадает с умножением^ определенным при юмощи 
разложения на правые смежные классы* Кольцо нёподвшшо от­
носительно * , так как любой двойной класс Га Гк может быть 
цриведен к диагонально^ виду, а для диагональной матрицы ^ 

Отметим, что ( Д ) = Х , ( А . ) = Л + 

(С* '* ) = С + , $ г К
 9 шэтоэду все утвервдения, сфориулирован-

нне ниже для колец С - » справедливы (с соответствующими изме­
нениями) дая колец С+ • 

В дальнейшем нам будет полезна следаощая лемма о 

за 



ЛЕША 2* Пусть 

X = г, УЦК, 
А ! О 1 
о" I d 

Тогда разложение X на левые классы по к имеет ввд 

г [А В ] ' }1 0" 
[о DJ . 0 V. L 

v е г ° к \ г л . к 

B&V(A,D) 
где = Г т ПлГТ^Л/ , a V(A,D) - полная система мат­
риц ввда A Y , где Y 6 MKri<>K( J ) * попарно несравнимых 
справа по модулю "D . 

ЛЕША 3* Кольцо С J - является коммутативной областью 
целостности» 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть М € , а (р" 4 ^ . . , p m r v ) - набор 
элементарных делителей матрицы JVj # Полежим 

m t n ( М ) = т и г (m-J } max (М) = max (m-t) . 
Р i Р I 

Из леммы 2 следует, что двойные классы вида 

Ггьк [о DJ Г^ к > где m U p ( A ) ^ max р CD), (2) 
образуют линейный базис пространства С 1 , К (рассмотреть равен­
ство для больших m )» Кольца L и L11""* 
- коммутативные области целостности. Леша доказана. 

Напомним определение сферического отображения. Пусть 
X = £ <Ч Ги tyl 9 °ki имеют вид (I). Тоща отображение 

Ф а(Х) = L с ц Ф ^ ) = Z a L П (xj p - i ) ^ (3) 

является изоморфизмом кольца Ln с кольцом симметрических мно­
гочленов §XZ [х** -,ос*1] (см.[1 , 6 , 8]). Определим комму­
тативную диаграммуз состоящую из гомомэрфизмов ф , Lj> и 
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то положим ЕСЛИ Х - Z < Ч Г Л | К ( g ^ 

Q (X) - E a - . f r A ^ L . f r V . D , ) . 
Гоюмор^зм \|к совпадает со сферическим отображением Ф к ml 
и сохраняет переменные х «t (I > К) # Ясно, что сужение отображе­
ния Ср^, ̂  на кольцо совпадает с отображением * 

Введем некоторые многочлены над кольпрм . Полежим 

. & (4) 
Докажем,что многочлены имеют цравосторонний 
корень в кольце L ' ["tj 

ЛЕММА 4. 

^ ( Р — л г д ; ] е s r - ° , 

где - биномиальный коэффициент, <ки> = м ^ 9 

ДОКАЗАТЕШЬСШО. Элемент Лп, принадлежит цш тру кольщ L \ 
Элемент (Л - j щ>инадлежит кольцу С- » так как из 
теории элшентарных делителей следуетf что этот элемент есть ли­
нейная комбинация смежных классов типа (2). Отображение Q кь,к 
(следовательно и Ф а к ) инъективю на С - . Но значение Ф ^ к 
на левой части первого равенства равно 0S так как Ф ( Л J ) = 
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р"<к>зс1-...-хк,,а Ф ( р < а > A J = х,-... -ос* . Так как 

то второе равенство следует из первого. 
Равенства леммы 4 позволяют построить рекуррентную последо­

вательность "отрицательных степеней" элемента Д*'" (см. 
§ 2.2 [I] и § 3 (3J): 

( Л " 1 К ) " " = - Е ( Л Г ) ' " " (р^-'Х/ sr""K«) 
Используя коммутативность колец С J* и LT f легко доказать. 
что 

(л"'к)~т(лмГ=т <б) 
для любого Т е i ; такого, что ( Л- ' К ) т Т ^ С а , К . 

ЛЕММА 5* Сужение гомоморфизш сря к на шдуль 

А1' = С * М * = ( 1 Х ; У , ; ' V C ^ ' L " ) 
инъективно. 

ДОШАШЬСТВО. В сшу (6) (К?)™ ( Л - Т ^ 4 , поэтому 
С Р ^ К ( (Х^ к) в П г ) ^ 0 • № произвольного ненулевого Z € А*'* 
и достаточно большого пг ф м Л 7\ =• CD / 7 Л"™^ = 

ф » , < ( ( л Г ) 7 ) ф „ , к ( ( л ? ) - ~ ) Л 
ние ф^ к.на С - К инъективно (см. (2)). 

ТЕОРЕМА. Пусть 

P ( t ) = £ p ( t e ( Р е ё п 
£-0 

- многочлен из кольца . Предположим, что его CP-образ 

№ P X t ) - ^ ( P e ) t l - ( l K t l ) C I j j i J ) 
раскладывается в произведение двух многочленов j ( t ) и a i t ) # 

Пусть все коэффициенты 4 • принадлежат обращу Qp(Cni ) коль-
C » t , K J ь 4 да 

: 

Я - Ф»,» ( F,) , F t « C ? " 
Тоща вое коэффивдентн шогочлена a(- t) принадлежат CP -обра­
зу пространства А*'* : 
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X '9 0 

о 1 Г £ С 

X— х + = Г 
Рассмотрим многочлен 

9 о 

Тоща L У=0 

Ф 
и утверкдение теоремы приводит нас к разложению 

где - линейный многочлен. Сравнивая коэффициенты при ъ $ 
получаем 

о ^ - а ; . , и ) ( 1 - л Г Ч ) , 
где 

В качестве следствия этого разложения легко получается теорема 
о рациональности ряда Гекке (см. [7], [8]). Действительно, коэффи­
циенты многочлена Q̂, „,ч (t) принадлежат коммутативной области 
целостности С J , поэтому эти многочлены можно обратить в 
кольце формальных степенных рядов. Тогда 

a.(tf- ( E a U ' X I т ; . ( (pm)t-) 
(мы применяем индукцию по п )* Так как 

Г [X 8 ] = Г Е 6 X 0 ' 
0 р™- = Г о р™- 0 1 

для произвольного левого класса, то (см.лемму 2) 

т.(р-)- I (ЛГ)" т;„ ( Р

т-С) 
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и для любых Gj . удовлетворяющих этому условию, имеет место 
следующее разложение многочлена Р (t) над кольцэм : 

P ( t ) - ( I F t " ) С I G , t J ) . 
Is. О' i~0 J Эта теорема аналогична теоремам 2.3.1 {I] и 4.1 [3]. Для 

ее доказательства достаточно обратить многочлен F(t ) в коль­
це степенных родов СЧ'К [[t ]] ( С~ к - коммутативная область 
целостности) и воспользоваться инъективностыз отображения 
на пространстве A"*- . 

Примеры разложений многочленов над кольцом Гекке группы f 

G U C Z ) . 

S*'*(t) = ( 1 - р<«>ла_'Ч) R ( t ) , 
где R(t)< А ^ М , 

s"K(t) = ̂ t )( i- P

< K > лГЧ), 
где R(t) e А Г ~ К [tl . 

Первое разложение получается непосредственно из теоремы. 
Второе разложение получается из первого применением антиавто­
морфизма •* (см.лемаду I). 

Можно выписать значения коэффициентов многочлена R ( t ) 9 

используя достаточно болыцую "отрицательную степень" (Л 
элемента Д « , к . Однако явное описание этих степеней наталки­
вается на вычислительные трудности (см. [2], [4]). 

Пример 2» Рассмотрим многочлен 

a.u> -s*Vt)= ф;'( п и - p V » - Ш ^ -
который является знаменателем ряда Гекке 

кольца (см. [7] 9(в*!). Напшним.что Т ( р , г ) является суммой 
всех различных двойных смежных классов по группе , имевдих 
определитель • (Наличие множителя р~4 в определении много­
члена Gin связано с выбранной в (3) нормировкой сферического 
отображения Ф Л ). Рассмотрим кольцо Гекке L как надкольцо 
кольца L и определим^дш вложения целочисленного подаоль-
ца кольца Гекке L a ~ в U l , № H : если д, е S*\ f) M^. /Z) 1 * 
Х= Г л _ 4 , то 
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Пример 3- Если гъ« 2 к - четно, то разложения примера I по­
казывают,что многочлен S*~KfK (t) обладает щ>авым делителем 
(1 - Л ^ ' р < К > " Ь )и левым делителем ( i - A ^ > K p < K > t ) * Мож­
но доказать, что существует симметричное разложение ввда 

S 2 К'К U) - ( 1 - р ^ л Г М М - р ^ / Г Л ) . 
Ниже мы выпишем такое разложение для случая группы G L ч • Это 
разложение использовано в статье [ 5 ] для построения рядов Дирих­
ле с эйлеровыми произведениями для голошрфных шдулярных форм, 
отвечающих ̂унитарной группе 511(2,2) . Отметим также, что мно­
гочлен S ' (t) отвечает кососимметрическому квадрату ставдарт-
ного представления группы G L 4 • 

Пусть 

s w i t ) = ф ; ( . п . ( i - o c ^ t ) ) , 

то1да 

те 
SM ' 1(p4)=(i-A 4: 2t)(i-Xi+yt-Zt 3+Wt ,)(i-A\4), 

Х - Г Ч ) 2 dla$ ( 1 , р,1,р) Г ч , а , 
У = PC, d l a »P.p l ,p ,p )r u +pr , > l dia j (p l p,1 ,p s )^pR p4 

+ - ( р ^ р 1 * р - р 1 Д , 

Z = P

3 Z _ ( А Г М 

amodp 

U = p5A ( К р - ( Р

г - р-1)Л), 

где Д = du«^(p,p,p,p) Г ч , 2 и 

V 0 0 (Г 
f P 2 0 0 0" 

0 р 0 0 Г + Г 0 р О a 
0 0 4 0 

Г + Г 0 0 р 1 0 
0 

ч 
0 О р. 0 

ч 
0 0 pj 

)-радх, 

Xmod р 

Е 2 X I 
0 Е , , 
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