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Введение 

Данный обзор относится к интенсивно развивающемуся за последние годы 
разделу топологических алгебр—общей теории интегрирования в алгебрах 
операторов. Эта теория зародилась сразу же вслед за завершением абстракт­
ной теории интеграла Лебега в связи с задачами математического обоснования 
квантовой механики, находившейся тогда в поре своего расцвета. В нашу 
задачу не входит детальный анализ всех этапов развития этой теории. 
Отметим лишь основные вехи. 

Основополагающими трудами явился цикл обширных и насыщенных но­
выми плодотворными идеями работ Дж. Неймана по алгебрам операторов, 
часть которых выполнена в соавторстве с Ф. Мюрреем [47] — [49], [52]. 
Следующим этапом явилась работа И. Сигала [58], в которой построена 
теория интегрирования относительно унитарно-инвариантных мер на проек­
торах в полуконечных алгебрах Неймана. Кроме того, И . Сигал осуществил 
вложение классической теории интегрирования Лебега в построенную! им схему. 
Это сделано с помощью аппарата, разработанного в его более ранней ра­
боте [57]. Работе И. Сигала [58] предшествовала очень важная работа Дая [36], 
где получено обобщение теоремы Радона—Никодима на конечные алгебры 
Неймана. Наконец, сюда же следует отнести результат Ж. Диксмье [33] 
(см. также [34], 1.6.10) о двойственном описании пространства Lx, построен­
ного по точному нормальному полуконечному следу на алгебре Ней-мана. 

Вслед за оформлением указанной теории был получен ряд ее эффектных 
приложений. В частности, У. Стайнспринг [60] получил первый общий результат 
по теории двойственности для унимодулярных локально компактных групп. 
Затем Г. И. Кац ввел и изучил унимодулярные кольцевые группы как класс 
объектов, содержащий унимодулярные локально компактные группы и двой­
ственные им - объекты [2] — [4]. Принцип двойственности, установленный 
Г. И. Кацем, естественно обобщал классический принцип двойственности 
,Л. С . Понтрягина, т. к. в роли двойственных объектов выступали объекты 
той же природы, что и исходные. Идеи и методы общей теории интегриро­
вания относительно унитарно-инвариантных мер позволили изучить важный 
класс статистических задач, возникающих в теории квантовых измерений 
и выходящих за рамки обычной постановки в терминах пространства элемен­
тарных событий. Это в свою очередь привело к созданию общей теории 
статистических решений. Последовательное построение этой теории было 
осуществлено в трудах А . С . Холево [17], [18], [20]. 

Следующей крупной вехой явилась исключительно плодотворная теория 
Томита—Такесаки, которая показала, что нормальные состояния и ассоцииро­
ванные с ними представления являются мощным средством изучения алгебр 
Неймана, а также обнаружила глубокую связь, существующую между 
алгеброй Неймана и ее коммутантом [61]. Вслед за этим Ф. Комб ]29]> [30] 
развил теорию нормальных весов на алгебрах Неймана. Понятие веса, вклю­
чающее в себя понятия состояния и следа, немедленно было взято на воору­
жение и вместе с теорией Томита—Такесаки стимулировало целый поток 
плодотворных исследований по алгебрам операторов и их применениям 
к математической физике. 

В связи с прогрессом в теории алгебр Неймана и расширением сферы ее 
приложений актуальной стала проблема распространения теории интегриро­
вания Сигала на нормальные веса в произвольных (не обязательно полуко­
нечных) алгебрах Неймана. Основные результаты, представленные в первой 
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части данного обзора, посвящены решению проблемы построения общей теории 
интегрирования в алгебрах Неймана относительно точного нормального полу­
конечного веса. Классическим прообразом этой схемы является даниэлевский 
подход к построению интеграла. Во второй части обзора изложено состояние 
дел с изучением мер на проекторах. Классическим аналогом соответствующей 
теории является абстрактная теория меры Лебега. Здесь построение общей 
теории еще далеко от своего завершения. Однако за последние годы 
в изучении строения мер на проекторах наблюдается определенный прогресс. 

I. Интегрирование относительно точного нормального 
полуконечного веса в алгебре Неймана 

§ 1. Предварительные сведения 

1.1. Через В{Н), или просто В, обозначается алгебра всех ограниченных 
линейных операторов в комплексном гильбертовом пространстве И. Если 
AczB(H), то через А+, Аэ, Ап обозначаются соответственно множества не­
отрицательных, эрмитовых, эрмитовых идемпотентных элементов из А. 

Пусть Ж —алгебра Неймана, действующая в И. Символом М% обозна­
чается банахово пространство всех ультраслабо непрерывных линейных функ­
ционалов на М (преддвойственное пространство алгебры М), — конус всех 
положительных функционалов из М%. Весом на алгебре Неймана М называется 
отображение ср: 7kf+ —> [0, + с о ] , обладающее свойствами: 

ср [х + у) = <р (х) + <р (у), ? (U) = Ц (х) (х, у £/W + , А > 0 ) 

(при этом 0-(+оо) = 0). Вес ср называется следом, если ср(х*х) = ср (хх*) (х£УИ). 
Многообразия 

n ? = {*£ М | ср (х*х) < + со}, /V = { х £ М | ср (х*х) ^ 0 } 

— левые идеалы в М. Пусть т9 есть * -алгебра, порожденная элементами вида 
у*х(х, у £ п ¥ ) . Ограничение ср | ш+продолжается по линейности до положитель­
ного функционала на mv; этот функционал по-прежнему обозначается через ср. 
Вес ср на алгебре Неймана М называется 

— точным, если ср (х) — 0=*х = 0 ( х £ М + ) ; 
— полуконечным, если т 9 ультраслабо плотно в М; 
— нормальным, если для каждой возрастающей сети xt /* х {х1,х£М+): 

со (х) = SUp ср (Xj). 
i 

1.2. Нам понадобится также известная конструкция левой гильбертовой 
алгебры. Алгебра 91 (над С) с инволюцией *) называется левой гильбертовой 
алгеброй, если в 21 задано скалярное произведение (•,•), удовлетворяющее 
требованиям (I) — (IV): 

(I) (ft, с) = (</], fc)fc ъ с £21); 
(II) отображение щ —>^ непрерывно при любом ££91; 
(III) подалгебра 2I2 плотна в 91; 

' (IV)*) — предзамкнутый оператор из гильбертова пространства § — попол­
нения 91 по норме, индуцированной скалярным произведением,— в про­
странство <£>* (сопряженное к § ) . 

Каждому ££21 отвечает, таким, образом, ограниченный оператор я(£), 
действующий в § и однозначно определяемый равенством TC(S)TJ =' \r\ (?)£21). 
При этом nz (91) — невырожденная * -подалгебра алгебры В (<р) и % есть * -пред­
ставление алгебры 21. Алгебра Неймана X (21), порожденная алгеброй те (21), 
называется левой алгеброй Неймана алгебры 21. Обозначим? верез S замыкание 
оператора *), и пусть F = S*. Пусть, далее, 

%' = \ri^D(F) | отображение \ —* % (|) TJ (£ £ 21) непрерывно}, 
ЭД>= отображение \—>те(£)т](|£21) непрерывно}. 
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Естественно назвать 21̂  классом ограниченных справа элементов относи­
тельно левой гильбертовой алгебры 91. Для v\£% через i t ' ( ? j ) обозначим опе­
ратор из 5(!р), однозначно определяемый равенством тс' (-q) £ = тс (£) т) (££91). 
Отметим, что для ^ £ 2 ^ оператор TC'(TJ) принадлежит коммутанту £ (91)' 
алгебры £(91). 

1.3. Приведенное понятие левой гильбертовой алгебры оказывается есте­
ственной рамкой для изложения фундаментальных достижений теории нор­
мальных весов, полученных Томитой [63], Такесаки [61] и Ф. Комбом [29]. 
Изложим нужные нам факты, относящиеся к этой теории. 

Пусть ср — вес на алгебре Неймана М, и. пусть Л ) : щ —> n9/Nv — канони­
ческая проекция.. Обозначим через § гильбертово пространство, являющееся 

Л Л 
пополнением щ/м9 по скалярному произведению (х, у) = <р (у*х) (х, у £ п 9). Тогда 
отображение ^ : М—>В($), определенное равенством 

определяет * -представление алгебры М в алгебру В ($). Пару (к9, <р) назовем 
представлением, индуцированным весом ср. В частности, \если ср — точный нор­
мальный полуконечный вес, то кч является изоморфизмом алгебры Неймана М 
на алгебру Неймана те¥ (М) с В (!р). С каждой алгеброй Неймана М, на которой 
задан точный нормальный полуконечный вес ср, связывается левая гильбертова 
алгебра 91= { л | л : £ п ! р П п * } . причем для произвольных х, y £ n ( p f ] n * 

Алгебра 91 является левой гильбертовой алгеброй, и ее левая алгебра Неймана 
совпадает с тс9 (М). 

Пусть 5 = У& 1 / 2 — полярное разложение оператора S. Тогда У—антилиней­
ная изометрия со свойством / 2 = 1 , а А > 0 — несингулярный самосопряженный 
оператор, называемый модулярным оператором, ассоциированным с ср. Отметим 
также, что *) = F | 91' — инволюция и произведение i j , o ^ s i t ' ^ , ) ^ определяет 
в 91' структуру правой гильбертовой алгебры, и тс' : 91' —»• В (§) есть «-пред­
ставление 91' в <р. Сформулируем теперь резюме теории Томита—Такесаки. 

Т е о р е м а 1. Отображение x-^JxJ(x £ В (£>)) определяет антиизомор­
физм алгебры тс9 (М) на ее коммутант к9 (М)'. Однопараметраяеская группа 
{ Д " ( . ) Д - " } унитарных преобразований алгебры В(§) оставляет ъ9 (М) на 

месте: Ы*к9(М)Ьги = т.9{М), и потому определяет группу £= \°t)t^R авто­
морфизмовалгебры, М: <st(x) = = т с - 1 {Д'Чр(х) Д~"} ( х £ т И , t £ R ) . При этом 

Группа Е, определенная выше, называется группой модулярных автомор­
физмов, ассоциированной с весом 9 . 

1.4. Пусть М — алгебра Неймана, действующая в гильбертовом простран­
стве Н, и пусть ср — точный нормальный полуконечный вес на М. Будем гово­
рить, что М стандартна по отношению к ср, если Н является пополнением 
некоторой левой гильбертовой алгебры 91 ( с Н), причем тс (91) = f] п*, и для 
всякого х£М+ 

%9 (х) уз=ху(х£М, у £ п9), 

Л Л '"^ л л ^ \ л л 
X , Ах = лл; (Л £ С), X + у = X + у, ху = ху. 

||£||2, если существует ££91 такой, что х ----- ~ (s)V (£); 
+ 00 в противном случае. 

Отметим, тчо в этом случае те(91) = ш ¥ . 
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§ 2. Постановка задачи 

2.1. Задачу построения теории "интегрирования в [алгебре Неймана отно­
сительно точного нормального полуконечного веса естественно понимать как 
задачу построения теории, адекватной сигаловской теории интегрирования 
относительно следа. Сформулируем поэтому основные результаты сигаловской 
теории. Пусть t — точный нормальный полуконечный след на алгебре 
Неймана М, действующей в гильбертовом пространстве Н. Функция 
x—ii(\x\) (x£mjl) является нормой на комплексном гильбертовом про­
странстве Шт.. Обозначим через Lx (*) пополнение mz по этой норме. Заслуга 
И . Сигала состояла в том, что он нашел содержательную реализацию этого 
пространства замкнутыми (вообще говоря, неограниченными) операторами, 
действующими в Н. Более точно, конус Lx ( t ) + неотрицательных элементов Lx (t) 
состоит из неотрицательных самосопряженных операторов h, присоединенных 2 ) 

к алгебре М и таких, что *(h)< + со (см. ниже формулу (2)). 
П р и м е р ы . 1. (Коммутативный случай). Пусть (Q, % [*) — пространство 

с конечной мерой. Возьмем в качестве Н гильбертово пространство L2 (Р-) 
измеримых функций на 2, интегрируемых с квадратом. Через Lm обозначим 
коммутативную алгебру умножений на существенно ограниченные измеримые 
функции, т. е Г м = { g l g ^ o o ( и ) Ь где ( g / ) W s ? M / W . /€Mt*)- Э т 0 

алгебра Неймана в Я , и формула v(g) = j gdp(0<g£ ^ ( г 1 ) ) задает точный 

нормальный конечный след на £ т е . Пространство Lx (т) изометрически изо­
морфно пространству Z-i (р-) (интегрируемые относительно (i функции отожде­
ствляются с операторами умножения на такие функции в гильбертовом про­
странстве L2(\>>)). 

• 2. Алгебра В(Н). Через \ будем всюду ниже обозначать стандартный 
след в В (Н). В этом случае Lx(t0) есть пространство <5Х всех ядерных опера­
торов, действующих в Я . 

2.2. Ж. Диксмье [33] (см. также [34]) охарактеризовал пространство Lx (?) 
как банахово пространство, внутренним образом связанное [с алгеброй М 
и не зависящее от гильбертова пространства Н, в котором действует М. 
При этом соответствующий изоморфизм задается формулой 

А £ М * ) + - ^ ( А - ) 6 ^ . . ' О) 
Здесь и всюду ниже выражение вида t(hx) для х^М+ и для самосопряжен­
ного оператора п, присоединенного к М, понимается в следующем регуляри-
зованном смысле (см. [54]): 

t (hx) = lim х (hf xhf), где he = h (1 + Щ~\ e > 0. (2) 

§ 3. Пространство Lx (ср) интегрируемых билинейных форм 

3.1. При распространении теории интегрирования на веса желательно 
прежде всего получить результаты, сходные по силе с упомянутыми 
в пл. 2.1 и 2.2. 

Вначале изложим решение задачи содержательного описания про­
странства Lx, ассоциированного с точным нормальным полуконечным весом. 
Нормальный вес может рассматриваться как аналог интеграла по неограни­
ченной мере, заданного на классе ограниченных функций. 

1) Здесь | .V J г : (х*х)Х:'\ 
2 ) Оператор й > 0 присоединен к М, если все проекторы из его спектрального разложения 

принадлежат М. , : 
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Пусть ср — нормальный вес на алгебре Неймана М. В качестве отправной 
точки имеем корректно заданный положительный нормальный функционал ср 
на *-алгебре т 9 . Функция х-* 9 ( | х\) (х£ т 9 ) уже не является, как это 
имело место в случае следа, нормой на т 9 . Чтобы ввести аналог /,,-нормы, 
рассмотрим на вещественном векторном пространстве выпуклую функцию 

IIх(19 = inf { 9 (^i + Xi) I х = j:t — x2 , x% £ m+) j . 
При этом для x £ m + | И | 9 . = 9 (л). 

Т е о р е м а 2. £i?./z« 9 — точный нормальный полуконеяный вес на алгебре 
Неймана М, то функция х —*|| х ||9 (л: £ nip является нормой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (те9, £ ) — представление, индуцированное 
весом 9 . Тогда (см. [41]) существует и определено однозначно линейное 
отображение ф : т9—* к9 (М)', удовлетворяющее условию 

р (fx) (х') = (Л, у) (х' £ те9 (Af)' ; Х , у £ п 9 ) . 

При этом | |P(x) | | = | | x | | , f (x£mp. Покажем, что х->\§(х)\• (х£т9) есть норма 
на ш , . Пусть ||р (х) [| = 0 при некотором j c £ m 9 . Рассмотрим какое-нибудь 

представление х = 2 У* z< (У,, г(- £ п ? П п*). Пусть, далее, 91 — левая гильбертова 

алгебра, связанная канонически с 9 , и 91' — соответствующая правая гильбер­
това алгебра. Для любого |£91 ' имеем 

0 = Р (х) (те' (ц)) = 2 (те' (0 ̂ , .£) = 2 К g, У/) = 
г=1 ( = 1 

= 2 (ь М«Г) у<) = (е, 2 <УА = 
г=1 х 2=1 7 

Так как 91' плотна в <р (см. [61], лемма 3.3), то л* —0. Отсюда л; = 0, и тео­
рема доказана. 

В частности, если 9 — след, то ЦхЦ^ = 9 ( |л : | ) . Таким образом, введенная 
норма является разумным аналогом / , г нормы в случае веса. Формальное по­
полнение т* по этой норме приводит к вещественному банахову про­
странству Ll(<?)3, элементами которого являются пока неконструктивные 
объекты—фундаментальные последовательности. 

3.2. Основную роль при содержательном истолковании пространства Lv(<f)9 

играет линеал веса. Это понятие впервые было введено в работах [24], [26] 
(позднее это понятие было, по-видимому, переоткрыто А . Конном ([32], опре­
деление 1)). 

Пусть 9 — нормальный полуконечный вес на алгебре Неймана М, дей­
ствующей в гильбертовом пространстве Н. Линеалом веса 9 называется ли­
нейное многообразие• Ц , = Э А > 0 Sfx£M+ ((х/, /)<Ц(х))}. Линеал 
инвариантен относительно коммутанта М' алгебры М. Линеал точного нор­
мального веса плотен в Н. В ряде важных частных случаев эти линеалы 
описываются эффективно. 

П р и м е р ы . 1. Если 9 = ( ( • ) / » / ) ~ векторное состояние, то Dv = M'f. 
2. Для алгебры Неймана М, стандартной по отношению к точному нор­

мальному полуконечному весу 9 , линеал О=Ж0, где 21̂  — множество огра­
ниченных справа элементов относительно левой гильбертовой алгебры, опре­
деленной весом 9 . 

3. Для нормального полуконечного веса 9 на алгебре В (Н) линеал Df 

совпадает с 9Ц/с 1 ; 2) — областью значений оператора k1/2, где самосопряженный 
оператор /с > 0 однозначно определен условием 9 -; " 0 (k - )• :.: , 
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3.3. Далее много будем иметь дело с билинейными формами (б. ф.) в гиль­
бертовом пространстве Н. Под билинейной формой, заданной на плотном 
в И линеале D, понимаем функцию а, сопоставляющую каждой паре эле­
ментов / , g£D комплексное число а ( / , g), причем эта функция линейна по 
первому и антилинейна по второму аргументам. Б. ф. а называется эрмитовой 
(соответственно, положительной), если а(/, g ) = a(g, / ) (/, g^D) (соответ­
ственно, a(f, / ) > 0 ( /££))) . Всякая б. ф., заданная на D, однозначно пред-
ставима в виде a = ax + ia2, где ах, а2 — эрмитовы б. ф. (они называются 
соответственно эрмитовой р косоэрмитовой компонентами формы а). 

3.4. Если (хп) —1|-1| -фундаментальная последовательность операторов 
из тэ

ч, то, как нетрудно видеть, для любых векторов- / , g^D^ числовая по­
следовательность ( х „ / , g) сходится. Тем самым, с указанной последователь­
ностью (хп) связывается эрмитова б. ф. а{х } , заданная ,на линеале веса Dy : 
alr i ( / . g) = Hm (x„ / ,g ) (/, g£D). Таким образом, мотивировано следующее 
определение. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть ср— точный нормальный полуконечный вес на 
алгебре Неймана М . Эрмитову б. ф. а, заданную на линеале веса D , назовем 
интегрируемой относительно ср, если существует последовательность (хп) сг , 
называемая определяющей, такая, что: 

(а) а(/, g) = \\m(xn, f, g) (/, g^DJ; 
(б) \\Xn-Xm\\f->0 ( Я , Т И - Ю о ) . 
Величину ср (а) = lim ср (хп) назовем ожиданием (или интегралом) билинейной 

п 
формы а относительно веса ср. 

Данное определение корректно. 
Т е о р е м а 3 [26]. В условиях определения 1 lim<р(.*:„) существует и не 

п 
зависит от выбора определяющей последовательности. 

Этот результат является следствием следующей принципиальной теоремы, 
доказательству которой посвящена публикация [26] (см. также [15], § 1). 

Т е о р е м а 4 [26]. Пусть ср — точный нормальный полуконечный вес на 
алгебре Неймана М и (хп) — произвольная определяющая последовательность 
для нулевой б. ф. Тогда lim ||л:„|| = 0. 

Важность теоремы 4 состоит в том, что она по существу решает задачу 
содержательного описания пространства Lx (ср) э . Действительно, из этой тео­
ремы следует, что формула 

\\а\1 = \1т\хп\ , (3) 
п 

где а -— интегрируемая эрмитова б. ф., а (хп) — какая-нибудь ее определяющая 
последовательность,—задает однозначное продолжение нормы |-|| с на ве­
щественное векторное пространство всех интегрируемых эрмитовых б. ф., 
причем последнее полно относительно таким образом введенной нормы. Итак, 
далее имеем право говорить о пространстве Lx (ср) э как о пространстве эрми­
товых интегрируемых билинейных.форм. 

3.5. Определение 1 может быть распространено на случай общих б. ф. 
Скажем, что б. ф. а, заданная на D , интегрируема (обладает ожиданием) 
относительно точного нормального полуконечного веса ср, если ее эрмитова 
и косоэрмитова компоненты a , , a 2 £ Z - i ( c p ) 9 . При этом класс Lx (ср) всех инте­
грируемых относительно ср б. ф. является комплексным1 векторным про­
странством, а величина ср (а) = ср (ах) + icp (а 2) (a(^Lx{y)) называется ожиданием 
б. ф. а относительно веса ср. 

В последующем всегда будем считать пространство Lx (ср) снабженным 
нормой 

И ^ И т 1 Р ( * „ - Н у я ) » , (4) 
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где р — отображение, определенное в доказательстве теоремы 2, а (хп) (соот­
ветственно, (уп)) — определяющая последовательность для эрмитовой (соот­
ветственно, косоэрмитовой) компоненты билинейной формы а. При этом 
норма (4) совпадает на Lx(<o)a С нормой (3), так что Lx (ср) является банаховым про­
странством— комплексификацией вещественного банахова пространства Lx ( с р ) э . 

3.6. Переходим к задаче двойственного описания пространства Lx (ср) 
(аналог задачи п. 2.2 для веса). Полученный в "этом направлении результат 
вполне адекватен результату Диксмье для следа. Подчеркнем, однако, что 
полуконечности алгебры _Неймана уже при этом не •предполагается. 

Т е о р е м а 5 ([15], § 2). Пусть ср — точный нормальный полуконечный 
вес на алгебре Неймана М. Тогда Lx (ср) изометрически изоморфно про­
странству М„. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Наделив алгебру т9 нормой [|л:||о (= |P(x) | [ ) (см. пп. 
3.1, 3.5), отметим, что отображение р: m,f—»тс¥(Ж)' продолжается до изо­
метрического вложения пространства Lx(®) в к9(М)'. Несложно показать, что 
образ т<р при отображении р плотен в п9(М)'. Поэтому Lx(<?) изометрически 
изоморфно ъч (М)'. Далее, при каноническом представлении к9 алгебра ъ9(М)г 

антиизоморфна как алгебра Неймана алгебре к9(М). Соответствующие пред-
двойственные пространства тс? (М)' и тс9 (MX поэтому изометрически изоморфны. 
Наконец, остается учесть, что М изоморфна как алгебра Неймана алгебре nf(M). 
Теорема доказана. 

Явный вид изоморфизма т Lx (ср) —• , о котором идет речь в теореме 5, 
уже не столь прост, как формула (1) для следа. На пространстЕ?е т? как 
плотной части Lx (ср) этот изоморфизм определен равенством 

7 (х) (и) = р (х) (Л9 (и*) У) (и£М, х £ пц), 

где У —антилинейная изометрия в изложенной выше (см. п. 1.3) конструкции. 
Отметим еще полезную формулу, позволяющую вычислять значение инте­

грируемой б. ф. а на линеале веса через изоморфизм у. > -

а (/, / ) = Т (а) о я - 1 (М (lfT к' У) (/ £ D,), 

где Ё/£ЭД/ определен условием (х/, / ) = (тс¥(х)%f, %f) (х^М). 

§ 4. Некоторые специальные вопросы теории-
интегрирования относительно веса 

4.1. Как уже отмечалось, пространство Lx(i), ассоциированное с точным 
нормальным полуконечным следом содержательно описывается операторами. 
Интересно выяснить, когда к операторам сводятся билинейные формы, инте­
грируемые относительно веса. 

Пусть с р — точный нормальный полуконечный вес на алгебре Неймана М 
и h > 0 — самосопряженный оператор. Если D^aD (п112), то корректно опре­
делена б. ф. е о h : е о h (/, g) == (hv2f, hxl2g) (/, g £ Z ) ) . Будем говорить, что 
положительная б. ф. а сводится к оператору, если существует самосопряжен­
ный оператор h > 0, присоединенный к М, такой, что а = е ° h. Чтобы сфор­
мулировать результат, дающий условия сводимости интегрируемой положи­
тельной б. ф. к оператору, введем еще одно определение. 

Пусть ш £ / И * . Скажем, что вес ср почти доминирует ш, если для любой 
последовательности (хп)аМ из условий 

lim ср (я* хп) = 0, lim ю ((хп - хт)* (хп - хт)) = О 

п п, т 
следует, что lim <о (х*п хп) — 0. 
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Т е о р е м а 6 ([44], § ( 2). Пусть б. ф. a£Lx ( ср ) + . Следующие условия 
эквивалентны: 

(i) б. ф. а сводится к оператору; 
( И ) вес ср почти доминирует функционал -((а), где •{: (ср) - • • / V I , кано­

нический изоморфизм; 
(Ш) существует возрастающая последовательность (jc„)czin+, являю­

щаяся определяющей для б. ф. а; 
(iv) существует последовательность (•/„) с D такая, что 

со 

т(в) = 2«- ) / Я . /« ) ; 
(v) существует возрастающая сеть ( л ( ) с : т + такая, что т (а) = sup-r(.^). 
Пусть 714s — подалгебра Неймана алгебры ЛТ, состоящая из операторов, 

инвариантных относительно группы 2 = { 3 Л ^ модулярных автоморфизмов 

(см. 1.3). Если,(JC„) — определяющая последовательность для б. ф. a £ Z , , ( с р ) э , 
то последовательность (?t{xn)) также является определяющей для некоторой 
эрмитовой б. ф., которую обозначим через at(a). По линейности определение 
ot(a) распространяется на билинейные формы a£Lx(y). Скажем, что б. ф. 
a£Z, j (cp) Е-инвариантна, если at(a) = a(t^R). Через Lx (ср) а обозначим под­
пространство всех ^-инвариантных б. ф. Это замкнутое подпространство 
пространства Lx (ср). 

Пусть k > 0 — самосопряженный оператор, присоединенный к алгебре М . 
Через с р ( А - ) обозначим регуляризованный (см. формулу (2)) вес на алгебре М. 
В случае, когда ср (£ )<+оо , этот вес по линейности продолжается до нормаль­
ного функционала на М. 

Т е о р е м а 7 [15]. Пусть k~> 0 — самосопряженный оператор, присое­
диненный к M s , и <t(k-)£Mt. Тогда D^aDik1'2) и е о k£Lx($f . Обратно, 
если a £ Z [ ( c p ) s + , то существует и определен однозначно самосопряженный 
оператор k>0, присоединенный к Мъ, такой, что а = е ° k. При этом 
Т (я) = ?(£•)• 

4.2. (а) Понятие почти доминируемости одного нормального функционала 
относительно другого было введено Даем [36]. Приведенное в п. 4.1 опре­
деление доминируемости принадлежит Н. В. Трунову [14]. По поводу экви­
валентности условий (И),и (i) теоремы 6 см. также [50]. 

(б) Соответствие h—+e°k между неотрицательными самосопряженными 
операторами, присоединенными к алгебре, и интегрируемыми б. ф., вообще 
говоря, не инъективно. Действительно (см. [15], лемма 5), пусть / — бицик-
лический вектор для алгебры Неймана М и k, h > 0 — самосопряженные опе­
раторы, присоединенные к М, такие, что f^iD{kli2){]D(h1/2), $,2f = hl/2f. Тогда 
е о k = е о h £ Lx (ш), где со = ( ( • ) / , / ) . Приведенцый факт остается сопоставить 
с леммой 5.5 работы Ф. Пердризе [55], в соответствии с которой существуют 
два р а з л и ч н ы х самосопряженных оператора k, h > 0, присоединенных 
к алгебре М с бициклическим вектором / , причем А 1 2 / = h1'2 f {ф 0). 

4.3. Применительно к развитой выше конструкции может быть введено 
и изучено понятие условного ожидания. В отличие от принятого в алгебрах 
операторов определения, привязанного к классу ограниченных наблюдаемых 
(см., напр., [62], [1]), нашей целью является возвращение к изначальной 
классической идее определения условного ожидания на классе всех наблю­
даемых, обладающих ожиданием относительно веса. Аналогичная задача 
распространения условного ожидания для случая конечного следа исследо­
валась в работах [64], [33]. 

Пусть ср — точный нормальный полуконечный вес на алгебре Неймана М, 
N — подалгебра Неймана алгебры М такая, что вес ср0 = < р | Л ^ + полуконечен 
на N. Пусть у : Lx ( с р ) - > М ф , i0:Lx (ср 0)->/V, — канонические изоморфизмы. 
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О п р е д е л е н и е 2 [16]. Отображение Е: Lx (<р)-> Lx (?„)• назовем условным 
ожиданием, если оно удовлетворяет условиям: 

т(а)(л:) = Т о (£а) (л) (л £ N, а £ Z , (?)), (5) 
Ех = х (х£т¥о). (6) 

Отметим, что отображение Е: Lx (<?)—* Lx (ср 0), удовлетворяющее только 
требованию (о), всегда существует и определено однозначно. При этом оно 
обладает следующими свойствами: 

E l . Е— линейная сюръекция; 
Е2. Е положительно и точно; 
ЕЗ. ||ZJ|| = 1; ' 
Е4. ? 0 ( # 0 = ?(<*) (а €М?)); 
Е5. Если й „ / в ( я = 1 , 2 , . . . ) в X I ( C ? ) + , T O ЕапуЕа. 
Рассмотрим традиционную версию условного ожидания (см. [62]). В сде­

ланных выше предположениях на М, N, ср, ср0 отображение г:М-*Ы назовем 
ограниченным условным ожиданием относительно ср, если г — ультраслабр 
непрерывная положительная точная линейная сюръекция нормы 1 такая, что 
£2 = £ , То(£(•*)) = ?( х) (хСт

9)- Отметим, что если ограниченное условное 
ожидание s существует, то оно определено однозначно. 

Т е о р е м а 8 [16]. Следующие условия эквивалентны: 
(1) существует условное ожидание Е: Lx (ср) —* Lx (ср 0); 

( И ) существует ограниченное условное ожидание г : М —»• N относительно ср. 
При этом ограничение Е \ mf условного ожидания Е на алгебру т ¥ сов­

падает с e | m f — ограничением на ту же алгебру ограниченного условного 
ожидания е. Далее, если (хп) — определяющая последовательность для б. ф. 
^€^-i(?)3' т 0 (s (•*»)) — определяющая последовательность для б. ф. 
Ea£Lx(v0f. 

4.4. В качестве приложения техники условных ожиданий можно получить 
аналог теоремы Фубини для интегрируемых билинейных форм. Пусть 
.Мг(г = 1, 2) — алгебры Неймана с точными нормальными полуконечными ве­
сами ср£.. Через cp t(g)cp 2 обозначим тензорное произведение этих весов в смысле определения 1.1.3 из 

Т е о р е м а 9 [16 
[31] 

Существует . единственная пара точных положи­
тельных линейных сюръекций £i: Lx (<Pi(g>cp2) —* Lx (<рг) (1 = 1, 2) с нормой 1 
таких, что £, (хх ®х2) = с р 2 ( х г ) х х , £2 (хх(&хг) = срг (хх) х2 (xl^mv., г = 1,2). 
При этом ср!®ср 2 (а) = <р, {6Х (а)) = ср 2(£ 2(а)), a^Lx(ox^2). 

4.5. Следующей важной проблемой теории некоммутативного интегриро­
вания является построение шкалы пространств Z / , ( l < p < o o ) и, в частности, 
пространства L2 . Для случая следа такая теория построена в работах Т. Ога-
савара и К. Иошинага [53], Р. Кюнце [46] (см. также [51], [65]). Построенная 
в этих работах шкала была использована Л . Гроссом для решения задач 
существования и единственности для основных физических состояний [39]. 
Для случая нормальных весов и, в частности, нормальных состояний задачей 
построения этой шкалы занимался ряд авторов. В этом пункте мы изложим 

,основные относящиеся к этому вопросу результаты Н. В. Трунова. 
Пусть М — полуконечная алгебра Неймана и х — точный нормальный 

полуконечный след на М. Пусть Lp (х) — банахово пространство измеримых 
операторов, интегрируемых с р-я степенью относительно х, с нормой 

\\s% = \s»\VP), seLp(x), 1 < p < + oo. 

При p = + о о , как обычно, Ltx(^) = M, \\x\\^ = \\x\\ (x£M). Если ср — точный 
нормальный полуконечный вес на М, то существует самосопряженный опе­
ратор h>0, присоединенный к М (оператор плотности), такой, что ср = т(А») 
(см. [54], теорема 5.12). Вес ср Н . В. Трунов называет локально измеримым, 
если оператор плотности h локально измерим в смысле работы [56] 
(см. также [65]). Для каждого р > 1 и а, 0 < а < 1 , положим 
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т у = {х£М| п"1Р• х• h{l'a)ip£Lp (х)} , \\х\р< а = ||ha/p• х • /г ( 1-*>»g (х£mj/*) 

(здесь произведение операторов понимается в сильном смысле). Эти опреде* 
ления корректны (не зависят от выбора следа *). 

О п р е д е л е н и е 3. Пространством i 4(<р) назовем банахово про­
странство) Являющееся пополнением линеала т\'р по норме НР|Л-

Т е о р е м а 10 [13а]. Пусть р > 1 и вес у локально измерим. Для каж­
дого а, 0 < а < 1 , банахово пространство Lp а (ср) изометрически изоморфно 
банахову пространству Lp(t). 

Отметим, что появление целого семейства попарно изоморфных банаховых 
пространств Lp 1 ( ? ) ( 0 < « < 1 ) является следствием нецентральности веса ср. 

При дополнительном предположении локальной измеримости оператора К~х 

j пространства L а(<р) допускают содержательное описание локально измери-
| мыми операторами. Именно, пусть L есть * -алгебра всех локально измеримых 
; относительно М операторов [56], [65]. Тогда линеал {s^L\halp -'s-h{1~a)lp £Lp(t)\ 
j в L, снабженный нормой \\s\\pa = x(\fiz^p-s-hi'l~'x^p\pfp, является банаховым 
I пространством, изоморфным пространству Lp а (ср) . При этом в случае конеч-
I ной алгебры Неймана М и конечного веса ср пространство L2i 0 (ср) совпадает 
! с гильбертовым пространством L2(M, ср), построенным в работе Дая [36]. 

Естественно также рассмотреть задачу о реализации пространств Lp а(у) 
| интегрируемыми б. ф. Для случая нормальных состояний эта задача решена 

Н . В. Труновым при а = 1/2 [13]. При этом для р= \ получается в точности 
пространство Zi(cp), описанное в § 3, а при р>\ пространства LpV2(f) ока­
зываются линейными подпространствами пространства Lx (ср). Интересно отме­
тить, что хотя каждое состояние ср является локально измеримым весом, уже 
в случае алгебры В(Н)(dim// = о о ) оператор плотности п~х этого состояния 

j заведомо не локально измерим, так что указанная выше реализация Lp<lj2(<f) 
локально измеримыми операторами не проходит. 

4.6. В этом пункте остановимся на конструкции А . С . Холево про­
странства L2(M, ср), построенного по точному нормальному состоянию ср на 
алгебре Неймана М, действующей в гильбертовом пространстве И [19]. Огра­
ничимся описанием эрмитовой части L2(M, ср)э этого пространства. 

По определению L2 (М, ср) э — пополнение Мэ по норме, индуцированной 
скалярным произведением (л, у) = (1/2) ср (ху + ух) (х, у£Мэ). Пусть 

?=2 ( ( - ) / п /,-)(2Ш12
 = 1. Л€я) (7) 

— фиксированное представление точного нормального состояния ср и Н — ли­
нейная оболочка множества {yfi\y^M', i = l, 2 , . . . }. 

Т е о р е м а 11 [19]. Гильбертово пространство L2(M, ср)э реализуется 
плотно заданными замкнутыми симметрическими операторами k, присое­
диненными к М, характеризующимися свойствами: 

(1) D(k)ZDHf; 
(ii) kyf = ykf для любых у£М', /£# ; 

(»0 2 I*/ / f < + ° ° 1 ) - 9 

i 
При этом (k, / ) = R e 2 ( A / , , / / , ) (k,t£L2(M, ср) э ) . 

г 
Уместно отметить, что приведенная конструкция на первый взгляд зависит 

от представления ср в виде (7). Однако, с привлечением понятия линеала с о 
стояния в работе [14] показана независимость конструкции от конкретного 
представления ср. • . 

'> Считается, что k и I равны в смысле L2 (М, ср)э , если равны их ограничения на линеал Н„. 
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4.7. (а) Шкалу пространств Lp(w) построил также У. Хаагеруп [42]. В его 
конструкции пространства'Z p (ср) (без каких-либо ограничений ; на точный нор­
мальный полуконечный вес ср) содержательно описываются операторами 
(неограниченными), присоединенными к скрещенному произведению R(M, I ) 
алгебры на модулярную группу £ автоморфизмов алгебры, ассоциированную 
с весом ср. Как и в конструкциях, изложенных выше, построенные таким 
образом пространства как банаховы пространства не зависят от ср. Конструк­
ция У. ' Хаагерупа обладает интересной особенностью: если р 4= q, то 
АР^П Lg(<f) = {0}. Поскольку Lx (ср) = М, то отсюда следует, что при р < со 
все ненулевые элементы пространства Lp(<?) являются заведомо неограничен­
ными операторами! 

А. Конном [32] было предложено определение пространства Lp{®) 
(ср — точный нормальный полуконечный вес на алгебре Неймана М, действующей 
в гильбертовом пространстве Н) как множества замкнутых операторов k в Н 
таких, что если k = и \ k \ — соответствующее полярное разложение, то и^М, 
а | k \ р = flfy/flfcp для некоторого ф £ А / ^ , где d'b/dw — „пространственная" произ­
водная ф по ср. М . Хилсум [44] развил подробную теорию этих пространств, 
включающую неравенства Гёльдера, двойственность Lp и Lq{\jp + l/q = 1), 
а также выяснил связь этих пространств с упоминавшимися выше простран­
ствами Lp ( с р ) , , построенными У. Хаагерупом. 

Еще один подход к построению пространств Lp(i) относительно нор­
мального полуконечного веса ср предложен О. Е . Тихоновым. Его подход, 
основанный на технике интегралов по обобщенным разложениям единицы, 
приведен в работе „Пространства типа Lp относительно веса на алгебре 
Неймана", опубликованной в данном номере журнала. 

II. К теории меры на проекторах 

5. О проблеме линейности для мер на проекторах 

5.1. Пусть ср — нормальный вес на алгебре Неймана М. Его ограничение 
/ге = ср|7И" является вполне ортоаддитивной мерой на Ма, т. е. т : Мп—> [0, + о о ] 
удовлетворяет требованию 

Р = 2 Pi (р, Pi, £М", р^р, = 0 (I ф j)) 4 f f l ( r t = Sm (Pi). (8) 
iei lei 

При этом в силу спектральной теоремы ср определен однозначно своим огра­
ничением на Ма. Обратно, пусть т:Мп—* [0, + со] — произвольное вполне 
ортоаддитивное отображение в смысле (8). Проблема линейности состоит 
в нахождении условий продолжимости отображения т до нормального веса 
на М. По существу это основная проблема теории меры на проекторах, т. к. 
возможность подобного продолжения создает разумные предпосылки для 
построения интеграла относительно таких мер. л 

В частности, как реализацию этой программы можно рассматривать 
классическую теорию интеграла Лебега. В этом случае алгебра М — это алгебра 
умножений на существенно ограниченные измеримые функции, действующая 
в гильбертовом пространстве L2(Q, 21, р.), а т — мера на классе Мп, который 
в данном случае идентифицируется с классом индикаторов измеримых мно­
жеств. Другой пример развернутой реализации указанной программы—построе­
ние некоммутативного интегрирования относительно точного нормального 
полуконечного следа в алгебре Неймана [58]. Заметим, что результат, отме­
чавшийся выше в п. 2.1, получен И. Сигалом именно методом распростране­
ния меры на проекторах до интеграла. 
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5.2. Следующим принципиальным продвижением в рещении проблемы 
линейности является известная теорема Глисона; дающая описание всех 
о-ортоаддитивных (т. е. в формуле (8) / = { 1 , 2 , . . . }) конечных мер на. проек­
торах фактора / л ( 3 < я < о о ) в сепарабельном гильбертовом пространстве. 

Т е о р е м а 12 [38]. Пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство 
( d i m # > 3 ) . Если т: В(//)"—> [0, 1] есть а-ортоаддативная мера, то суще­
ствует и определен однозначно ядерный оператор k>0, действующий в Н, 
такой, что т 0 ( & ) = 1 и т(р) = т 0(£ р) (р£В(Н)п). 

Нетрудно видеть, что равенство <р (л:) = т0 (kx) (х£В(Н)) определяет про­
должение меры т до нормального состояния на алгебре В (Н). 

5.3. Теорема Рлисона породила обширную литературу, в которой изу­
чаются различные возможности ее обобщений и приложений. Сначала эта 
теорема была обобщена на заряды [23] (см. также [24]), затем — на векторно-
значные меры. Мы сошлемся здесь на подробный обзор Р. Яйте [45], где 
приведена соответствующая библиография. Условия, при которых теорема 
Глисона обобщается на случай несепарабельно.го пространства Гильберта, 
изучены в работах [37], [35]. 

Следует отметить, что проблема линейности в том виде, как она сфор­
мулирована в п. 5.1, не всегда разрешима. Если алгебра Неймана М содержит 
в качестве прямого слагаемого фактор / 2 , то, не всякая конечная мера на М 
продолжается до нормального функционала. Даже в случае алгебры В (Я) не 
всякая неограниченная мера на 5 (Я)" продолжается до веса ([5], с. 32). 
Нахождению класса алгебр Неймана, для которых проблема линейности раз­
решима для конечных мер, посвящены работы Дж. Гансона [40] и М . С . Мат-
вейчука [10] — [12]. Эти результаты несомненно заслуживают серьезного 
внимания. Их исчерпывающее изложение будет дано в статье М. С . Матвей-
чука, которая должна появиться в сб.: Конструктивн. теория функций и функц. 
анализ. Казань, вып. 4. 

§ 6. Представление неограниченных мер на проекторах 

6.1. В классической теории под неограниченной мерой обычно понимается 
либо мера, заданная на о-кольце множеств и принимающая значения в [0, + оо), 
либо мера на о-алгебре множеств со значениями в расширенной полуоси 
[0, + оо]. Оба эти определения по существу эквивалентны. • 

Естественным аналогом второго определения для мер на проекторах 
алгебры Неймана М является а-ортоаддитивное отображение т : Ма—* [0, + оо]. 
Первое же определение трансформируется в некоммутативном случае в с-ор-
тоаддитивное отображение т: т —> [0, + оо.), заданное на „идеале" проек­
торов mczMn. Однако, теперь это уже не эквивалентные подходы, т. к. не­
ограниченная мера, заданная на идеале, уже не продолжается, вообще говоря, 
до меры, заданной на всех проекторах (см. пример 20 в [28]). Ниже будут 
изложены основные результаты, касающиеся представления неограниченных 
мер на проекторах в полуконечных алгебрах Неймана в рамках упомянутых 
двух подходов. Фактически это некоторые теоремы типа теоремы Глисона, 
в которых роль матрицы плотности исполняет некоторая положительная б. ф. 

6.2. О п р е д е л е н и е 4 [27], [28]. Пусть Ж— алгебра Неймана. , Под­
множество m множества Мп назовем идеалом в Мп, если: 

(I) q£Mn, q<p£m^q£m; 
(ii) существует возрастающая сеть раУ\ (ра £ ш) такая, что р = У{рАРа) 

а 

для любого / > £ т . 
Пусть m — идеал в Ми; о-ортоаддитивное отображение т : га —»[0, + оо) 

называется мерой на идеале. 
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Далее будем считать, что алгебра М, действующая в гильбертовом про­
странстве Н; полуконечна. Пусть х — точный нормальный полуконечный след 
на М и т —идеал в М1. Меру mim —* [О, + со) назовем редуктивной, если 
для каждого р £ т существует а(р)£Мр (где Мр — редуцированная алгебра 
Неймана) такой, что т (г) -- хр (а (р) гр) (г < р, г £ ш) (здесь * р — редукция 
следа t на алгебру,М р и rps=r\pH). Редуктивные меры допускают эффектив­
ное описание. Чтобы привести соответствующий результат, введем два поня­
тия, связанных с б. ф. Скажем, что б. ф. t (с областью определения D{t)) 
присоединена к алгебре Неймана М, если линеал D(t) инвариантен относи­
тельно коммутанта М! и для любых / , g£D{t) и любого унитарного опера­
тора и' £ Ж' :t (u'f, u'g) = t (/, g). Пусть i — точный нормальный полуконечный 
след на алгебре Неймана М. Положительную б. ф. /, присоединенную к М, 
назовем ^-измеримой, если существует возрастающее к 1 семейство проек­
торов [р^аМ1 такое, что: 

(i) \)paH=D(t); (ii) У * ( ' ° Д , € п ц + ) 
а 

(здесь t о p(f, f) = t(pf, pf) ( / £ Я ) и t ° ра£т+ означает, что конусу т + 
принадлежит оператор, определяемый ограниченной б. ф. t ° ра). 

Т е о р е м а 13 [28]. Пусть т — точный нормальный полуконечный след 
на алгебре Неймана М, т — идеал в М" и т:т—»[0, + оо) — редуктивная 
мера. Тогда существует ^-измеримая положительная б. ф. t такая, что 

m(p)^-i (t о р) (р£ш). 

Т е о р е м а 14 [28]. Пусть * — точный нормальный полуконечный след 
на алгебре Неймана М и t есть ^-измеримая положительная б. ф. Тогда 
семейство т Л т = {p£Mn\pHaD(t), t ° р£т+] --идеал в Мп, и отображе­
ние m:mtx—>[0, 4- со), заданное равенством т(р) = x(t ° р) (р£т), есть 
редуктивная мера. 

Отметим также, что идеал mt х обладает усиленными структурными свой­
ствами: если р, q^ratT и \\р \Jq — р — q\\ < 1, то р V т ([28], теорема 19). 

6.3. Изучение неограниченных мер на идеалах проекторов было начато 
в работе [21] для случая ,М = В (И). В работе [22] результаты [21] были при­
менены к построению интеграла относительно мер, определяемых положи­
тельными самосопряженными (вообще, неограниченными) операторами. Для 
полуконечных алгебр Неймана приведенное выше определение 4 было исполь­
зовано для построения схемы интегрирования ограниченных операторов отно­
сительно мер на идеалах [6]. Неограниченным мерам на В (Н)П посвящена ра­
бота [43]. Однако, основная теорема этой работы является по существу 
повторением теоремы 5 из [21]. М. С . Матвейчук [8], [9] занимался задачей 
продолжения мер, заданных на идеалах аппроксимативно конечных факторов 
типа II (в качестве идеалов он рассматривал наследственные решетки проек­
торов). 

6.4. В заключение остановимся на результатах о строении неограниченных 
мер, заданных на всех проекторах сепарабельного гильбертова пространства Н 
(в этом пункте считаем, что dim Я > 3). Будем говорить, что о-ортоаддитив-
ная мера т:В{Н)п—*[0, + со] о-конечна, если существует представление 

оо 

1 = 2 ^ (Рп£В{Н)\ т(р„)<+со). 
п = 1 
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Т е о р е м а 15 [5]. Пусть т : В (Я)" —»[0, + оо] — произвольная а-конеч-
ная мера. Тогда существует и определена однозначно положительная б, ф. 
t такая, что 

В частности, если б. ф., фигурирующая в теореме 15, замкнута, то мера т 
продолжается до нормального веса на алгебре В (Я). В то же время, не всякая 
положительная б. ф. определяет с помощью равенства (9) оконечную меру. 
Интересно было бы охарактеризовать положительные б. ф., задающие оорто-
аддитивные оконечные меры. Отметим в связи с этим один тонкий результат 
Г. Д . Луговой (публикуется в сб.: Исследов. по прикладн. матем. Казань, 1982): 
назовем положительную б. ф. сингулярной по Саймону (см. [59]), если она не 
мажорирует никакую ненулевую замыкаемую положительную б. ф.; тогда 
никакая сингулярная б. ф. не определяет с помощью равенства (9) оорто-
аддитивной оконечной меры. Используя этот факт и результат Б. Саймона 
о разложении произвольной положительной б. ф. на регулярную и сингулярную 
компоненты [59], можно доказать следующую теорему о строении неограни­
ченных мер на проекторах. 

Т е о р е м а 16 [7]. Пусть т:В(Я)п-^[0, + со] — ненулевая а-конечная 
мера. Тогда существует ненулевой нормальный вес ср на В такой, что 
ср | В" < т и ср — наибольший среди всех нормальных весов, мажорируемых 
мерой т. 

Таким образом, всякая оконечная неограниченная мера на В(Н)П может 
рассматриваться как ненулевой нормальный вес, возмущенный некоторой син­
гулярной добавкой, которую, однако, нельзя выделить как аддитивное сла­
гаемое. 

П р и м е ч а н и е п р и к о р р е к т у р е : совсем недавно Г. Д . Луговой удалось охарактери­
зовать положительные б. ф., задающие и-ортоаддитивные а-конечные меры. 
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