
А. Л. Кузьмина 

О НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНАХ 
НАИМЕНЕЕ УКЛОНЯЮЩИХСЯ ОТ НУЛЯ В С И , 1 ] 

В этой заметке дается решение двух задач: 
Най™ mm I P X , ( i ) 

членов Рц(Х) = ± Х +.. . , соответственно, и многочлены 

такие, что 

r j c = mtnJPJc. (2) 

Рм ( l ) есть неотрицательный на 1*1,1] многочлен со стар­

шим коэффициентом равным 1 или - 1, наименее уклоняющий­

ся от нуля в С ["1,1]. 
1. Будем исследовать сразу обе задачи (1) - ( 2 ) . 
Известно (см. ГЛ , с. 8 8 ) , что любой многочлен PnW, 

Рл(Х)^0 на [~1,П представим в виде: 

Pft(x)=Aa
K(x)+(l-xa)BRl1(i), п=2к, 

Рп(х)=(1+х)С^(х) + (1-х)Я* (х), п»2кИ, 
где 

Ак(х)=акхк+... и Вк . , (х)=*к .1хк н+.„, 

Ск(х)=скхЧ.. и J0K(x)=dKx*+... 

- многочлены, степени не превосходящей К . при этом 

соответственно, для Р Ц ' Ф ^ ^ Ц . 
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Если Г1 =QK , то 

min IPX = min 
1С ' 

так как 

Wc»a;|4 A2 II II A2 II 
Дк ч _,.•„ II "« II 
—г *min hrr 

min HPnIc>min|#L , 

с другой стороны, 

min ИРХ « min Ш 
P„<%* C САк) | |ак 

Значит, 

Рп«9„ 
при этом 

min flPX=(mln кг" ) = т&«ъ=ш* 

1 VIVJ о 

Р+(Х) = 1М?1 K f t W Q2K-2 , 
гпе Тк (х) - cos kaiccos х. 
Так же найдем, что 

о* 
min ИРХ = min d - x ^ f r 1 

Pn^n" (Вк-i)11 6 к н 

и если П=2К+1 , то 

.2 

1 С 
( 1 + х ) - ^ 

Рп^Я
+ (Ск) С2 НС 
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min IMc=miti| |«-x)^| 

Таким образом, задача (1) - (2 ) сведена к следующей: 
Найти 

minlloQKlr , О) 
, ш*> \ . 

где 0(Х) = \/1-Х* , <5<х) = /1+Х и б(Х) = \/1-Х, 

UK(X):S5X +.. . и многочлен QK\X) 
такой,HI о 

loQ||LeminloQJL (4) 

2. Установим критерий многочлена, наименее уклоняю­
щегося от нуля в Cei l . l l . 

Пусть функция С(Х) непрерывна, неотрицательна на 
[-1,1] и 0(Х)>0 в (-1,0 . С б Н,13 

пространство функций ^(Х) , непрерывных на 

t-i.il и 

if ir =max[o(x)|f(x)l]. 
QK(X) = C^KX +.. . есть многочлен наилучшего 

приближения ?(Х) в С0 [~1,13 > если 

(QKI 

Так же, как и в СС~1,П (см. [_2j , с. 21 - 2 5 ) , 
можно доказать , что имеет место 

Теорема (об альтернансе). Для того,чтобы многочлен 
степени не выше К Q*(X) был многочленом наилучшего при­
ближения f(X) в СбМ,1] (f(£) не есть мно­
гочлен степени К ) необходимо и достаточно, чтобы наш -
лись такие ' К+2 точки Х^Х2 #...э Xg+g 

-Kxt<x2<...<xK+2^i> 

б 
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1) 6Mf(X;)-Q*M = | ^ ! l C 6 , i»1.K+2-f 
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2) знаки значений aCxOtfCxp-Q^X^] 
чередуются. 

Отсюда следует, что : п 
Для того, чтобы многочлен степени К со 

старшим коэффициентом равным единице был наименее уклоняю­
щимся от нуля в СвМ,!] необходимо и достаточно, чтобы 
нашлась такая система из К+1 точек 
-1*Xf<Xt<...<XK+44l f что 

1) e(x£)|Q*Oti)HQ;iCei l - i ^ i ^ 

2) значения 0(X|)QK(X*l) были с чередующими­
ся знаками. 

3) Будем решать задачу ( 3 ) - ( 4 ) - задачу нахождения 
многочленов, наименее уклоняющихся от нуля в С^ЕЧ,!] 9 
6(x)»ifiFx* ,g(x)g/Fx и 0<x)=\fi+x\ 

Пусть 6 (xWl-X*. 

Покажем, что 
п*(т\- Ц к ( х ) м /»х_ sin(K*Q<uccosx 

Так как 

V M ? i ^ = -L slnCK+oatccosx, 

1 2 ^ 1 ^ * 2й" 
и точки X^COSOi Л * | 5 Й " * . 1 в ^ * -
таковы, что 

«ч>^Р-# •'•М-
Пусть 0(X)*\/Hiir . Покажем, что 

о:«-з?г^(х). 'К 
2к+1 г д е ssti.-i), ч sin—2~" « 

3« (х) = ^ ш у ~ ' в в а г с с 0 5 Х ' 
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- многочлены Якоби со старшим коэффициентом равным единице, 
ортогональные с весом (1-ХГЧНХГ1* (см. [ 3 ] , с. 
4 2 9 ) . 

Так как Ок+4 

^г 3?•-»»- **£? .1 . -х ,-
ТО 

ВЧЙ."Т)и _ < 

и точки ' 2 i + l • ^— 
tj-cesOi ,в4-5к+< *Л-0 ,к . 

таковы, что . . 
o(xi)0K

(W)(xi) = ^ j .i-O^T. 
Пусть 0(X)s\/i+3& . Покажем, что 

а*(х)=зк
н'^(х), 

где 

JK <x)=(-0 DK (x)= g4o
a

sft ,e=aiccosx, 

- многочлены Якоби со старшим коэффициентом равным еди­
нице, ортогональные с весом (1~*Х)~ (i+X) (см. [j^J, 
с. 7 1 ) . 

Так как 2К"И 
i X (-4 i) COS -Г~9 

\ [НхЗ; ? д ; (х )= 2к^2 J^aaccosx, 

и точки I ^ C O S ^ , 8 i = ^ J r , t s 0 .K 
таковы, что 

0 C x i ) 3 K
H , i ) ( x i ) = b ^ l i « M . 

4. Приведем полностью решение задачи ( 1 ) - ( 2 ) . 
При П=2к 



при этом 

К™=^0Т ,TK
(1) = coska,lccosl 

mm HPnllr = min Ы-*л)тг 

- ( m i n h F t f i t L l У-(ш1п IIB 
tfc%* 

при этом 

p„«?j 

- (mUi l i / i+ t - i 8 - ! )=(min 
V<C)H c "l lr ' <CK) 

к* V - _L_ = _ L 

при этом 

n H i ) ^ cos Ч1* й n 
3* ( x ) = 2"cos | ' e satccosx, 

mtn ||p„||r = min UO-x)-^ 
PBt9, 

aS 

JL 
2 n -

при П=2к+1 

« С2 II (1+x)-f = Ск||с 

(minte fill )2«(min | М ^ ) 2 = о ^ = 2 ^ . 
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при этом 

p;(x)=u-x)a(i4w, 

Итак, доказана 
Теорема. Для всех П 

min I P X = оп̂ г , 
М П 2 

при П=2к 

Р£°3Я 2 *§ , TKcx)==cosk<w*cosx, 

Pn(X) = (1-X ) 22К-2 , У к - Л Х ) - ^ 3 ( 5 

при П=2К+1 

р;(х)=(1+х)[Э^*4)(х)]а, 

n ( - U ) f T , COS 2 9 fl=aifMS~ 

Л ( x ) " 2Kcosf ,«-axccosx, 

P;(x)=Ci-x)[3Ki4)(x)]2, 
а ( Ы > Г т . Stn-g—9 ft_ 
Ъ {7"- 2Ksln| ' 6 _ 

2K+1 
aiccosx. 
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что 

Замечание 1. Если ~% - {Р п (Х)=Х п +_ |Р п (х )^0 > 

Ч$Х*1 \ f то из доказанного выше следует, 

L 

-p;(x)=(xH)[gK
(ir4 )(x)] ,

f 

П=2К, 

^ ( I ) ~ 2«Stn$ • 9 = < w c c o s x • 
П=2К+1, 

есть положительные на 1 i f l j многочлены со старшим ко­
эффициентом равным единице, наименее уклоняющиеся от нуля 
в С К П . 

Замечание 2. Задача (2) во взвешенных пространствах 

| _ р > 0 И , 1 ] (1<Р'<*0) может быть ре­
шена изложенным методом, использующим представление зна­
копостоянных на [~1,1] многочленов, значительно проще, 
чем в []5] . 

Примечание. Задача (1) может быть решена также 
следующим образом. 

Пусть 

где 

Ря(х)=тп(х)+йТпИс, 

Т„(Х)=2^ТП(Х). 
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Тогда Р„(Х)€9* и 

1РЯ1С«28ТПИС . 
И, следовательно, 

Но Дг1<211Тп11р быть не может, так как тогда 
многочлен 

Р:»-41Р51с JOc=An 
со старшим коэффициентом равным единице имел бы норму, ра­
вную J- Д < ||Т И » ч т о невозможно. 

Аналогично для множества многочленов Уп • 
Это решение было сообщено Теляковским С. А. , за что 

ему автор искренне признателен. 
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