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ЯВНАЯ ФОРМУЛА СЛЕДА МАТРИЦ БРАНДТА 

В.Л. Калинин 

Вопрос о явном вычислении следов матриц Брандта (аналогов 
операторов Гекке для кватернионных алгебр с делением над полем 
рациональных чисел, неразложимых в бесконечной точке) впервые 
был поставлен в работах эйхлера [ 6 - 8 ] в связи с проблемой пред­
ставимости модулярных форм тэта-рядами, ассоциированными с к в а -
тернарными квадратичными формами, В этих работах Эйхлер получил 
формулу следа матриц Брандта, отвечающих формам свободного от 
квадратов уровня. 

В данной работе на основе работ Хиджикаты [ 4 ] , улучшающих 
локальные арифметические аспекты работы Эйхлера, производится я в ­
ное вычисление следа операторов Гекке - Брандта, соответствующих 
произвольному конечномерному представлению группы единиц некото­
рых порядков в кватернионной алгебре, при более слабых ограниче­
ниях: снято условие бесквадратности делителей ступени, взаимно 
простых с дискриминантом алгебры кватернионов * . 

Работа состоит из трех частей, в первом параграфе приведены 
основные арифметические сведения, используемые в дальнейшем. В 
§ 2 вводится кольцо операторов Гекке - Брандта (с использованием 
языка аделей) и проверяется согласование данного определения с 
определением Эйхлера. наконец, третий параграф посвящен непосред­
ственно вычислению следа матриц Брандта. 

Автор считает приятным долгом выразить свою благодарность 
А.Н.Андриаяову за постановку задачи и внимание к выполняемой р а ­
боте . 

§ I . Порядки в кватернионных алгебрах 

В этом параграфе мы соберем основные сведения по арифметике 

кватернионных алгебр, используемые в дальнейшем. Большая часть 

приведенных здесь определений и результатов может быть найдена в 

монографиях А.Вейля [ д ] , М.Дойринга [ 2 ] , а также в статье Д .К . 

Фаддеева [ 3 ] . 

s ) Формула следа матриц Брандта, соответствующих тривиально­
му представлению группы единиц, при данных ограничениях на с т у ­
пень ранее была приведена (без доказательства) в работе Хиджика­
ты и Сайто [ 5 ] . 
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Пусть Ъ/Ц - алгебра определенных кватернионов. Для всякого 
конечного простого числа р через Qp , 1 3 ^ , 1 |р обозначим, со­
ответственно, поле р-адических чисел, нормализованное показа­
тельное нормирование на Щр и р -адическую норму C)xj = p~V x ) [ 

при х е <Цр). при р = =«э положим Qp = © 0 < 0= IR. Т 
Если А - алгебра над Cj) , через А обозначим алгебру 

А ® Qp над Qp . Если М - модуль в А , для всякого просто­
го р<оо долежим Мр=М ® Zp , где Z (соответственно, Zp) -
кольцо целых рациональных (соответственно, р -адических) чи­
сел, наконец, для любого подкольца R с А через R будем обоз­
начать группу единиц R . 

Через'V , % (соответственно, \>р , X. ) обозначим приве­
денную норму и приведенный след на D (соответственно, Dp). 
Поскольку ТЗ- алгебра определенных кватернионов, квадратичная 
форма ^ положительно определена. 

Говорят, что простое число р разветвлено в D , если t ) 
является алгеброй с делением над Qp . через 5^ обозначим мно­
жество (конечное) простых р е Z » разветвленных в D . Пусть 
d, = ТТ р • - корень квадратный из дискриминанта алгебры Ъ . 

решеткой в алгебре D называется конечно порожденный 
модуль, содержащий Q -базис И) . Если решетка в Ю является 
подкольцом, содержащим единицу, то она называется порядком. Ана­
логично определяются решетки и порядки в D при р < . Суще­
ствует локально-глобальное соответствие между решетками: с ре­
шеткой L с ft свяжем набор решеток L p =L> ® Z p c TJ для всякого 
р<=~=> . Обратно, если имеется набор решеток ' L(p) с "Dp при 
в с е х р < « « , и, если существует такая решетка М £ 1} , что 
Ь(р) = М. при почти всех р , то существует еданствешая ре­
шетка L c f j такая, что L(p) = Lp при всехр<<х>. При этом 

L = 0 (DoL(p)) = n (Оn LD) • \ 
р<оо р<<х> г 

Здесь мы предполагаем, что алгебра О естественным образом вло­
жена в Dp . 

Аналогичные свойства имеют место и для порядков. 
Порядок И в О (соответственно, 1Эр ) называется макси­

мальным, если он не содержится ни в одном другом порядке из D 
(соответственно, О р ) . Если D p ( р < о о ) - алгебра с делением над 

CL , то существует единственный максимальный порядок R 0 a *Dp: 
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R P = { x 6 4 l V X ) e M - ( 1 . 2 ) 
Пусть M - произвольный максимальный порядок в 'D . Для 

расщепшнх р алгебра 'Dp изоморфна Мг (Q ) , и , выбирая под­
ходящий изоморфизм, мы можем считать, что М =( = Та-

р \z P zj 
ким образом, раз и навсегда мы предполагаем, что для грасщепшшх 

р алгебра *£) так отождествлена с М г ( Ц ? ) , что существует 

максимальный порядок М с D (один для всех р ) такой, что 

при всех расщепимых р , 

Пусть теперь m - положительное целое число, взаимно прос­

тое с d . Положим 

• V = { Р - п р о с т о е j p j m j . ( 1 . 4 ) 

Порядок L с 1 ) назовем расщепимым порядком ступени пг в ID , ес­

ли порядок Lp максимален для всех р е и L . изоморфен (то 

е с т ь , сопряжен) порядку/ ^ р ^ р \ для в с е х р ^ $ ч _ , р < ° < > . ' 

Из сделанных выше предположений следует, что существует 
единственный расщепидай порядок R ступени m такой, что 

( 1 % \ 
к Р - ц * ; ) ( i - 6 ) 

для всех р 6 S ("канонический" расщепимай порядок ступени па в 
D ) . В дальнейшем мы фиксируем этот порядок R . 

Напомним, что группой иделей О* алгебры О называется 

1D* = { х = ( х р ) е ТТ!)* | х е R* для почти всех р j (-1.6) 

Группа локально компактна в ее естественной топологии, 

для всякого х = ( х р ) 6 через v(x) = ТТ | V p ( x p ) i обозна­чим объем иделях . Положим 
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Локально компактная группа 1D^ унимодулярна, и , следовательно, 
несколько более удобна для предстоящего рассмотрения в ранках 
теории представлений, чем группа иделей ; к тому же 1)^ с о ­
держит т у ж е арифметическую информацию об алгебре ID , что и 
группа 0 Д Ч 

ту же 

А\* 
Предложение 1 . 1 [ 2 ] . 
I ) Группа 1У вложена в 1D» _ . по диагонали и является дис ­

кретной подгруппой в . 

2) Группа 

U * = { x = ( x p ) e 1 ^ | х р е Rx

p для всех р < ~ « | ( 1 . 8 ) 

является открытой компактной подгруппой х 

3 ) Пространство двойных классов смежности 1L \ С ) д / ID 
конечно. 

Пусть теперь И с *D - порядок ступени m . Левым М - и д е ­
алом (локально главным) называется решетка I С 1) такая, что 

I = П C D n M . x У, ( 1 . 9 ) 
р<оо Г Г 

где Х р е 1D и х £ R* для почти всех р . Правым порядком 
для такого идеала I является порядок 

N = 0 № n x ' M D x D ) . ало) 

р<оо г г г 

Если I - левый М - -идеал с правым порядком N и J - левый 
N-и д е а л , то определено произведение I • J , являющееся левым 
М -идеалом, причем 

" - ^ ( ^ V r * . ) . < ь н ) 

где I = П (1Dn М п х „ ) и J = П ( О П N„ и. ) . Относительно т а -
р<оо ' Р Р' р < о о ' Р ЗР _^ 

кого произведения идеалов (решеток) определен идеал I с левым 

порядком N и правым М : 

1 Н = П ( D л x j М ) . ( I . I 2 ) 

р«=о г г 

Нормой левого М -идеала I называется 

N(T) = Н.О.Ъ. { v ( x > | x e l } . ( Ы З ) 
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Левый М -идеал I называется целым, если I С М . Далее, гово­
рят, что два левых М -идеала I-L (1^2) принадлежат одному клас­
су, если I^I^x для некоторого х е , 

Предложение 1 . 2 [ 3 ] . Множество двойных классов смежности 
VJ \ находится в биективном соответствии с кла^аэд* 

-идеалов, С?чоситп-*«? сгСиражеяия 

а {D <-» { i p = R p x p | р < Ц <-» (u*x t ) x ) , ( i . i4) 

где х = (Хр) 6 13^ и Ct(l) - класс идеалов, содержащий I . 
Из предложения I . I следует конечность числа классов 

левых R-идеалов. 
П у с т ь k ( U * } " п о л н а я система представителей классов 

левых R -идеалов. Будем считать, что I i - R . Через R- обозна­
чим правый порядок идеала L . Положим « 

1D = U U * * Ж ( L I S ) 
где <• 

I, = n ( D . n R А - ) . a m 

Предложение 1 . 3 [ 3 ] . Представители Г • (i = • ! , . . . , К (U")) 
левых R -идеалов могут быть выбраны следующим образом: 

I ) I- - целый левый R -идеал; 
2 )1 j - RD при всех о 6 8 Н U S m . 

Отсюда следует, что cL- „ = \ для всех р е S и о . Нако-
нец, заметим, что а 1 

= ^ = V _ ( ^ . ) e o ) > o . ( L I ? ) 

Поэтому можно считать, что o l ^ = { г Г - 6 I R X . (Здесь мы отожде­
ствляем центр алгебры " D ^ с ( R ) . 

§ 2 . Кольцо Гекке кватеряиояной алгебры 

В этом параграфе мы построим кольцо операторов Гекке, ассо­
циированных с неприводимым унитарным представлением JT некото­
рого нормального делителя 1L конечного индекса в группе IX . 
Группу 1L и ее представление ЯГ мы определим, рассматривая 
каждую р-компоненту группы 13д в отдельности. 

1)р=сх=. отождествим D ^ с алгеброй комплексных квадрат-
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ных матриц вида 

/ а I 
Обозначим через ЗГ^ двумерное представление группы V)*^, ас­
социированное с Э Т И М отождествлением; пусть JT^ ^ есть t -ая 
симметрическая степень представления Я Т ^ ^ , W = - простран­
ство представления Д Г ^ ̂  . в качестве Л Т ^ мы возьмем ограниче­
ние одного из представлений Я Г ^ i на подгруппу X L S U (2) 
Характеры представлений i хорошо известны [б]: пусть х е О ^ 
и j-'(X) = X2~-3X-t-n.- его минимальный полином. Положим jo= L ( 5 + 

+ {Ъ1 W • Тогда 

2) р { m . Фиксируем цолсгитёльяое целое nfi' | m . Пусть 
р- р =гГр( т ' ) , р-р = чГр(т) , в расщёпимом порядке R рассмот­
рим двусторонний идеал 

Пусть (Эр - гомоморфизм кольца Rp на кольцо Zp/p^i5 % , ин­
дуцированный гомоморфизмом вычета по модулю J p : 

еГ р : Rp -г» R p / J p Z p / p ^ Z p . (2.3) 

Положим s s = © G" . (ос мы будем рассматривать как гомомор-

физм кольца Фр (R„ / Jn) в кольцо 1 ml = © Z . / р р Z„ . 
p e S m W Р ' ' х р М ' Р г Р 

Пусть / с - характер группы (Z/ra'Z) и - подгруппа 
Ф/га&У™' . Положим 

(2.4) 

4 (2-5) 
m 
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Пусть 1 1 * = Т Г R H1L < . = X L . 0 ( £ L . Тогда XL,. - нормальный 

делитель конечного индекса в 1 Ц , и мы будем рассматривать 
ЗТ5 как представление групп XL* п , и полугруппы <3<< , 

m 3) р j oL . В этом случае в алгебре с Делением 'Xj рассмот­
рим максимальный идеал X в порядке Rp . Как и в случае 2 ) . че­
рез <5 обозначим гомоморфизм кольца Rp на поле ^ р 4 из р г эле­
ментов, индуцированный гомоморфизмом вычета по модулю : 

< v R p - " R p / J p ~ i V - f6) 

Пусть характер группы ( Z/p 1 )*= к*р и ® р = Gp"1 ( &*г) « 

Тогда(3 р = Rp и мы положим 

где N [, г Д - отображение нормы из к г в R p , Если ^ е 10 
и \) 1заимно просто с р , то легко видеть, что 

Если характер^ = -I , то можно считать, что(*5р =Rp - {о^ (не­
собственный характер). 

4) р -('dm. В этом случае мы считаем JT' = \ и 

© p = R pnGL 2(Q p). Р 

Определим теперь полугруппу 

= { х = ( х р ^ ^ | х р 6 © р п р и p 0 m i ^ p e S m e © S m } (2 .8) 

и положим XL = XL и £ . Тогда группа XL нормализует (3 и XL 
является открытым компактным нормальным делителем группы XL , 
причем [XL*:XL] = [(Z/mZ) X: $ ] . Пусть5Г = ®ДГ р . Тогда ЯГ 
является неприводимым унитарным представлением в пространстве W 
групп XL и XL , продолженным на полугруппу (£э . В дальнейшем 
мы будем предполагать, что представление JT удовлетворяет усло­
вию: ЗГ(Н) - \ . 

Пусть теперь j J t - двустороше инвариантная мера Хаара на 
Х}^ такая, что у* ( XL) = \ . Рассмотрим пространство = 
6 (ИЛIX/U) Функций с компактным носителем на со значени­
ями в EaoL W • 

в (U\DVU) ={ (|) :1D^EaoLW | (|)(ULXU!) = 
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- ЯГ(а)<р(х)Л(ц^)дда всех U L . U ! е 11 , х е 1 ) ^ | . ( 2 . 9 ) 

Пространство является алгеброй функций относительно свертки: 

1>4*фг](*) = | b ( $ % ( f * ) d . \ L ( y , (р 4 ,ф г е е. (2 . io ) 

Алгебра £ представляет собой не что иное, как алгебру оплетаю­
щих операторов для представления группы 'Од , индуцированного 
представлением ЗГ группы 11 . Она порождена элементарными оп­
летающими операторами Ф 7 ; ^. к, '- Точнее, рассмотрим двойной 
класс смежности юложим 11* = t l n $ 11$~ , тогда 

11 - подгруппа 11 . пусть Я Р - представление группы 11* в 
пространстве V V , определенное следующим образом: 

j r V ) = OT($"V$), U- fellA i2.ll) 

Рассмотрим оператор ( Э А е E R C L W , оплетающий представления , т г 

• ж ДГ I : 4 

3\ 

6 ^ Э Т * ( а ) = 0 Г ( ( Х ) ^ ( 2 . 1 2 ) 

для всех а 6 1 С . Тогда функция U 6" п о ° Ч Р е д а л е я и ю 

равна 

[яГ(а)^ЗГ(1л!),при х = и ь х и ! , и . , а е и 

Нетрудно проверить, что функция ф-цд-ц, g определена равен­
ством ( 2 . 1 3 ) корректно и принадлежит алгебре . Бели двойной 
класс смежности 1 Ц 1 1 с € > , то можно считать, ч т о б ^ = Я Г ( ^ ) . 
В этом случае функцию ^щу^ дг($) ш ° У д е и обозначать ^щу^ 
и соответствующий оператор назовем элементарным оператором Гек­
к е . 

Пусть теперь 
km 

1^ = U U j 3 . U* ( 2 Л 4 ) 
4 

- разложение 1 )д в конечное дизъюнктное объединение двойных 

смежности l l jJ j t ) ( j = ' I V . . > K ( 1 L ) ) . Из предложения 1 . 3 классов 
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следует, что представители могут быть выбраны таким образом, 
что j i : - е RpX при всех р j Am и j i- ^ = принадлежит цен­
тру JR алгебры С ) ^ , где о- - целое положительное число. 

Используя свертку, мы можем задать представление алгебры 
в пространстве ^ (ИЛ'Од / *D ) функций на 'Од со значениями в 
W : 

( U \ ^ / 1 D x ) = { f : ' D ; ^ W | J ( a x ^ = 3r(a)J(x) ( 2 . 1 5 ) 

при всех и, е 1L , х € ̂  х у 6 1DX | . 
А именно, для всякой функции <р е определим оператор Т в 

пространстве ^ , считая 

ft 
при всех j £ ^ . Алгеброй Гекке =X(XL,JT) МЫ назовем алгеб­
ру операторов в пространстве % , порожденную операторами , 
где ф - пробегает совокупность элементарных операторов Гекке 
из (5 > Бели двойной класс смежности ИД1L с(5? , то для всякого 

j € 1DX
 n j i^ 1 I t ^ILjij мы можем положить 

Это определение корректно, поскольку J5: р £ RX при всехр| сЫ. 

Пусть теперь ф ^ ^ б (5 - элементарный оператор Гекке, Эле­

ментарной матрицей Брандта, соответствующей , назовем 

матрицу Т ( ф и ^ ) = (Tj.fc (ФхЦ'Ц/))» определенную равенством 

(Т,и^иЯ = ( ! и п р O V | S Д ^ Л Г ф ) , ( 2 . 1 8 ) 

^j = ^^j ,oo) p ]J n

9 Cp(jbj,p) M llinjjpji. l-число элементов вИпДО^. 
Основным результатом этого раздела является следующая т е о -

Теорема 2 . 1 . Отображение —> Т(ф) является сохраняющим 
след изоморфизмом алгебры Гекке % на алгебру операторов, по­
рожденную элементарными матрицами Брандта. 
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Доказательство, рассмотрим векторное пространство "\f .рав­
ное прямой сумме МП) экземпляров W -W- =•(,,..., к (Ш) (поход­
ному экземпляру для каждого двойного класса смежности l i p -
в разложении ( 2 . 1 4 ) ) . Мы хотим перенести действие операторов Т,„ 
в "Vf. С этой целью для всякого j = i . . . , k (U) определим отображе-
яие 

(2 .19 ) 

(В дальнейшем группу ^DXn £>• ItjSj обозначим Г- и положим 
е - = | U : ji. О " &'• | = [ П '-1].) < Поскольку отображение 

Ы —> е/ I ! ЯГ(й. v ft'^TjOT ( 2 . 2 0 ) 
d Jer. VJ<MJ<| 

является ортогональным проектором W Ана подпространство Г--ин­
вариантных элементов в W , функция j (w) корректно определена 
на 11JS: С)х и принадлежит . 

Оператор j отображает пространство VY = W на подпрост­
ранство ^ функций из % , сосредоточенных на двойном классе 
смежности D x и является левым обратным оператором к 
отображению J .* в W , г̂ри котором j —> f(f>j) € W: ' . 

Набор операторов j позволяет перенести действие операто­
ров из ^ в при всех <|) £ б . При этом оператору 
соответствует матричный оператор Т(ф) = ( T J (у)) , где 

T j j ^ e H o m (W- ,Wfc) и <1 

. 2 1 ) 

Из приведенных выше свойств отображений \ следует, что 
отображение Т(ф) является сохраняющим след изоморфизмом 
алгебры Гекке *К- на алгебру матричных операторов Т(ф) , дейст­
вующих в пространстве " \ { . 

Нам осталось лишь показать, что при ф -фцд^правая часть 
( 2 . 2 1 ) совпадает с правой частью ( 2 . 1 8 ) . 

Лемма 2 . 2 . Пусть У б ftYi й7 Uplift: и У = fl u,Av„ р- , 
где б U . Тогда при' фгци,^ 6 ^ 1 V * 
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доказательство. Пусть ги" £ VV, тогда 

(2.23) 

Подинтегральное выражение в правой части (2,23) отлично от нуля 
тогда и только тогда, когдаю е Щ И к iC*{bi 6 II/i.-'Q* » что 
эквивалентно условию 

кение в правой части (2,23) отлично oi 
, когда \ь е U $ U и и , ' ^ 6 и д ! ) * , 
a e lL^ILn ( i ^ l D p l l . Таким образом, 

?Л = J <р _ (u,)j (U," ft)tyM . ( 2 . 2 4 ) 

Заметим теперь, что IL^U. содержит двойной класс смежности 
?к X У ^ с | 6 ® * т о г д а и только тогда , когда У Е D П 

n p ^ U ^ I L j i j . 1{ак и в условии лемш, представим v з виде 

^ u e J ^ j ^ M ^ ) ^ ^ ) - ( 2 - 2 5 ) 

Положим иь =]Ъ^ I'J2>j u u Тогда U / 6 U , и легко проверить,что 

^ици, ,^ ( £ ) = ^ ) ^ Щ г г ? ) ( 1 Г ( < х ) . (2,26) 

J(w)(u:)=e^V(u:\S.iJr(p.J'pJ) 

Далее, 

(2.27) 

следовательно, 

28) 

Представим JT(v^) - £ J T ( ^ j i . } в виде:. 
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и пусть | е D nf* U ft: .равно j j : 4 v ~ ft: 9 где U ~ e U . Если 

£ и п р / U § IL . п р и ч е м ' 

(JL ~ = C L „ , V -г = Я Г . Я Г ~ . ( 2 . 3 0 ) 

и г и ГЦ 
Таким образом, зависит только от класса смежности | 1 • . 

поскольку v . , = $ Н U, jb^ j' j i" ' . 

Наконец, заметим, что^два класса смежности fi^ у IX и 

PH'Pj ^ » г д е Ы' е®* n f k ^ ^ h » р а в я ы т о г д а * т о л ь к о 

тогда, 1 'когда у П - у Г , следовательно, 
Ч м 

что доказывает лемму 2 . 2 . 
Вели tt$Uc@f <Sj = 3C(H) и y e O n p ^ U j U ^ равен 

Я Г ( и г ) ^ а с ( ^ г ) = 3 r ( a r 5 v - r ) = j c ( ^ ^ j H ) = gu t x (y ) l t : j H 

в обозначениях ( 2 Л 8 ) . Теорема доказана. 
Теперь мы фиксируем целое положительное число ^ , взаимно 

простое с dm . Тогда определено множество 

( $ { * . ) = 0 « ( x „ ) = lv} ( 2 . 3 2 ) 

являющееся объединением конечного числа двойных классов смежно­
сти по % . Оператором Гекке называется оператор 

T(h-) = £ Tfuju ( 2 . 3 3 ) 
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Следствие 2 . 3 . 

Ш.) 
tvT(h,) = Е С e'jbvXif) .. ( 2 . 3 4 ) 

Если - простой делитель In. , то можно положить 

<3(^р)= CUVp ) 2 l *U ( ( 3 ) w = V p , §(^ г=(орЬ(р)^при^}_ ( 2.з5) 

Пусть 

Т(1,Ь) = £ Tfuju _ ( 2 . 3 6 ) 
1 u?ueU\<5'(i,|>)/'U, 

Следствие 2 . 4 . 
Ы 

r e r y n ^ a j b j ^ ( 2 . 3 7 ) 

В следующем разделе мн получим явные формулы для следов опе­
раторов Т ( Ь ) и Т (1 , р ) . 

В заключение мн сравним операторы I (И для группы w -
с введенными Эйхлером [б]матрицами Брандта. в следующей^лемме вы­
ясняется арифметический смысл множеств D * п 11 $ ^ 

Лемма 2 . 5 . I ) Пусть ^ е - такой элемент, что 5 е R.p 
при всех р<оо . ЕСЛИ D*n цУ* , то 1^ Г являет­
ся целым левым Rj -идеалом и N (I]' 1̂ у ) = (§„), 

2 ) Обратно, пусть 1= Ij 1^ ^ - целый левый Rj -идеал. 
Тогда существует такой элемент $ ^ D A \ > ч * о $ ь

е $ь при всех 
р<«, и ус C n ^ ^ ^ j 

Доказательство. 
I ) Пусть у е D x n ^ ^ * 5 u ^ и Jfr ^ u-j-^1^^ в обозна­

чениях леммы 2 . 2 . Тогда из формул ( I . I I ) и ( I . I 2 ) следует, что 

= n j 0 n ^ p R p ^ p . ^ ; p u r , p 5 p v r > p ^ ) c : 

то есть Ij 1ь у - целый левый Rj -идеал. 

Далее, 
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поскольку Uj, , l/j, e 

2) Достаточно взять 5 = ^ Г , ^ " 1 , тогда f e D л ^ • U I 
Условие Ij 1 у с эквивалентно тому, что R f>^t,j, f c 

Cotj.p при всех |э<°°. Поэтому для каждого | э < о с существует 
X p eR p такое, что 

Следовательно, 

= ° Ч , р Т ^ / ^ = А-р £ £>>• при всех | з < о = , ч . т . д . . 

Через Ajfe(iv) обозначим множество всех Jfe 0 х таких, что Ij IkJf 
является целым левым -идеалом с нормой iv . в нашем понимании 
введенные Эйхлером [ б - в ] матрицы Брандта равны 

&(^)~- (В^(к,Х))= (e]>J2 %\Г)), (2.38) 

где ej =г | Fj | = |D"Vi ^"j'^^l, и X*(jT) . - матрица, транспониро­
ванная к в некотором матричном представлении. Теорема 2 .1 
и Лемш 2.5 устанавливают очевидную связь между матричной реали­
зацией операторов Т(к) при 11= U* и матрицами Брандта-Эйхлера 
В(«,?} . 

§ 3 . Следы операторов Гекке 

Основным результатом этого раздела является следующая тео­
рема, дающая явное выражение для следа операторов T(tv) при К , 
взаимно простом с d\tn . 

Теорема 3 . 1 . Для всякого целого tv , взаимно простого 

Здесь f - функция Эйлера и f (iri') = | C Z / W Z ) * | . S пробегает 
все такие целые, что $г- 4п. < » . пусть J(X) = X*-&X + h' . Тогда 
ta&«(s,h/) задается формулой ( 2 . 1 ) . 

При каждом фиксированном S представим А = S*- чН- в виде: 
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r t lk. , fe<o , Ы ( M d 4 ) , 
A 4 t 2 - 4 k , L < 0 , Ь Z,HMM). 

Тогда ^ пробегает все положительные делители t « {(s2- Дн-) -f l ) 
и >v((s*-4h/)f j - число классов и единиц порядка с дискриминан­
том (S*-'4tv)f*. 

а ( в , Я / Т Т л ( 1 Ч ^ 1 - } ) Л ( И , 

Л где^-^-j - "модифицированный" символ Лежандра [ б ] , 

Г д } _ [ 1 , если f / i Д и Л р 4 = 0,1 (bioi 4) , 

Р 1 (у ) в противном случае. 

При фиксированной паре ( s , | ) и простом р | т . , положим j^^pLf) , 

jU = iTp(m.) , yu-'= Uj , ( (n' ; . Пусть 

Пусть A = A (S , f , jb)(B= B(s,f ;ja)) ~ п о л н а я система представителей 
J\ ( В ) по модулю р ^Ч 1 | и для каждого £ е ( Z / m ' Z . ) " поло­

жим 

A,(s , f ,b ) = { х | х е А , i s ^ ( m o d i / ) ) , 

B£(S,/,J?) = { s - x l х £ В , s -x = ^ (modp^)} 

| A / S , f , b ) | , если (sz-^)f ^0(mib)! 

yM>pH 
И A 4 ts , f ,ь ) | +1 ВГ ( s , ^ M|, если ( S * - W ) j ^ 0 ( n u ) d b ) . 

Тогда ' 

Во втором слагаемом 

ГI, если rv - квадрат, 
4 . ' [ 0 в противном случае, 

доказательство. Согласно следствию 2.3 из теоремы 2.1 
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jH у е е х Л р - / < 5 ( ^ 

ti&Ltyfa обозначим 0 |(1г) ; пусть Sj(ft) = D'Vl (ЗоОДяя 
t)x через С о б о з н а ч и в класс элементов, сопряжея-

Мяокество 

всякого f£ 

них V в D x : 

В этих обозначениях 
WU) 

где C(jf) пробегает классы сопряженных элементов с ^(У)= fv в 0 х . 
Фиксируем JpeS* такое , что 9 (Г) = lv ,т(у) = 8 . П у с т ь 

^(Х) = Х4-5Х+ги - минимальный многочлен )f в 0 и Е ^ Щ + ЦГ 
подполе в Ь , порожденное ft . Назовем элемент У регулярным,ес­
ли Д = 4 rv+ О . в этом случае Е - квадратичное расширение S[ , 
централизатор Г в Й х совпадает с мультипликативной группой п о ­
ля Е х , и ^ £ D* принадлеаит С (г) тогда я. только тогда , к о г ­
да T ( ^ ) = S , ^ ( ^ ) = | г . следовательно,классы регулярных элементов 
параметризуются парами целых чисел (s,ft.) , такими,что АфО . для 
т о г о , чтобы класс С (у) входил в сумму (3 .3) , необходимо, чтобы 
порожденное У поле Е разлагало алгебру Ь , то е с т ь , его д и ­
скриминант Д должен быть отрицательным. 

Прежде всего мы найдем вклад в сумму (3.3) от класса эле ­
ментов, сопряженных регулярному If : 

t ( S , H ) : L e j ' E bvSC(f), (3 .4) 

Пусть 

Е 1

Л

= { X E D A \ I zj, e Ef, = E\Ир при всех f>}. (3.5) 

Для всякого порядка Л<=Е , содержащего ]f , через 
^ ( Г Д б ^ о б о з н а ч и м множество 

{ U * Ед£ Т Х * \ О Д / Е А | ХьЕрХрП^р=х (,Л|0х^для всех ь<оо7(3.б) 
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- порядок в X) . 

множество £2(Г,Л,б(к-)) определено корректно, поскольку Е* -
централизатор X » £>* , а "й* нормализует ©(^) . 

Если двойной класс смежности E ' ^ e Л,@)(!г)) 
положим 

Щ(х,К)ш1Гп}1и**1\ ( 3 . 7 ) 

С,-(Т,»,Л)-{^ГГ1^^1»,Л)). (3.8) 
Лемма 3.2. I) Пусть двойной класс смежности 21ЛсЕд 

е£(ГДб( * ) ) -Тогда 
С,(Г,*,Л) С Сет)nС^) (з.9) 

причем, еслиум-еС'/СГлЛ) и Г ' - ^ Г / 4 " • 1 0 

Е(Г ' )ПМ, » г Л г - \ ( 3 в Ю ) 

где £(Г')= - подполе в # .порожденное J1' , а 

Mi = p i n ^ R f M ( З Л 1 ) 

2) при всех у ' е^(р* ,Л) 

k ^ C r ^ U ^ d p " ) . (3.12) 
В правой части (3.12) определено, поскольку ^О1-) 
и tv^(xp"*) не зависит от выбора представителя х 6 а- * Ед 

где объединение в правой части (3.13) берется по всем порядкам 
ЛСЕ , содержащим f , и это объединение дизъюнктно. 

Доказательство. I) пусть ]Г'« ty(JT,*,A) , тогда у '=у*)РА„ 
о / - £ fly (*>А) . представим^ в виде:yu-^u-it s где u-ell* 
и "Ь е^л . Тогда 

Е(Г)ПМ Г - n j ^E^ -n^ /Rb^n f ) ) 
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поскольку t p e Е*р и E f О х"' R p X p = Д р при всех р < оо „ 
Наконец, 

поскольку ХГ1 •'е^Н .21* нормализует б ( и - ) , то есть 

tf(r,*,A).c-C(r)n^(h.) 
2) В обозначениях п . I ) 

где w е 21 и p^e-TL* при всех f? | d m . тогда t a 9C(f) = 
t/i/#(xj"x"') , поскольку представление еС» определено на всей 
группе , а при p\dtn представление ЗСь определено на 

При замене представителя хе21 х Е А на x ' = a x t г д е 
u e U * , t £ E A , хр " (

 изменяется на ил гж"'а , следователь­

н о , К X (x j , i " ' j зависит только от класса смежности 

?Х*хЕ;ей(Г,Л,б(*)). 
3) Из п . 1 ) следует, что если правая часть ( 3 . 1 3 ) не пуста, 

то не пуста и левая. Поэтому достаточно доказать п.З) при усло­

вии С(г) л „, % ' . • Л Х 

Пусть = / * /у*"' £ v (Г ) Л Sj (ft-) € Ю • через М j обозначим 
порядок в J0 , определенный формулой ( З . И ) и пусть 21/*=^ 21ft 
- стабилизатор Mj в Йд\ . 

для всякого порядка Рс Q + ftr- = Е« , содержащего ^ , 
через и} (J>, Р, , jfy ( Г / , х, Рj , 0 ; ( , х,Р) обоз ­
начим множества: 

| Е Л ) ,П Хр* Mj,j,Xf,= Рр для всех ^<оо ,х^х- 'еб ; (^} ( ( 3 . 1 4 ) 

^•(|>,х,Р; = _J&xn 2ljx Е^,А, ( 3 . 1 5 ) 

^ ( Г ^ ^ Р М ^ К М И ^ Г , , * , ? ) } . ( 3 . 1 6 ) 

Тогда 

С(Г) П S.(rv) = U U U( j> ,x ,P ) . ( 3 . 1 7 ) 
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Объединение в правой части дизъюнктно. 
Действительно, прежде всего заметим, что ©у([$/» , х , г , 

Л fij , i ' Р) ^ тогда и только тогда, когда 2 1 * х Е,»,* - ^ х С.**'А 

(в этом случае автоматически Р- Р ) . всякое множество 
6у (У ,̂х, Р) хявляетсях объединением некоторого числа классов 

смежности ( $ fTZi^Ey-, • Поскольку Е^ является централи­
затором fr в 3D* , отсюда следует, что С; Ц«,х,Р)П Cj (ijV, х'Р ) ^ 
тогда и только тогда, когда 11 >и Ед= ZI* х'Е'А . Таким образом, 
объединение в правой части (3.17) дизъюнктно. 

Пусть теперь f ' е C(f)() S, (fi) . Тогда f=^^3"' . 
при некотором ^ е JD* . Двойной класс смежности l l j $ Еуч.л 
принадлежит Ц( у. Р? j (3j(tv)) , где Р? - порядок в , со­
держащий |> : Р г Д [ (Е л ,рП^^,^)пЕ А ] , и у'е 
е 4'W/">*» Р*/ • Итак, (3.17) доказано. * < 

Наконец, каждому двойному классу смежности ЭД-у я Е̂ .,/% е 

е Qj ( , Р, сопоставим класс смежности lL*fo х^ Е д . 
Тогда при всех р < оо 

и ^ х ^ ^ х " ' ^ б 0 ( п ) t поскольку XV» х*'£в^п.) . таким об­
разом, U f j ^ Е^е Q-( f ,yM _ , P /%0ooj . 

Соответствие Р <-> ^"'Ру* является биективным соответствием 
между порядками РсгЕ̂ и , содержащими , и порядками Л<=Е , 
содержащими у . Ясно, что и отображение 

Qj ( ! > , Р , в ^ ) ) э U]x E,

r>A-*u)jxr E;eQ(r, r " Р л , в Н 

является биективным. Более того, при 2ly J ^ , A e Q y (fy-, Р,(ЗД|г)) 
множество Су (jy., х, Р) ;

( просто равно множеству Су (у, ^-хуч^фм) 
Действительно / пусть у' е • (у«; ж ;Р) , тогда f'= ^ \у ^ 
при некотором £j ( jV ж, Р) . В этом случае !''=(*.А') Г И /*)"' 
и ^ = ( Я/"ft -х-му-')= /^оЛу x A t , где й еЙ,*ж U Е' д , 
то есть $м е#у (у , frsy* у* Н ^ Г е ^(Г,/»у P f ) • 
Обратное включение столь же очевидно. 

Итак, 3) доказано, ч . т . д . 
Следствие 3 . 3 . В обозначениях лемш 3.2 

Ш ) 
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Лемма 3 . 4 . Бели двойной класс смежности -£L*x Е л принадле­

жит ШГЛ<э(&)) , то 

IJej'I^U.^A)!- П^)-\%\"Щ- , ( З Л 9 ) 

где ft(A)- число классов порядка Л в поле Е. и w(A)= \ Л | -
число единиц порядка А . 

Доказательство. Прежде всего заметим, что множество 
Ц,Х,^ИФ тогда и только тогда , когда $у(у, i ; A ) ftf 

допустим, что | G (f, х , Л) . тогда 5 = $ъз& , где u- е 11* 
и t € Е д . следовательно, р]'гЛ Е Л = 21д§Е А t Г д е 

= Г . поэтому Лу (Г, * , А) = Л* П 21] § Е А вместе с 

$ содержит двойной класс смежности (у $ Е х ' , где Г*= $*г\Щ. 

Каждому классу смежности Гу ^Е" соответствует подмножество 

1Г *Е- -Г / -Ч^СЛ* ,А) /Е- ^ ( 3 > 2 0 ) 

причем, поскольку Е - централизатор J" в ^ , объединение в 
правой части ( 3 . 2 0 ) дизъюнктно. 

Следовательно, 
IQ'I 

Г ^ Е я е Г ; \ ^ ( У , * , Л ) / Е " 

Пусть My. - порядок в , определенный формулой ( З . И ) . 
Тогда Г/* - группа единиц порядка My , и из леммы 2 . 2 п . 1 ) следу­
е т , ч т о £ E|"'n My = j A j " ' . Поэтому, 

i r / n ^ E V I |Л Х | =w(A) . 

Через е : обозначим порядок группы I у . № показали, что 

E < I ^ A ) | = w l A T E ^ | r ; \ ^ « , . ^ A ) / E x | . ( 3 . 2 1 ) 

Пусть U* = х-^г^хП Ед , тогда x & * x " ' <= ^ * и 

К* i u e Е А\ I u f е Л ]> 4 8 , 1 1 в с е х Р < • 
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Поэтому число двойных классов смежности U\i Е* в Е д равно 
; пусть 

Тогда 
«А) 

^ • « Е ' д - у / ^ . Ц Е " , (3.22) 

причем объединение в правой части (3.22) дизъюнктно. Следователь­
но, 

ЦА) 

| Г* \ г,*,Л)/Е'|=Е/Г*\ f ; а ' . ^ п <#*/ Е*) 
WW . ы 

ш Е ^ ! г ; \ ^ ( Г | « , А ) / Е , , | -
l'* И(А) МОД » 

-Е[1?-|^|ГЛЧЕ"п«"Л'1]. ( 3 . 2 3 ) 
1.1 г' 

Докажем, что 

Предположим, что x t v e 2 1 # , где Я*, взято из разложения 
(I .I5) , и x t t »u. - t l n | с а е а * и £ е # х . Тогда ft,2l*jcttE* = 

^ ^ Е - п ^ - с Д а - ^ п ^ з ^ * . (3.25) 

действительно, если & Е/У^* Ат£ Е"п <#* , то , 
где A/'E^J42t*eCBi. и t e Е*. в этом случае, V= \ t | 4 е 

л f следовательно, ̂ a^ t^E 'nА*с [^aV„na J | Е . 
Обратное включение очевидно. 

Заметим, что 
6 С Л И Л ' ! а > 1 ! ' (3.26) 

' 4 Г' \ о , если ^ ^ гСл**> . 
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Действительно, пусть = u.^ф ' ,u.e2L* , ^ e j D x . тогда 

p/1 ZtV ,̂П JS* = 2t*fî П- JB" = Г** , то есть 

Обратно, допустим, что Aj 21 «'•т, Л . пусть 

я El'^h, i D x , следовательно, f\ £ 2 t V t a £> . 

Из ( 3 . 2 5 ) i ( 3 . 2 6 ) следует, что 

E f K \ f > 4 E X ^ V E N i : ^ , ( 3 . 2 7 ) 

где otm удовлетворяет условию: л tt е 21*<^м . 

По определению, e j = \£>%nfj ̂ fjl . Если у5/ £ , 
представим fy в виде = Ыы'д' , u- е Zt*t Je.fft тогда 

Пусть (iyM-^*) - мера Хаара на $ л такая, что = < 
(jiiy,.(21,*) = . тогда правую часть (3.27) можно представить в 

виде 

I i y V ^ ' t j <iy* t t. ( * ) ] " ' = [21*: ZtJ. 

Таким образом, (3.24), а тем самым и лемма, доказано. 
Продолжим вычисление t(s,tv) . через к<о обозначим на­

ибольший свободный от квадратов целый делитель Д - S 1 - 4tv . 
Пу_сть A y ^ Z + Z y - минимальный порядок Е , содержащий у , и 
А - максимальный порядок Е (кольцо целых). Тогда дискриминант 

порядка А равен: 

Г к при i H l ( W A ) 
7 [ 4 k при U £,3(hwcU) 

и А - дискриминант порядка Aj> . Порядки А ^ с Е , удовлетворя­
ющие условию: Л 3 Aj 3 Aj> параметризуются целыми f >0 , где 
-f пробегает указанное в условиях теоремы множество и f - ГЛ^Лу]. 

Дискриминант порядка Aj равен A--f~ . 

В этих обозначениях результаты лемм 3.2 и 3.4 можно сформу­
лировать в виде леммы: 
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Лемма 3 . 5 . 

При вычислении сумм 

tlA) - Е ^ * С х у * - Г ( 3 . 2 9 ) 

каждому двойному классу смежности 2t*x С д \ £ £2 ( ft Af, б (h-)) 
сопоставим набор классов смежности [llZ x b Е„ \ . Если 

« • ° Г Г Jb<»> 
(D|d.ra , то условия { Ер Л х р ' К р Х р = Лгь ? хр ' е0 (и)} н а компонен­
те &р сводятся к условиям 

[Ef(]^Hrr A f,p ; ^ r f ^ l ^ ^ l l M ^ r f ^ ) } . ( 3 ' 3 0 ) 

Из теоремы Шевалле - Кассе - Нетер [ 4 , 6 ] следует, что при фикси­
рованном порядке Л^р , содержащем элемент |> с нормой h- , 
всегда существует, и притом единственный, двойной класс смежно­
сти 21р Хр , удовлетворяющий условиям ( 3 . 3 0 ) . Поэтому класс 
lL*x однозначно определяется f (мы имеем в виде бесконеч­

ную компоненту) и набором классов ( и ! *„ i • Точнее, 
отображение г 

(3.31) 

при, * P | ' x f ' e © f p.ji, (V*fV e <%J 
является взаимно однозначным отображением множества Q ( У, 
б Ю ) на множество в правой части ( 3 . 3 1 ) . Условия в правой ча­
сти (3.31) легко переформулировать в терминах оптимальных погру­
жений [ 4 , 6 ] . Напомним, что оптимальным погружением алгебры Ер в 
алгебру <£>р относительно £ р / Л|,р называется инъективный гомо­
морфизм fl||, -алгебры Ер в Jbb такой, что 

^ ( E p l n R p ^ C A ^ ) . : 
Два оптимальных погружения f^i (. *- = • >х) называются 2Lp _ 
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эквивалентными, если существует такой элемент и.ре 21^ , что 
f fV^M = ap1'f),((^:(.)ltp при всех t f , e Ep. всякое оптимальное погруже­

ние fp' алгебры Ер однозначно определяется образом 7рШ обра­
зующей f , и существует взаимно однозначное соответствие между 
множеством двойных классов смежности ZlpxEp таких, что 
#р Е х у Л Rp - Хр Л р̂Хр̂  ocpj* Хр' е <5р и классами 2̂*р -эквивалент­

ности оптимальных погружений: f f: Ер —• Rp относительно Rp /Л^,р 
таких, что fpf.)1) 6 0р (заметим,что 2Гр нормализует <Эр ) . это 
соответствие индуцировано отображением £р —» fx , где f s (Г) = 
= Хр|,Хр"' . указанный класс 2ip -эквивалентности оптимальных по­
гружений обозначим через Embp(j,,6pi Rp/A^p)/ 2Х*р . Итак, входя­
щую в правую часть (3.28) сумму t (AfJ мы можем представить в ви­
де: 

и* У р е Е ^ г . е р ^ р М ^ ) / ^ 

£ *^(Д*1Г)) _ (3.32) 

Wp | m

£ ( W ^ n E m b p l F ^ p . R p / A ^ V Z i p 1 П ^ Ш е б ^ } 

и нам осталось лишь показать, что в обозначениях теоремы 3.1 

П (Е *Hfpir)) _ ) = a(s,f) (з.зз) 
pid fp6E^bp(r , 6p , Rp/A^pV^p 

E = ^ 1 ( 3 3 4 ) 

I) b|d . в этом случае теорема Шевалле ^Хассе - Нетер да­
ет строение множества Etubp (!f,(3p , £ р / А ^ р ) / 2 1 р . Прежде всего, 

E m b F ( T j \ 0 p , R p / A f , p ) = E - n b p ( r , H p , y A f , p ) 

поскольку rv взаимно просто с р . Из теоремы шевалле - Хассе -
Нетер следует, что элемент | \ оптимально вкладывается в Rp от­
носительно R p / A ^ p тогда и только тогда, когда Е р является 
полем и Л^р - максимальный порядок в Ер . При этом множество 
классов 21*в -эквивалентности оптимальных погружений состоит из 
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единственной точки, соответствующей тождественному погружению,ес­
ли Ер разветвлено над Qp , и из двух точек, соответствующих п о ­
гружениям. Ур и fр' , при которых fp(|f)=y , ^ ' (Л= ПруТТр"'. , 
где ТТр - простой элемент Rp , если Ер неразветвлено. в у сло­
виях теоремы 3 . 1 модифицированный символ лежандра был выбран т а ­
ким образом, что 

I , если Ер не является полем или 

Af,p - не максимальный порядок. 

О, если Ер разветвлено и Л^р - мак­
симальный порядок 

- I , если Ер неразветвлено и Л^р - мак-

Поэтому 

симальный порядок % ^ г 

y p e E ^ ( r i e f f l R p / A f | ( , ) / 2 L , j > Г Г 

Таким образом, (З.ЗЗ'* доказано. 
2) При вычислении левой части ( 3 . 3 4 ) воспользуемся резуль­

татами Хиджикаты: 
Теорема [ 4 . , Т.2.з].При фиксированной паре ($,f) и про­

стом J>|hv , положим f b = v j > ( f ) , /M,p = Vp(tn)>o . пусть f - ц е ­
лый элемент М г ( ® р ) со следом s и нормой fv , не лежащий в 
центре МДОДр) , Ер^р+Ор? , и Л̂ р - такой порядок Ер, 
содержащий f , что [ Л ^ : Zp+ Zp?0= f> . П у с т ь f (X)-X-sX + h, _ 
минимальный многочлен у над (Е$р . Положим 

F p = { ^ Z j b | ^ 5 ) H 0 ( M o i | b ^ + ^ Z p ) H ^ s ( m o d | - A Z ) J . 

Пусть Fp - полная система представителей F (mod ^ ^ Zp) j п о ­

ложим 

F p W ^ F p | j 4 * ) . o ( » n o d j / ' + i f t + , Z , , ) . 

Для каждого | е Fp (iJe Fp) определим погружение ^ • Ef—» l̂ \A(Q(,) 
U r - E p - M , ( Q J ) • с ч и т а я 

( 3 . 3 5 ) 
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• (У) = p»+Pi- ^ $ . J J - (3.36) 

Тогда множество 

f { ^ H e F p } . е сли j)"** ( s * - W ) ^ (modpZp), 

F p } u ( ^ e F f } .е«ли ff*V-M*°(мос£joZp) 
дает полную систему представителей ЕтЗэ̂ Ду, Rp, Rp/Af,p)/£l* 

Следствие [ 4 , Следствие 2 . 7 ] . Пусть Нр - подмножество Z p , 
определенное по модулю f A z . ^ , а именно: Н р - полный прооб­
раз некоторого подмножества Hp с Z ^/^Щ Положим 

НН р~ {( x . : ;) e Rf, | *и е Нр] . пусть У и Fj, = Fp ljf,yu-b) определены 
условиями предыдущей теоремы. Тогда множество 

[% I ^ е Fp Л Нр} . е с л и jb-*ft ( S 1 - ^ 0 (mod pZp); 

. ( Ч у | * е F , n H ' p i U { ^ | * 6 F p ,5-#еН^,если b" J ? f ( s -V^o^oipZ. ) 
дает полную систему представителей Е»п1»р(у,]Зн , fe^/A^pVzTl. 

Фиксируем теперь ^ е ig . В обозначениях теоремы 3.1 поло­
жим 

; A,(S ,f, b), если (S*- 4 - 1 ^ ( U b ) , 
C U ^ f O ' = 1 • 

1 AjCs ĵb) U B 2 ( S , | ? ^ ) , е с л и (sM*v).f"*=D(Wf>) 
л 

и через C^(S,f, p) обозначим множество погружений |Pp.jX , x e ^ V s , f , | > ) 
, определенных формулами (3.35) и ( 3 . 3 6 ) . Тогда из 

приведенных выше результатов Хиджикаты следует, что 

причем объединение в правой части (3.37) дизъюнктно. Таким об­
разом, (3.34) доказано, и мы получили следующую лемму: 

Лемма 3 . 6 . В обозначениях теоремы 3.1 

с(г) г* ccyjn^w l £ l Т j? j (3.38) 
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Знак S r e £ в левой части ( 3 . 3 8 ) означает, что суммирование про­
изводится по классам регулярных сопряженных элементов. Если К 
является квадратом в (Q) , то в формулу следа ( 2 . 3 4 ) входит вклад 
от сингулярных элементов ±VTw , равный 

и нам осталось найти 

( 3 . 3 9 ) 

где Д а - мера Хаара на такая, что у%(&)= i • 
Пусть рассмотренный Эйхлером [ 8 ] порядок в $ , такой, 

что порядок R.u максимален при всех t>/fm и Я - = ( z p "Zjp\ 

при p|m. . Через ju-£i обозначим меру хаара на <UA\ , норми­

рованную условием Я , гр(^ , "') = * » Г д е 

2t* = ( i s . J&AV I J P e Rp при всех p < °° ). 

В этом случае, как ттоказал эйхлер [ 8 ] , 

Следовательно, 

поскольку при ъ ^ 1 

р|А 

f>|d 

<f(m.') dm. 

hii Г pim г ( 3 . 4 0 ) 

р'Хр Z p / \ r - Z p 
Таким образом, вклад сингулярных элементов в формулу следа 
( 2 . 3 4 ) равен второму слагаемому в правой части ( 3 . 1 ) . 

Теорема доказана. 
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Замечание I . Пусть <§ - произвольное подмножество (25 . я в ­
ляющееся объединением конечного числа двойных классов смежности 
по U и нормализуемое , леммы 3 . 2 и 3 . 4 и их доказательст­
ва остаются справедливыми, если всюду заменить 0 j ( f v ) на 0 и 
произвести очевидные переобозначения связанных с Qj(tv) множеств. 

Замечание 2 . Формула следа ( 3 . 1 ) останется справедливой 
для операторов Т(<,)э) ( 2 . 3 6 ) , если в определении X при (D = IV 

в условиях теоремы 3 . 1 мы добавим условие £fO(yr\ocLp). из заме­
чания I ) следует, что единственное отличие в доказательстве с о ­
ответствующей теоремы возникает лишь при рассмотрении оптималь­
ных погружений в расщепимые компоненты при . 

Замечание 3 . Если при некотором |э j cLin. представление ЗГ'рг 1 
и (Зр= Sj, , то формула следа ( 3 . 1 ) остается справедливой для 
операторов Т(к,) при b|(v . 
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