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Théorie algorithmique des corps de Riemann.
(Premiere communication).

Par M. J. A. Lappo-Danilevski (Leningrad).

I. Probléemes fondamentaux.

§ 1.

Considérons un systeme de m coupures: (@, ®)(a, ®©),... (@, ©), joignant le
point & Vinfini & m points fixes a,, a,,.... «a,. En faisant correspondre & chaque
point «; une substitution lindaire du degré n: V= || o) [ (j=1,2,...m), nous
recevons un systéme de m substitutions, ,localisées aux points a;¢. Nous désignons

sous le nom de .systéme des fonctions, appartenant au corps de Rieman n:

N( Vibs. . V'“). (1

Oy y v v oy O,
rhaque systeme de » fonetions analytiques:

]"1(-’17), f"z(":)’ ey f”(""‘)‘ (2)

satisfaisant aux conditions suivantes:

1°. dans le domaine I, quon obtient du plan de la variable x, en excluant
les points, appartenant aux coupures (a;»), les fonctions (2) sont uniformes et ho-
lomorphes;

2°. aux bords de chaque coupure (a; %)) subsistent les relations:

o o+ T :
i) = MPF() - ) A A =1 % =2 (3)

Le corps (1), traité comme wn ensemble de tous les systémes (2) des fonc-
tions indiquées, est ainsi complétement déterminé par un systéme des substitutions
localisées: V,, V,..., V,, que nous nommons ,substilutions intégrales* de
¢e corps.

) En suivant le long de la coupure (@) du point «; vers Iinfini, on a le bord positit
a coté gauche.
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Nous désignons sous le nom de ,basc* du corps (1) chaque matrice propre !)
de »* fonctions analytiques:

v ( Vi Vool V

Uyflge ey

o) = Il #0)] 4)

ne

qui est uniforme?) dans le domaine .. et satisfait aux bords de chaque coupure
(a;00) aux relations:

V, V... | i '
qf( 1V1 s 'm il)__V— fp( III/Q-.-) ’m ';)_ (5)

aay. .., a, | aay. .., a

Si. de plus, d¢tant fixé un point b, on a:

7 1 4
QP<I1I2""lmlb)::[a),
aay....q, |

n

la base (4) est dite ,normale“ en ce point 4).
Chaque systéme des combinaisons linéaires des fonctions de la base (4):

14(%) = Wiy (1)g4 () 4= W, () gy (x) - - - Il’ku(‘r).(/n(x); k=1,2,...,n, (6)

a coefficients ¢,(r), gy(2),....g,(x) uniformes dans tout le plan, forme évidemment
un systéme des fonctions, appartenant au corps (1). Réciproquement, chaque fonetion
du systéme arbitraire (2), appartenant au corps (1), peut étre mise sous forme (6)
d’une combinaison lindaire des fonctions de la base, a coefficients uniformes dans
tout le plan.

En effet, étant donné un systéme arbitraire (2) du corps (1) et une base
arbitraire (4) de ce corps, nous déterminons » fonctions:

P @)y - oy W q(1), 12)s Wipa(®),- - - (7
[ (@), ooy Wi (7), w(2), Wy (), - s Y1)

s 1=1,2,...n,

.(/l,(x) =

satisfaisant aux rélations (6). En vertu des conditions (3) et (5), nous avons aux
bords de chaque coupure (a;«) les relations:

+
. ) ) | -
/@) = URL RS e Ui |+ ’P/.:(l“), ooy Y 1(41«”) f; ($)> (PLM(T/, ey ll)kn(”?! = g,()

+
), ( | } = .
| v Qv Zk]n): Iwkl(x)"" . wqu("’)y wkz(x)s V141 (D)oo s Wia(2) |

Il en suit, que toules les fonctions g,(x) sont uniformes dans tout le plan.

1) Nous désignons sous le nom de ,matrice propre*chaque matrice dont le déterminant
est différent de zéro identique.

2) Chaque matrice dont les éléments sont des fonctions uniformes de x nous désignons sous
le nom d’une ,matrice uniforme¢.

3) Nous désignons par I la matrice identique dont tous les éléments sont nuls, sauf aux é&ié-
ments diagonaux qui sont égaux a l'unité.

4) Cette terminologie présente une généralisation de la terminologie, introduite par M. De-
dekjnd dans la théorie des fonctions algébriques.
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Par conséquent, chaque base du corps (1) détermine complétement le caractere
de la ramification de tous les systémes des fonctions, appartenant & ce corps.

Etant fixée une base (4) du corps (1) et une matrice arbitraire propre G(z)--
= || ()|, uniforme dans tout le plan, chaque matrice:

%(V;?;-“’thix> J— (P’(I{/;I/;’- T Z"‘%I)’G("L’) (7)
N ( IEERTRL

m 1 * m

représente évidemment de méme une base de ce cotps. Réciproquement, chaque base

ViVaseor, R . .
( a a2, a W x) du corps (1) peut étre mise sous la forme (7), d’une composi-
172 2 m

tion d’'une base fixe avec une matrice propre uniforme dans tout le plan, car aux
bords de chaque coupure («; ) subsistent les relations:

q‘(VlV;,...Vmi—i -1@,(11,2 Tul) —
ayay. . .(Lm | Ay -a,,
+\"t 7 e
:?P(VV x) -1V4f(’ .l,,, w>:
aa "1 l a (L 7N ]

3 q)( Vae eVl 5\ 1/2...1'm|;5
a,. ..qa, | . ..a, | )

nm m

oV Vol N e ViV, Y "
el la matrice & ( Va- i ) 4*( 1y v’"jfx) est uniforme dans tout

1% [ Gy . @y, |
le plan.
Etant fixée une base arbitraire (4) du corps (1), chaque systéme des fonc-
. dp,(x)  dy,(z dy (x - \
tions: p:lig ), w(‘l’;g ) see s w;}li ) forme dvidemment un systéme, appartenant

a ce corps. En vertu des considérations précédentes, il existe une matrice P(x)=-
= || £,(r)]|, uniforme dans tout le plan et telle que:

@(I‘l’g)“ = Py () Py (%) = 1) Py (%) -+ -+ w(2) P () }

ou L@
d o (ViVy oV, i )

_..qr( (;laz...cz ll;},'):ZP( a,a, ! )I(x) ]l

m

dx

Par conséquent, chaque base (4) satisfait & un systéme d’équations diffé-
rentielles lindaires de la forme (8), a coefficients uniformes dans tout le plan.

Nous allons désigner sous le nom de base ,régulicre® du corps (1) chaque
base (4) de ce corps qui satisfait & un systéme régulier d’équations (8)

‘ll}fu_(f) \‘ (@ ) sﬂ u')

1 J
ou

C)

[ S —
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les coefficients w{) [k, =1, 2,...,n; j=1,2,..., m] étant indépendants de x1).
Ces coefficients forment un systéme de m substitutions: U, = «{)||, que nous allons
nommer ,systéme des substitutions différentielles® de la base (4), localisées res-
pectivement aux points a;. Nous allons dire que le systéme des substitutions locali-
sées U,, U,,..., U, estunsystéme des substitutions différentielles du corps (1), s’il
existe une base réguliére (4), appartenant & ce corps, telle que les substitutions
U,U,,..., U, forment le systéme des substitutions différentielles de cette base.
Etant donné un systéme des substitutions différentielles U, du corps (1), lo-
calisées respectivement aux points a;[j=1, 2,..., m], la condition nécessaire et suf-

fisante, pour que les substitutions U localisées aux mémes points, forment de
méme un sytéme des substitutions dlfferentielles de ce corps, est la suivante:
il existe une matrice propre G(z), uniforme dans tout le plan et telle que
m . * .

). 1
) (10)
=1 J

tin effet, si les substitutions U; et U forment deux systémes des substitutions
différentielles du méme corps (1), les deux bases régulicres ¥ et P de ce corps
identifient les équations:

PN U;

PR Sy an
Jj=1 )

AP =« l'/*'j

— S 2

II,'I' PE] ¥ _aj (1 )
j=

1)1 en vertu de la relation (7), il existe une matrice propre uniforme G, telle que-

#— ¥G. Par conséquent, conformément aux inégalités (12) et (11), on recoit:

diP a6 iU A6 < PCGU,— PU,G
y Ml J b1/ J
( —[— ‘P = PG El - fa,j et P ”,J ;l A

J= j._

T——(l]

Réciproquement, en tenant compte de Végalité (11), de la condition (10) on re-
monte 3 la relation:

m 7

(ZPG) —pa ¥ T
xr —a,
j=1 J

1) Le corps de Riemann étant donné par un systtme arbitraire des substitutions intégrales,
Pexistence d’une base réguliere suit immédiatement des recherches de M. Plemelj [Monats-
hefte fiir Mathematik und Physik; Bd 19; 1908; p. 244].

2) La condition (10) peut étre remplacée par la condition:

m x
dG ? GU; — Uj(i
4 b
car de I'égalité (10) il résulte:

Y- -1 — U 1
G O ¢ 67— U6
dr x—ay

J=1
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Il existe évidemment une infinité de systémes des substitutions différentielles,
appartenant au méme corps. En particulier, si les substitutions Uj, Uy,..., U, for-
ment un systéme des substitutions différentielles du corps (1), les substitutions
c1y,C, CU,0,...C1U,C, C étant une matrice propre arbitraire, représentent
aussi un systéme des substitutions différentielles de ce corps ?).

Un systéme donné des substitutions différentielles U;, localisées aux pomts aj

par le systéme fondamental
ij<UlU2"'Um|x) (13)
aay. . .a,, |
des intégrales des équations (9), traité comme base réguliére et normale au point
fixe b, détermine complétement, a son tour, un corps de Riemann:

Rb(UU ')_S(V V2..V), (14)

W Gy. . .0 a,a,. ..q,

car le systéme correspondant des substitutions intégrales ¥, localisées aux points a,,
est ainsi bien défini. Nous désignons la base (13) sous le nom de ,base fondamen-
lale* du corps (14). Il est évident, que tous les corps (14), déterminés par le
systéme des substitutions différentielles U,, U,,..., U,, se présentent sous la forme:
( cv,ct, Cv,Cct. L. OV, 0! )

a
a4 a2 cees 'm

§ 2.

Au point de vue, exposé dans le paragraphe précédent, le fondement de la
théorie algorithmique des corps de Riemann est constitué par deux algorithmes
suivants:

A. lalgorithme de la construction de toutes les bases et du systéme des sub-
stitutions intégrales du corps de Riemann (14), défini par un systéme donné
des substitutions différentielles localisées;

B. 'algorithme de la construction de toutes les bases et de tous les systémes
des substitutions différentielles du corps de Riemann (1), défini par un systéme
«donné des substitutions intégrales localisées.

Le probléme de la détermination des coefficients o)) des substitutions V; en

fonctions des coefficients () des équations (9) a été posé la premiére fois par

Henri Poincaré dans son mémoire célébre: ,Sur les groupes des équations li-
néaires“ ¥). L'éminent géomotre a établi, que les coefficients +{)) sont des fonctions

entieres des coefficients u{), sans donner aucune expression explicite de ces fonc-

tions. Les démonstrations directes du théoréme de Poincaré ont été présentées
par M. M. Picard?®) et Schlesinger?®).

1) On pose G = C dans la condition (10).

2) Acta mathematica, t. 4, 1884, ou ,Oeuvres¥, t. 1I, 1916; p. 310.

3) ,Traité d’analyse®, t. ITII, 1908; p. 306.

1) ,Einfiihrung in die Theorie der gewChnlichen Differentialgleichungen auf funktionentheore-
tischer Grundlage®, 1922; p. 301.

Marematnueckuit C60puuk, 1. XXXIV. 9
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C’est Valgorithme de la construction effective des substitutions V; qui manque
encore dans cette théorie. Cet algorithme, ainsi que l’algorithme de la construction
des bases qui n’est d’ailleurs autre chose, que l’algorithme systématisé des approxi-
mations successives, se trouvent établis dans les théoremes I et II (§ 7) de cette
communication. *

Le probléme B se rattache immédiatement au probléme bien connu de Rie-
mann, concernant la construction d’'un systéme des fonctions, admettant un groupe:
de monodromie donné, car, en vertu des considérations du paragraphe précédent,
chaque base (4) du corps (1) nous donne les expressions explicites (6) de tous les.
systémes des fonctions, admettant le groupe de monodromie, produit par les sub-
stitutions V,,V,,..., V,.

Le fait de Vexistence des systémes des fonctions, admettant un groupe de
monodromie donné, a été établi par M. M. Hilbert?) et Plemelj *)—a laide
des méthodes de la théorie des équations intégrales, par M. Birkhoff?) —an
moyen d’une méthode des -approximations successives—et par M. M. Schle-
singer®) et Garnier *)—a l’aide des méthodes de la théorie des équations
différentielles.

Cependant, dans la littérature, concernant la question, nous ne trouvons
aucune résolution algorithmique du probléme de Riemann, donnant les expres-
sions explicites des fonctions cherchées. Certaines restrictions admises, nous étab-
lissons les algorithmes de la résolution du probléme de Riemann dans les
théorémes III, IV, V et VII de cette communication. Les algorithmes des théoré-~
mes III, IV et V (§§ 8 —9) sont applicables, si les écarts des substitutions don-
nées de la substitution identique sont bornés. Les théorémes VI et VII (§ 11)
donnent les expressions explicites sous la forme finie des bases et des substitu-
tions cherchées dans le cas, si I'un des deux groupes — produit par les substitu-
tions intégrales, ou produit par des substitutions différentielles — est commutatif.

II. Fonections analytiques des substitutions linéaires.

§ 3.

Les éléments donnés ainsi que les éléments cherchés des problémes A et B,
posés dans le paragraphe précédent, sont des substitutions linéaires du degré fixe n.
Par conséquent, c’est la notion de la relation fonctionnelle dans le domaine des
substitutions linéaires qui présente le fondement logique de 1’analyse des proble-
mes indiqués.

Dans cette exposition primordiale de la théorie des fonctions analytiques des
substitutions linéaires nous nous bornerons & établir quelques notions élémentai-
res, suffisant pour fonder les algorithmes principaux de la théorie des corps.
de Riemann.

Nous traitons chaque substitution linéaire X du dégré » X=| {X},, || comme
un systéme de n? éléments {X},, qui sont des nombres complexes. Chaque nom-

1) Gott. Nachr. 1905, S. 307 und ff.; ,Gruundziige einer allgemeinen Theorie der linearen.
- Integralgleichungen®, 1912, S. 81.

2) Loc. cit.

3) Proceedings of the American Academy of arts and sciences. 1913, t. 49, p. 521.

&) Loc. cit.

5) C. R. 1925, t. 181, p. 1046.
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bre & peut otre traité comme une substitution §= X aux éléments {X}, =§,
{X},=0 pour k==1?*). Chaque substitution X dont le déterminant D(X) est nul
nous nommons ,substitution impropre“. Nous désignons par X = | | chaque sub-
stitution impropre aux éléments {X},, ={X},,=§ Zéro est évidlemment une sub-
stitution impropre telle que || 0 || = 0. Nous désignons par | X| la substitution dont
les ¢éléments sont les modules |{X}, | des éléments de la substitution X; ainsi:
X e=I{X}ul; k, 1=1,2,...,n. Posons les n* relations de la forme: {| X|},, <
<Y Y |} ond] X}, <{] Y}, équivalentes & une seule relation | X| <] Y| ou resp.
| X|<]Y|. Nommons ,voisinage* des substitutions X9XJ,...  X; le domaine de
toutes les substitutions X, X,, X,, telles que | X; —X?[<[[l¢; || (/=1,2,...,m),
on | X; — X9+ Xy — X+ 4| X,,— Xau| <l o], ¢; et o étant des nombres
positifs.

Ces notations admises, les définitions usuelles des opérations rationnelles dans
le domaine des substitutions linéaires du degré = sont présentées par les formules
suivantes:

n

(XY = (X} 2= Vs (XY = DX}V,
r=1
1 L DX
{f}kz':{x 1}"1:%; bi=1,20m,

ot dans le dernier cas la substitution X n’est pas impropre et D, (X) est le
complément algébrique du déterminant D(X) ?). En posant équivalentes les #? re-

lations de la forme: Lim {X,},={X},, & une seule relation: Lim X, = X, nous
p—>Q0 p—>0

complétons les définitions précédentes par la définition du passage & la limite dans
le domaine des substitutions. L’équivalence de »* relations de la forme

a0
2 (Xl ={Xlg
I,L:O
a une seule relation
@
Ix=X
uv=0

donne la définition de la convergence des séries des substitutions.

Considérons maintenant m substitutions variables X, X,,..., X,, aux éléments
variables, m substitutions constantes X9, X9 ..., X}, aux éléments constants et un
systéme des constantes numériques ag,cj, j,...., 7, Ui JoreosJv=1, 2,cc,m; v =1, 2, 3,...).
Les »* expressions

.
1 Pu(Xy, Xyye oo, XD =
v (1,2,...,m)
.\ \ 0N Y 0 0 o )
- 2 Z {(in - le)()\ji _, AJ:‘) e (X-’v_ 'va)}kla/bhr"': Iy (15)

V=0 JuJoree ey
ot la composition: {(X;, — X9 X;,— X2)...(Xj,— X))} s, s, €St égale & a,

1) Nous conservons néanmoins parfois la notion usuelle I pour la substitution identique.

2) On a évidemment: X 51(- = % X=1

9%
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(1,2,..,m)
pour »=0 et chaque somme E contient 7’ membres, qu'on obtient en faisant
Jidareees Jy
les indices ji, jy,- - ,Jjy parcourir indépendamment les valeurs 1, 2,...,m, sont les
éléments de la substitution:

e (1,2..., m)
)PL(XI’ X27 ceey Xm) - 2 2 (in - X.?t)(XJs— X.?i) e (ij—X.(}v)ajb Jareeer Jy3

V=0 jis Jyeuedy

quon peut traiter comme un polynome des substitutions variables X, X,,...X,,.
En faisant tendre @ vers linfini, sous la condition de 1’existence de n?
limites
{F(}‘u Xyeory Xm)}kl -

o (1, 2,..., m)

N v 70 > 0 - )

D D X=X, — XD (X, — XD sy (16)

v=0 jy, Jeuer Jy
la substitution

o (1,2,...,m)

va();l’ X27' ] Xm) = }: E (‘X.h l)(}LJ" ) (}L - X}v)ajl'j% * jv 4 (17)

v=0 J js.-

dont les éléments sont définis par les expressions (16), peut étre traitée
comme une fonclion analytique des substitutions X, Xo,..., X, ). Les expressions:

(& — XX — G - -« (X, — XG)
sont les polynomes des éléments
(X, — X7}, U=12,...,m k 1=1,2,...,0]

des substitutions X ;— X? a coefficients entiers positifs, car, conformément aux
formules (15), ces polynomes sont définis par les relations de récurrence:

(X — XXy, — X)) - (X, — X7 (X, — X)) =

=E WX — XX — X))+ (X — X ) e (X, — XD e

r—1

Il en suit que:
(X — X3+ (X — XD+« (X —X9) | < Xy — KR 1 X — X+ | X, — X5,

1) On peut définir la notion de la fonction analytique des substitutions linéaires plus géné-

ralement, en posant: :
F(Xl’ }Lg,- .oy )Xm) =

> (1, 2,..., m)
_ © - -0y 4(1) %0 (v—1) - ) ]
“2 2 Ah)Jz» (}* —X; )Ajul~ V(st Xja) Aln!a, ,Jv(}‘Jv )Ah,l': Ty

V=0 fifperd,

ot A sont des substitutions constantes. Cette généralisation est, par exemple, indispensable, si l'on
veut considérer les ,prolongements analytiques* des séries de la forme (17). Cependant, le cas
traité dans le texte est suffisant pour l’exposition primordiale de la théorie des corps de Rie-
mann.



— 121 —

Le nombre positif ¢ étant si petit que 1'on veut, la valeur

w0, —¢) (0,—¢)...(0,—#)

des élements de la derniére substitution pour | X;— X7?|=|l¢;—¢]|| est au moins
égale & ses valeurs pour |X;— Xj|[<|/o;—e]|. Par conséquent, la série

o (1,2,...,m)

2 2 77zv—1(@/1 - 8) (sz _ 8) ot (Qf», - 8) l C sy fayeesdy l (] 8)

V=0 JppJaveens SV
étant convergente, les n* séries

w (1,2,...,m)
2 2 { | X/i - ‘X}: l " X}z—a X})a l A I va - ny i }kl | aj{,jg,-.-,j-, l ’ (19>

9=0 jsfgeriy

ainsi que n* séries (16) sont convergentes dans tout le domaine des substitutions:
X=X <lles]  J=12...,m. (20)

Sous la condition de la convergence de la série (18), nous traitons la série
(17) comme une ,série des compositions“, représentant la fonction analytique Y =
= F(X,, X,,..., X,,) des substitutions X,, X,,...,X, , ,holomorphe“ dans le voisinage
(20) des substitutions X9, X9,..., Xq.

En désignant par |a®| le plus grand des modules |aj, .. | et en remar-

quant que:
1,2,...,m)

2 Ile——X}lIi‘Y/e—"XJOa . ‘| X.l'-,'_X?vl:
jbjzw":j*a

=X, — X [+ Xy — X[+ X, — X1

on conclut, que la convergence de la série

(o o]
1,v )Y v)
%n(@ &) |a®| (21)

entraine la convergence des séries (19) et (16) dans tout le domaine des sub-
stitutions:

Sous la condition de la convergence de la série (21), la fonction (17) est
nommée ,cgalement holomorphe* dans le voisinage (22). Si la fonction (17) est
holomorphe dans le voisinage | X;— X7 |< |l o, elle est évidlemment également
holomorphe dans le voisinage (22).

De ces considérations il résulte immédiatement le lemme suivant:

Lemme I: Si la fonction:

[(§) = X a0g’ (23)

v=0
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de la variable numérique ¢ est holomorphe dans le cercle:

1§]<<e™, (24)

la fonction (17) des substitutions X, X,,..., X,, est également holomorphe dans le
voisinage (22), et, réciproquement, si la fonction (17) est également holomorphe
dans le voisinage (22), la fonction (23) est holomorphe dans le cercle (24).

Une fonction des substitutions X,, X,,..., X,, holomorphe dans chaque do-
maine | X;|<llo|l, ¢ étant un nombre positif, si grand que 'on veut, sera dési-
gnée sous le nom d’une fonction entiére.

Il suit des définitions établies, que chaque fonction analytique (17) de m
substitutions variables X, du degré » peut o&tre traitée, comme un systeme de »*
fonctions analytiques (16) de mn* variables numériques {X;},. Les dévelop-
pements:

{F(Xu Xz’- (XS] Xm)}kl = 00,0,--.,0"“
o]

(0)]

+> > [ TI (xh,— (X Jopﬁmg?,...,wlml),...,Mggu(;;b,...,pm) (25)

=
de ces n* fonctions en séries des puissances dans le voisinage des valeurs {z}},
sont présentés par les développements (16), ordonnés suivant les polynomes d’une
forme particuliére: {(X,; — X7}) (X;,— X})...(X;,— X})};;- A ce point de vue, Ja
conception de I’ensemble de toutes fonctions analytiques de m substitutions varia-
bles du dégré » n’est autre chose, que la conception d’une classe particulicre des
fonctions analytiques, dépendant de mn® variables numériques.

Les coefficients C' des développements (25) sont des polynomes des coefficients

o des développements (16). En calculant ces polynomes de proche en proche, on
vérifie que les relations:

C e D, =0
p':(u)p.(“),...,y.g'i’),...,péwzp,liwz,...,p.% ’
pour toutes les valeurs entieres non négatives des indices w(), entrainent les re-
lations @, = aj,,...;,= 0, pour j, Jo,...,Jj,=1,2,...,m; v=1, 2, 3,... Il en ré-
sulte lunicité de la représentation de la fonction F(X,) X, ..., X)) des substitu-

tions X,, X,,..., X,, holomorphe dans le voisinage (20), par la série des composi-
tions des substitutions X,;— X7.

§ 4.

En généralisant quelques principes de Ja théorie des fonctions des variables
complexes nous allons obtenir les propositions correspondantes de la théorie des
fonctions des substitutions lindaires dont nous aurons besoin pour fonder la théorie
algorithmique des corps de Riemann. Ces propositions se trouvent établies dans
les quatre lemmes des §§ 4 —b. _

Nous considérons d’abord les fonctions analytiques ne dépendant que d’une
seule substitution X. Il résulte immédiatement du lemme I, que la holomorphie
de la fonction

f(§) = X ag"
9=0
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de la variable numérique ¢ dans le cercle|§|<Con présente la condition nécessaire
et suffisante pour la holomorphie de la fonction

[o o]
F(X)= ¥ (X — Xt

v=0

de la substitution variable X dans le voisinage | X — X°| <] ol .

L’incommutativité de la composition ne peut étre patente dans les raisonne-
ments concernant une seule substitution X, différente des nombres. L’analogie algo-
rithmique compléte entre les fonetions, dépendant d’une seule substitution variable,
et les fonctions de la variable numérique qui en suit est mise en évidence par le
lemme II.

Lemme IL G(7,, 7y- -,7,) ¢tant une fonction entiére des variables 7, 7,,- -, %,,,
si les m fonctions: ’

@D
9i(6) = NaPg; j=1,2,...,m,
v=0

de la variable numérique ¢ identifient 1'équation: G(g,(§), @4(§),- -5 .(§)) =0,
les m fonctions

[ve]
7,00 = 3 apx

v=0

d’une seule substitution variable X identifient 1’équation:

G(wl(X)9 ¢2(X)" A ¢m(X)) =0.

En effet, G(y,, 74,.,7,) étant une fonction entiére arbitraire, on peut ordon-
ner la série G(9,(§), 95(8)s-- -, 9,,(§)), suivant les puissances de §&:

G(q)l(g): (p2(§)7 R ] wm(é:)) = E B(v)gv .

v=0

En opérant de la méme facon avec la série G{p (X) @o(X),...,9,(X)), en vertu
de Ja permanence algorithmique mentionnée, on regoit la transformation formelle de
cette série en série

aon

N sox,

v=0

ordonnée suivant les puissances de la substitution X. Conformément au lemme I,
cette derniére série définit une fonction holomorphe dans le voisinage de la substi-
tution zéro, et il en suit I'existence de I’égalité:

Gy (X), 9o(X),- o5 0,(X)) = D BOX".

v=0 .

Or, sous les conditions du lemme, on a: fO=M=p3A=...=0, et, par conséquent,
G(q)l(X)l (p2(X)" LIS (pm(X>) = O‘
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Nous définissons la fonction exponentielle de la substitution X par le déve-

loppement entier
[o0]

v(}X _ l \r"
E v!”
v=0

et le logarithme, ainsi que la puissance générale par les équations: el8¥ = X;
Xs=¢s8%X, En se servant du lemme II, on établit, que la fonction eX admet la
période 2zi et qu’il existe des déterminations des fonctions 1gX et X° différant
I'ine de l'autre par une constante additive 2kx¢, ou respectivement par wne con-
stante multiplicative e***s k étant un entier arbitraire. Conformément au lemme

indiqué, dans le voisinage | X — I |<||’ i‘ de la substitution identique on a les dé-
veloppements:
1gX—‘)lcm—{—2 (=D~ A—-I) :
v=1
\-_eﬁk-usv S(S___l)l 5 1)—{_1) (1{ )
V=l 0 T
§ 5.

Les opérations de la composition des séries, de la substitution des séries.
dans les autres séries et de l'inversion des séries dans le domaine des séries,.
ordonnées suivant les compositions de m substitutions, présentent quelques singula-
rités algorithmiques, concernant la détermination des coefficients qui sont entrainées
par I'incommutativité de la composition des substitutions.

Avant d’aborder les lemmes correspondants, nous allons faire une remarque
élémentaire sur la majoration des fonctions des substitutions: Si la fonction

o (1,2...m)
H(Xy, Xy, - o, Am)_’z 2 (X —X5) ()\Jz X5). -'(XJ'V—X?Z,)Bfufz,.-.y/i, (26)

=0 iy fayeens Sy

est également holomorphe dans le voisinage (22), la fonction (17), ol |, j,,..;, | <
<| B, i, | €5t évidemment de méme également holomorphe dans ce voisinage. Nous.
désignons la fonction (26) par le nom de ,majorante“ pour la fonction (17) dans le
domaine (22). La fonction (17) étant également holomorphe dans le voisinage (22),
il existe évidemment un nombre positif g, satisfaisant & Dlinégalité: | aj, ..., | <<
<(_p’gnT’ ol @' = 9—z¢, ¢ étant un nombre positif, si petit que I'on veut. Par con-
séquent, la fonction

o (1,2,...,m)
X, —Xp) (X, —X)). X0

(XXX, — — XA +Xm—X°>
.Y
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étant conformément aux lemmes I et II également holomorphe dans le voisinage
X, — XD N, = X [ [ X — X [ <l '] (27)

et se présentant sous forme finie

Xy N Xy X X X2V

o'n

g(I—

’

fournit une majorante pour Ja fonction (17) dans le voisinage (27).
En posant

| Xy = XY [ Xy, = X [ A [ X — Xa <L 0" T <l "

en vertu de la relation:

(1,2,..,m) " ,
' V. YO IV, __ Y0 x99 (Q_)v!
‘ ’Z‘I;\j‘ J\h .4\]’ X]a ...IX]\’ A\],\(an),<”g Q, Il,
JvJesedy
on a linégalité:
- ] "y —1 !
| F(X,, Xy ooes A,Q]<“g(1——%) ” (28)

Nous allons établir maintenant les trois lemmes, concernant les opérations,
mentionnées au commencement du paragraphe ).
Lemme IIL. Les séries:

o (1,2,...,m)
U=3 ¥ (i— X)) (Xfy— X0 (X, — Xy s,

V=1 JieJaseen Jy

w 1,2,...,m)
N\ . , , - ,
V=3 2 (X=X (X=X o (Xj,— X2) B,

=1y Jayeendy

représentant des fonctions U et V' des substitutions X, X,,..., X,, également holo-
morphes dans le voisinage (22), leur composition UV est encore également holo-
morphe dans Je méme voisinage et peut étre mise sous la forme:

o (1,2,...,m)

UV= > X=X (X=X (X, — X sss (29)

v=1 jhjﬁy-"rj-;
A
ou

Viv daseeerfams Fo-1y == Cofiy Jaeserfu-ss fv—tﬁfv + ajbj!y'-'yj‘i—:ﬁj‘l‘l f*o—l— . '_i_afnﬂfwmfv-z, Ja=ts Iy (30)

1) En démontrant les lemmes suivants, nous construisons les séries, satisfaisant formellement
aux conditions des lemmes, et nous établissons la convergence de ces séries. Il suit de la définition
du passage a la limite dans le domaine des substitutions du degré »n (§ 3), que ces deux points.
sont suffisants pour vérifier les égalités correspondantes.
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Démonstration. En faisant la composition formelle des series U et
V, on recgoit la série (29) dont les coefficients sont définis par les formules (30).
En vertu des inégalités:

g
| afh/'m-uy]'v[ < (O"ll)v
N

et
h
I ﬂ/.lrji!"-fj\" < —W’
on a:
(»—1L)gl l)qh
‘ 7]171‘» y]al < (Q n)

et, conformément au lemme I, la série (29) définit une fonction également holo-
morphe dans le voisinage (22).
Lemme IV. 1°. La substitution

o (1,2,...,m)
Z=74 3N (V=Y (V=YD (Y, = Y Biyss,  (B1)

V=1 iy Jy

4tant une fonction des substitutions Y, Y,,..., Y, , holomorphe dans le voisinage
des substitutions Y79, Y9,..., Y3, et les substitutlons.

o (1,2, .,m)

V=743 ¥ (X—Xj) (Xa—X)) - (X=X @ity =12, .,m (32)

v=1 jlng:-"sj\;

étant, & leur tour, des fonctions des substitutions X, X,,...X, , holomorphes dans
le voisinage des substitutions X, X7,..., X3, la substitution Z est une fonction des

substitutions X, X,,..., X,

w (1,2,...,m)

Z=2'4+3 ¥ (Xi— X)) (X;;— X0 (X, = X)) Vs (33)

V=1 Jyy Jageeen Jy

holomorphe dans le voisinage des substitutions X?,X2,..., X7, les coefficients 7 ;, ;...
étant définis par les formules: ‘

m

%
.. J— (1)
71""2""’/"_ afnlfz---nfvﬂh‘—l_
=1
Yy (1,2,...,m)
| Y
! > Gl gl gy , N, (34
e E Z /1-”//. //‘+] 112 jll-’ i+1 Bhv’h - > ( )
w=2 hy, "27-~,hp, </1< <va - <Y

2°. Si la substitution Z est une fonction entiére des substitutions Y, Y,,...,Y,

m

et ces dernieres substitutions sont des fonctions également holomorphes des substi-

1) Chaque somme E est étendue & toutes les valeurs entieres des indices

1<x[< P <xy__1<~»

24, #9,. .. 2zu—1 satisfaisant a linégalite indiquée.
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tutions X, X,,...,X,, dans un voisinage (22), la substitution Z est une fonction
également holomorphe des substitutions X,, X,,..., X, dans le méme voisinage.
Démonstration. 1° En substituant les séries (32) dans la série (31) et
en ordonnant le résultat suivant les compositions des substitutions X;— X7, on
obtient 1’égalite formelle (33), ol les coefficients sont définis par les formules (34).
Les fonctions Y; et Z étant également holomorphes dans les voisinages ré-

spectivement:
| Xy = XD [ | Xy — X - - [ X, — X[ <]l e

| Yy — YR || Yo = Y3 [ 4. 4| Y, — Ya [ <l 6

et

il existe des nombres positifs g et h tels que:

Io‘/u} 1,‘< 1B, jy- 1,|<

(o' n) (d' n)
o'=0—¢ et 6 =06—¢,
¢ étant wn nombre positif si petit que on veut. Si de plus:

| X, —X?

+|X —Xg A A X, = XR <" < e

on a conformément a la formule (28):

—~1 M
Yy H ( ) 9,,,“.
1<y o o |l
Or, en posant:
o'/

0”
N < 6'—&—’)72‘(],

on satisfait aux conditions:

et

P — X A= Xy = X - A [ X, — X < ']
-

| Yy = Y0 [ Y, =Y

i
B

I m_ )";;l I < (l G “
& la fois. Par conséquent, sous la condition:

X, — X | X, — X8 [ X, — Xa < 20 39)

+mJ

les fonctions:

g Ko XXy N N, X ( o X=X XX A X, XS )~

o'n o'n
Y Y =¥ Y, Yo Y, Y (1 —Y{-RY, —Y“—[—. Y, =Y ) -
6'n 6'n

sont des majorantes pour les fonetions:

Yy et Z—20.



En posant:

’ g - > < T. gLf U _1-
’Xl——‘\?_'_‘xﬁ__xg—“—"‘_i—‘\m_l /)z = I/::Q'—n (I_érﬁ) ’

W hmV (I— m V)" mghU

an on ) ~ gont—(e'ntmg)U’

on conclut, conformément aux lemmes I et I, que la fonction 1V est développable
en série des puissances de la substitution U, pourva que l'on ait:

lUl<. 6' —}—mg kl

En ordonnant cette série suivant les compositions des substitutions X;— X7,
on recoit une fonction également holomorphe des substitutions X,, X,,...,X,, dans
le voisinage:

I b

6!'

+

X, XD X, X || X, — X <

ou a fortiori dans le voisinage (35).

Les coefficients des a et @ dans les formules (34) étant positifs, cette fonction
peut étre traitée comme majorante pour la fonction (33). Il en résulte que la série
(33), obtenue par le procédé formel, représente une fonction également holomorphe
dans le voisinage (35).

2°. La fonction Z étant entiere en Y,, Y,,..., Y,, on peut prendre 6’ si grand
que I'on veut. Le nombre ¢ restant fixe, il résulte de la formule (35), que la
majoration est valable pour tout le voisinage (22).

Lemme V: 1° Les m substitutions

@ (1, 2,...m)

Y, =Y)4¥ ¥ (G—XD)N— X)) (X, — X)) @y, j=1,2,,m (36)

v=1 jy Jseoody
/

étant des fonctions des substitutions X, X,,..., X, holomorphes dans le voisinage
des substitutions X7, X3,...,X et telles que déterminant 4= |a()| est différent
de zéro, il existe un systéme des solutions X, X,,..., X, des équations (36) qui
est présenté par les fonctions

P (1, 2,...,m
Xj — X;) +E 2 ()rjl . ’(l) (), —Y ,) ()rﬁ,_ YJOV) ﬂ;{)/?, J, (37)
v=1 Jy, js.erJy

des substitutions Y,, Y,,...Y,, holomorphes dans le voisinage des substitutions
Y?, Y9,...Y5, les coefficients ,8% ;. ¢tant définis par les rélations de récurrence:
2l

BU) = A, B, =
J1 a4’ Ji JawerJy
v (1,2,..,m)
= ) ce By o)
2 E E [3 X B//j+l, J%g Bjx::_‘ﬁ-l. ahi,h h ’ (38)

=2 hy hg..-’lp. l<x,<...<xp.__1<v
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1
Z [ag‘)hz h 1.7 + OC ‘hq h A‘ZJ + + hy "z m]]

alh) S
N "2"‘7’pL

et A,; cst le complément algébrique de I'élément de Ja h-iéme ligne et de la j-iéme

colonne du déterminant 4.
2°, Les coefficients de I’équation (36) satisfaisant aux conditions:

() — i o) — .
dp=a pour j=ji5 @P=0 pour jFj; |df), 1<T,

ot T est un nombre positif fixe, les solutions (37) sont des fonctions de Y,, Y,,...,Y,,
$galement holomorphes dans le voisinage:

| Y=Y |4 Y=Y | Y, — Y
S I

Démonstration. 1°. Nous posons, pour simplifier I'écriture, X} = Y} =0.
En mettant les équations (36) sous la forme:

<
l, (39)

@ (1, 2....m)
= D N XXy, ) = Xe - Xga) - A X0l
v=2 i Jaeedy

et en les résolvant par rapport & X,, X,,..., X, on trouve:

® (1, 2,...,m)

Xy = B0V, BV BV, Y S XXy Xy, W), (40)

4—2 /u -y
En posant:
@ (1, 2..m)
Xy =BY, 4-B0Y, . A B, D z YiYe Y5 80,
V=2 Jijp.

et en identifiant les coefficients auprés les mémes compositions des substitutions
Y,,Y,,..., Y, dans les équations (40), on obtient les développements formels (37)
pour les solutions X.

En supposant les fonctions Y'; également holomorphes dans le voisinage:

PR P PR KA

on a les inégalités:

' .(’Al/)z /J < (Q n)

ol ¢'=¢9p—e¢, ¢ étant un nombre positif si petit que lon veut. Considérons

I’équation auxiliaire:
® (1,2,..m)

I]jz(yl_{_)"l —I_"'-I_ )'m)B_l—E Z UflUji"‘ rfv@%)—v (41)

V=2 Ji Jouudy
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ou >8P En posant: U=U; V=1Y,+ Y,+4...-- Y, sous la condition

e |2
< m l’
cette équation peut étre mise sous la forme:
mU mU m2U*?
fr—"YY Y i 9
L(I ”QI) BV(I ngf)—,—g 1’&2()'2 (4 )

La racine de I’équation numérique correspondante

§(1—ﬁ§)=5'z(1—7—n§)+gﬁﬂ—§;

no' ng' n*Q
est convergente dans le cercle:

ng' - 2mg — 2/ mgng’ -+ mig*
1< Bm )

Conformément aux lemmes T et II, la série des puissances de la substitu-
tion V, représentant la solution de PIéquation (42), est convergente, pourvu que
I'on ait:

1’ - 2mg — 2y myng' 4~ m*y*
npBm )

V<

En ordonnant cette série suivant les compositions des substitutions Yj, on
obtient une fonction de ces substitutions, également holomorphe dans le voisinage

. ng' -+ 2mg — 21/ mgno’ - mig?|
ViVl v, | < | 2 RO LWLy
Les coefficients des polynomes en &kﬁ{%mj.v et B, représentant les 3;{),, au

moyen des formules (38), étant positifs, cette fonction peut étre traitée comme
majorante pour les fonctions (37). Il en suit, que les fonctions (37) sont également
holomorphes dans le voisinage (43).

2°. Dans le cas particulier, 1’équation auxiliaire (41) peut étre écrite sous

la forme:
@ (1,2...m)

> T’
]aI'Uj=}l+Y2+"°+Ym+2 2 thUjg"'Uj",v—!y
V=2 [yfaedy
ou, en posant: |a|U;= W, sous la forme:
= w
W=Vte" —{“—Z-’[ W—1.

La solution de I’équation numérique correspondante

mz

BN
)g—e =77’

mT

(147
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s’annulant pour 7 =0, est représentable par la série des puissances de 75, conver-
gente dans le cercle

i< (1 e (1 5 ) =

mT

Par conséquent, linversion est valable et les solutions (37) sont également
holomorphes dans le voisinage (39).

III. Résolution algorithmique du probleme de Poincaré.

§ 6.

Les éléments de l’algorithme du probléme A4, dépendant de la variable z et
de la configuration des points singuliers «,, a,,...«,, sont représentés par un sy-
stéme des fonctions de la forme: '

m?

Ly(aj@j,. . .aj|m); Jidase-fo=1, 2,...,m; v=1,23,..., (44)

définies par la relation de récurrence:

L,(aja;,. . .a;_|x)dz

7 dx .
nwl= | T2 e a1 = | Ol )

T4,

b étant wn point fixe & distance finie, indépendant de x et différent des points
singuliers 2). Nous appellerons ,hyperlogarithmes de la premiére espéce* de la con-
figuration «a,, ay,..., a,-le systéme des fonctions (44). Le point b est nommé
»1'origine“ et le nombre »— ,rang“ du hyperlogarithme (44). Le hyperlogarithme
du rang zéro sera posé égal & ’unité.

En excluant du plan € de la variable « les points, appartenant au systéme
des coupures (a;, ), nous recevons le domaine €, , dans lequel tous les hyperlo-
garithmes du systéme (44) sont uniformes et holomorphes. Quand la variable z
déerit un contour fermé, croisant quelques coupures (a;, =), chaque hyperlogarithme
du rang » se transforme en une combinaison linéaire des hyperlogarithmes des rangs
au plus égaux & ». Le caractére indiqué de la ramification des hyperlogarithmes
est établi par le lemme suivant:

Lemme VI Les valeurs des hyperlogarithmes aux bords de chaque coupure
(a;,») sont liées par la relation:

Ly(a,a,- . “j,_l aj'yl;) PMNajag,. . .a;,_ a;,)+ ]
+ P aja,. - - aj,_) Ly(a;, ITH— A= Pa) L (az, aj, - aj.,_laf.,lx)+ } (46)
)

-+ L(aja,. . .a;,_,a;,| x),

1) On démontre aisement, que le rayon de convergence de la solution cherchée est donné par
Pexpression indiquée, en se servant de la formule de Birmann-Lagrange et en présentant
cette solution sous la forme

Taj ® (1=1) (1)
ma 1 1 1 \—1 LE_'
= ”fal[n_lJrl |a|2v*(1v+|a|> e Ut ]

+ mt + o =0 + me

2) Les fonctions de la forme (45) ont été mentionnées par H. Poincaré (loc. cit.).
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les coefficients P{(a;a;,...a;,) ne dépendant que de la configuration des points
a, Qy,...a, et étant donnés par les expressions:

dx, (47)

F' Ly(aa;,...a; . |x)
. [N/ S T |
Pi)Naa;,...a; . a; )= &

b 17 u—1"Jp (a)) xmajp-

ol I'intégrale est prise dans le sens positif, suivant un contour arbitraire (a;) qui
commence et finit au point b et n'enferme qu'un seul point singulier a;.
Démonstration. Fixons une suite arbitraire des points singuliers:

aj,, aj,,...,ajx__l, ajx, a,-_‘+1,...,ajv,...,

ou les points «;, ay,...a;_ , sont distincts du point a; et a; =a;, et désignons

. - +
par A, L,(a;, aj,...a;|x) la différence: L,(aja;...a;|z)— L, (a) aj,...a;|x) des
J - v v
valeurs de I, (a;, a;,...a;| ) aux bords négatif et positif de la coupure (a;, »). Si
'on ar<x le lemme est évident, car on a: 4,4, L, (a), aj,. . .a;|z) = 0.
Dans le voisinage de chaque point z de la coupure (a;, ), distinet du point a;,

+
x) sont des fonctions holo-

les deux valeurs L, (aj, ay,. ..a;|z) et L, (a) a;...q;
, . d
morphes de x, et, par conséquent, les opérations —— et A”j sont permutables. Il en

dx
résulte que
d

T Aaj Ly(aj, ay. . .aj,_, a; |x)= 4, —a,

I’b (aji Ay o oy |.Z‘) —0

et A“ij(ajj,aj?. .y, a; | x) =PV (a;,a;,. ..a; a;), ot P))(aj,...a;) est une valeur
indépendante de x. Donc, la relation de la forme (46) est établie dans le cas v==.
En supposant, qu’elle subsiste pour une valeur fixe de l'indice » >x%, on a:

d Lb (aft Qjye - G, I .T)
—A L (aj,a,...a; a; . |2)=24 =
dx T4 ( T4 %2 Ty "y | ) a; x _"'fv+1

1 ) o +
= o POy, )+ PP,y Toag,| 0+ .

o 0,
' +
—}— Pf(,j)(aj‘i) Lb (aj‘z’ . ajv—-lajv I .’L')],

ou tous les PY)ay,. . .az,) sont des valeurs indépendantes de x. En intégrant, on
obtient:
(j ‘ 8
Auj L. . .a;, a5, |x) = Pajaj,. . .aj, a5, )+ PP ay, aj,. . .az,) Ly(a;, | ) 4~
. T ) +
+ PPy, e - -y, ) Ly, 4ypa |2) 4. ..+ Pﬁ”(%’,) Ly(aj,. - - ay, af»+1| z).
Il en resulte, que les relations de la forme (46) subsistent pour toutes les

valeurs de I'indice ».
Il ne reste qu'a établir les expressions pour les coefficients P/Xa;, a,. . .a, ).

Fixons un point § et un contour (}ij) qui commence et finit au point § et n’enferme
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quun seul point critique «;. En partant du point § avec la valewr Ly(a; . . . a;, | §)

et en suivant le contour (iij) dans le sens positif, conformément & la relation (46),

on revient au point & avec la valenr:

PNz, oap )~ Pilaju,...a; )L ay, () oo =L ay) Ly (g, . oay, &)+
= Ly (agap,e o0 1S).

Il en résulte, que:

L. .. aj,_ |x)

J ) L=y,

dr=- POaj;,...a; )= Paja;,. . .a;p ) IL,(a; |8
e BO(ag) Ly(aj,. -] §)-

Or, en posant =104, tons le hyperlogarithmes au ¢oté droit s’évanouissent, et
il reste la relation (47).

En vertu du lemme demontré, la ramification des hyperlogarithmes est déter-
minée par les coefficients PU(«;q;,...«;) ne dépendant que de la configuration
des points @, «,...«a,. Nous appellerons ces coefficients ,parameétres de la configu-
ration g, @, . .o0, ),

Chaque hyperlogarithme de la premiére espéce L, (as,a,...a; [z), sur le plan
£ de la variable z, est évidemment une fonction multiforme de x, dont on obtient
toutes Jes valeurs, en faisant les prolongements analytiques du développement:

’“J"L.(lﬂ(lr‘-““". i.l‘
\ b( 7178 Ja—1 ) A — ¢ (‘,'___b) J{c;(‘b—l))gT ooy
b

J U
pour le voisinage de lorigine b, suivant tous Jes chemins possibles sur €. On peut
traiter chaque hyperlogarithme du systéme (44), comme une fonction wniforme sur
fa surface de superposition universelle &(a,, a,,...a,), pour les points singuliers
gy Uyy. .. @, du type logarithmique. L’origine b étant fixée sur 1'un des feuillets
de la surface &(ay, a,,...,a,), nous allons établir les bornes supérieures des modules
des hyperlogarithmes aux points de cette surface, distincts des points a,, a,. .., @, cc.
Si le point « de la surface & (¢, a,,...a,) peut étre lié & origine & par
un chemin 1, passant sur cette surface, dont la longueur est 6 et dont la distance
des points a,, a,,..., ¢, est au moins d¢gale & 4, il subsiste P'inégalité:

| 6

Ly, ey, [ 0) < i (_d) . (48)

En effet, pour le premier rang on a:

- Coag " de L. 6
etol=1 —|<;,§da~d,

X — iy, 0

1) On peut exprimer les parametres de la configuration par des combinaisons linéaires des
valeurs des hyperlogarithmes aux points singuliers. Cependant, les expressions du texte sont suffi-
santes pour l'exposition primordiale de la théorie. 11 est clair, que les hyperlogarithmes et les
parametres de la configuration., appartenant aux systémes définis par des origines diverses, sont
liés par des relations linéaires.

Marematnuecknin CGopumx, 1. XXXIV. 10



et, en supposant que Pinéealité (48) subsiste pour le rang fixe » on trouve:

0 Lty 1y 0)

_1{71 [e)
iLh(”'fu Mo e ey (U, 1y [ )= l\h “‘T:;; 3 du | < p) 501, ( d) de =

== @:T_IT)T (g) E

Nous allons appliquer la méme méthode pour évaluer la borne supérieure des
modules des paramétres de la configuration. En désignant par ¢%) la longueur de
' des contowrs (a;) du lemme VI et par ) sa distance minimale des points
a,, ay...a,, on a en vertu de la relation (48) Pindgalité:

| P a;a )l Ty(aa;,. . Gy ) dr | < LAY
» (i Qe (g e — | | = .
l b T T J. (q’) A ”j..‘ ! = ’v! d(bj)

En désignant par M, [(«,), (4y),...(¢ )] Ja plus grande des valeurs:

o o o

D TG ey
gy apT T

nous nommons caractéristique de la configuration a, a,,. ... 0, pour Uorigine h* la
limite infériewre 7, (ay, a,,...,0,) des valewrs de A/, [(a;), (a,)....(a,)] pour toutes
les formes possibles des contours indiqués (a,), (ay),. - .(a,).

La borne supérieure des modules des paramétres de la configuration est évi-
demment définie par Dindégalité:

. 1 .
[ POty oo oaj)] g;, [t,(c)yttyenecca )P's j=1,2.000m (49)

On a toujours , (a,,y, . . ., ) >2x, car PO(a;) =2xi pour j=j et P a;)=0
pour j==j,. En particulier, si, outre le point & 'infini, il n'existe que deux points
singuliers: «a, et a, ona:r  (a

ay- ity

2

1 ”z) ==,

1.

/s

En se servant des lemmes demontrds, nous établirons deux théorémes fonda-
mentaux qui donnent la résolution algorithmique du probléme de Poincaré.
. g L
U, U,...U,

Theoréme [0 La base fondamentale (Dh(

I U, Uy U,
"Ny ay.ooa,)

m

x ) du corps

Ly 01

donné par un systéme des substitutions différentielles (7, U,, ... U, . localisées aux
points a,, @y, ..., « , est une fonction entitre de ces substitutions:

o (1,2..m)

:r) = [+ E 2 Ui U Lajag,. . oaj | 2),  (50)

=1 fifaedd,
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Tes coefficients étant des hyperlogarithmes de la premiére espéce. Le développe-
went (50) converge uniformément par rapport & z et représente la base dans chaque
portion finie de la swface & (ay, a,,. . .,a, ), Venfermant aucun des points «a,,a,,. . .,a.

Démonstration. En vertu du lemme I et de la formule (48), on d&tablit
immédiatement le caractére indiqué de la converzence de la série (50). En remar-

quant, que:
@ g (Lilan Ul )
dr '\ a, (/_3... a l

m
m o (1,2...m)

A1, R
S [[JT_\ W E I‘jll,j,...l,_Jl'/-]',,,(aj.la,-!...a,;}a/}x)l

dx A
J=19=0 e,
" o (1,2..0m) I
y 1 v , - S
[[*‘r‘ 2 E I’/] (“/y" va i.b(a,»‘a,-,...a,-v!x)] _’Ml-‘__, —
j=1 =iyt T
N - m -
_: (l,‘lL._,‘... lj,”"'r)v lj
=0, L
Ay Qoo (0 jt_d S

on achéve la démonstration.

En prenant dans les séries (50) les coefficients hyperlogarithmiques & 1origine
r,v, . u,u,...U,

”‘l;r) du corps Ly 12 » .

Ay yoro ty Oy ...
Il est évident, que les deux bases mentionnées sont lices par la rélation:

@b’([/ l“ (;,,, .l.'):': co, (L‘ll-_r ---l’nllz)' ol ]

Ay oot ay ay oooay, | } (1)
T2 o I N 5
C~-q)b’(( ..[m;b):’”?d)[, ((1[‘.’."'(/m§lbl)

0y (r,_, R .

H', on obtient la base fondamentale: @, (

ny

LU, U,
ay y....a

‘m

Toutes les bases du corps Rb( )sont enfermées dans la formule:

ul,... U , . . T .
(pb( 172 ”"‘w . G(xr), ol G(xr) est une matrice propre arbitraire uniforme
Ay Ay, oo o A
1772 n ’

dans tout le plan. Il s’ensuit, que la question concernant la construetion algorith-
mique d’une base arbitraire du corps de Riemann, donné par un systéme des-
substitutions différentielles, est épuisée par le théoréme I.
v,... U,
a, a, . ..a,
an  systéme des substitutions différentielles U '1,(/2,...,1[,", localisées aux points
Uy, 0y, .., a,, les substitutions intégrales V,V, ... .V, de ce corps, localisées res-
pectivement aux mémes points, sont des fonctlons. entleres des substitutions diffé-
rentielles, représentées par les développements:

3 ’r f' . o o ’r
ijszgj)(lxla Im)=

[
o (2. . (52)
=14 2 [ e U P gy, . a))

""l Jidgee-dy

Theoreme II. Le corps de Riemann I-.’b( ) étant donné par

—

dont les coefficients sont les parametres de la configuration a, ay ..., ¢a,
10*
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Démonstration En se servant du lemme I et de Ja formule (49), on
conclut que les fonctions (52) sont entiérex par rapport aunx (/, U,,..., U
formément an lemme III et an théoréme I, on a:

,'.q)b U (’2 ml.[ -
J ay ay ... a)

2" i

. Con-

_ x  (L2,...,m)
— W i s - Pl
= [[«r-z E [,,'_,"(,'j,. o j“Pg (ajlajl. . .rij.‘)].
Y=L Jifgeedd,
» (1,2,..,m)
! N O i B v -
[[T‘) z [‘J.l['”’ji' . l"jv]lb ((’j‘l((j‘a. . ((j ] l)] == } (53)
=1 JyJoened,,

o (1,2...m)
=14+ X ¥ 0
=1 jujyed,
A et PPty YLy ) e
- P Waz) Ly(ay,. . .a;, }7)4} Lyaj,. . .a;, x)]). J

Daprés le lemme VI, aux points v et 7 de la coupure (a;,») subsiste la
relation:

P Na; Ry v VL |9 e e PP I
V), ay) = P g g ) (@, | ) j () alay,- - - aj, [) +

—+ —
+ L(ay...a; |e)y=L(c...a,|.r).

[
Par conséquent, en faisant dans la formule (53) ==, on a aux bords de la
coupure («;, w) la relation:

L I T ) [
lr'-d)(t‘l"""b"' ')__Q)(L e (mi,[)_
) =%
a, a,. .. a,| ty Gy .. |

&+

J

Il résulte de la relation (52), que les substitutions intégrales
o v,v,...U, ot 22{3( U,U,. .. (;m)
Ay .. @, @, ay. .. a,

U ) TU,. . U
R, U,U,...U, ot Ry U,v, l)
U Qy. . @ ay Uy, .. A

m 1

des corps

sont lies par les relations:

ap (il ) =g Dl Do, (54)
ay tye oo G a, ay... @,

En se servant des considérations dn commencement du § 5, du lemme II et
des formules (48) et (49), on vérifie aisement les inégalités:

| U U %WUM%WmH%M{ U, i ; ”°m
q) /l ./ e o o U ni | e ‘q e * . “‘ "L, ! ’
! "( a, ay. .. a, {< ’; '\ a, q,.. §<|

r N et (U T e [ D) UL U Il Tl amhne

(1)( L Lz-- l/ )|< "}52&!)( L1L2"'[rr~)]<z}e il’
I i ({l a‘/.i" “Lm ] li :

ol l Ul!—‘}—!U‘LE_;_”'*Il’ml/llg‘

)

\




Ces relations dtablissent le camctére de la ,croissance® des fonctions entitres
U Uy T af U Uy 1 i
o, U Uy nip) ot QU T12 des substitutions U7y, {7,,..., U, .
y yoo. U, a, dy...a, P
Les théorémes I et [T donnent «~\xden.m|ent la résolntion algorithmique com-
pléte du probleme de Poincaré.

1V. Résolution algorithmique du probleme de Riemann pour le-
voisinage de la substitution identique.

§ 8.

Des théorémes T et 11 résolvant le probléme de Poincard, il snit immadia-
tement le théoréme ITI qui nous donne la résolution algorithmique du probléme
de Riemann, sous certaines restrictions concernant les déearts des substitutions
intéerales données de la substitution identique.

O R ,

Théoreme [ Sile corps de Riemann h( * m ) est donne par un
a

Iy tyeon @)

systome des substitutions intéerales 1 1, ... V. satisfaisant a Pinégalité:
h 1 29 n

C . il 2 _ f
L l_!__l ] — [ __r_‘ - o N 3
I l] [: i |]:! I| i t—!l)tt Il\;)1[(1 7”7:,,) Lj(l | NlT) ne, ] i ()))

ol 7, est la caractéristique de la configuration a,, a,,.
arbitraire O et n —1le degré des substitutions:

1°1il existe un systéme ,primetef des substitutions différentielles Uy, U,,....U,,
de ce corps, représentant un systéme des fonctions également holomorphes des substi-
tutions 1, V,...., V', dans le voisinage (55):

m
I=41};’)< I/l I/Z!' .. Tm) —
J (I Uyeu. @,

.., @, pour une origine -

(1, 2,...,m)

1 < o S .

~ 97 2 E (V=D =) (0,— DO (a5, - a;), (56)
v=L1 jyJs...7,

les coefficients Q‘”(aj,.a/g,. .., a;) Ctant des combinaisons lindaires des paramétres
de la configuration a,, a,,...,a, & Uorigine b, définies par les relations de récurrence:

Q;,f>(~,~.> =1 pour j==jyi @(az) =0 pour iy Q(ay, s, ... aj,—

K 1,2,...,m)
== —— v V ] ] Y
E s Y (a,...c ) Q0 (rljzﬁ_l...uj“)... l})g,"v.)((ljz q...ajv)-
= lnh, B, l<zl T ‘<"y.-1<" Pt

I(”(a;, (pye + o (t/,!‘)

— 7)

. o PV, T
Il existe la base ,primitire* (ﬁb( H’ al H”'!:r) de ce corps, normale au
¢ Gone s G

"



— 138 —

point b et admettant le systéme primitif (56) des substitutions différentielles, repré-
sentée par le développement:
o (Vile T )
"\Nagayoa]
»n (1,2..m)

7_]__2 ? 1(1)(7 T, }m)‘l(j?" M ],'2...]"“) “j,) V, Vy ...[,,'m).
i , 12. coa ) Napaya, Uy Qyo oot
$/200 Sy

L ag,. g | ). (58)

Démonstration. Siles substitutions 77,77,,....U
tions des dquations

représentent les solu-

m

U U, 0 T
.= QW 172 " ) =1,2,...,m, 59
J K A ] J P (59)
2 m
, R WO UL , \ , S
la base régulicre @, 0 Ll admettant le systéme des substitutions diffé-
(
| ne i

. S . . . GV Ve
rentielles U, U,,..., ", en vertu du théoreme II, appartient au corps S ( al 0 m,
1 Ayenn

et les substitutions U,,(",, ..., {7, forment un systéme des substitutions différentielles
de ce corps. Conformément aun lemme \, 2° les équations (59) admettent des
solutions, se réduisant & zéro pour V;==11), qui sont des fonctions également holo-
morphes des substitutions 17, VV,,..., 1, dans le vosinage (55) de la substitution
identique, représentées par les séries (56). En vertu du théorcme [, expression
(38) donne la base correspondante:

t ety (TR t Maee e |

» med

n

I résulte de la relation (54), que les substitutions:

V.V, ..V AV TV, . . S
1‘”( e "‘) et _l(b{’< toe '“), formant les deux syctemes primitifs des

b Ay Ay. .o (g tlyo oot
ViV,

() .

m n

L - .
substitutions différentielles du corps b( "‘), ainsi que les deux bases pri-

“m

i, |2 A VoV, ..V .,
mitives correspondantes ('),,( 1t "‘Lr) et @,,,( 172 "‘!x , sont lices par
o . a > .
m

1 (.. a, da,.

| ‘e

les relations:

1‘/]( Vllv?-"' )**C 11(/)(] ’.'..ly ) @y(]v V"",'m
”l ((2. .. I/m (Il (l,. .. (1 " Clz «

1 m

@ (11V2...1m[ )C
"\Na, ay... a,

M

(‘,': U (l IZ"' ‘"‘II') — @l,r(l;ll/z‘.‘ l",ﬂi[)), (60)
Y, (

(g (Iyooo tt | Lyt |

m |

Al
au

Le théoréme T[T, donnant les expressions explicites (58) des bases primitives

ViV, ..V . . \ - \

du corps S( * "‘\), laisse tout de méme peut évident le caractore de la
. o

1 2° " m

1) Cette condition est considérée comme caractéristique pour les systtmes primitifs.
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dépendance de ces bases des substitutions intégrales donndes. Pour cette raison
nous avons a transformer les expressions indiquées.
En se servant du lemme IV, 29 nous pouvous représenter la  base

| 00 2R e S . .
(¢] ( 1he “ix ), comme une fonetion des substitutions intégrales, par son déve-
A, « -

| B m

foppement, ordonné suivant les <0mp(>snmns des substitutions V,—1, V,—I/,...1", —1I.
1 en vésulte le théoréme suivant:
0 . . ) If'.z...l”'“i YA l'....V
heoreme IV, La base primitive 6, “le) du corps S ,
a, ay...a, | @ (...
donné¢ par un systeme des substitutions intégrales l',, Voo s V

également holomorphe:
m § N > — I_.l,_
( a, u,. .. am\
£ (1,2,0,m)

- R . R 1 !
T E E (V=D (V=1 . .(V— l)z‘_;‘;””)‘ H(ajdj,. - oaz,[x)  (61).

=1 JiJaed,

est une fonc‘r,mn

n

des substitutions intégrales dans le voisinage (55) de la substitution identique. Cha-
que coefficient H (ajey,. . cay |0) s’exprime par une combinaison linéaire des hyper-
fogarithunes de la premiére ospeee du rang au plus égal

I

H (| o) == Ly (ap o) H(aja),. . oap, | o) = E QN aj) Lyfan | r) -

Iy=1
o (1,2,005m)
! N (s . ha)( g _ l . ).
-+ 2 ‘\-‘ E Oty YOIy, I...«l,zi),..’liﬁ"u)(a,_/_”_‘ 1)
u==2 hyh,.. h\,{ 1:\;11‘:"'<XU_~1’\<\ Y
. III’((I/,‘ Uy o ”h[‘ l . ). (()2)

La transformation effectuée ne change pas évidemment le caractére de la
convergence de la série (58) par rapport a z, ct les séries (61) restent convergen-
tes et présentent la base dans chaque position finie de la surface S(ay, ay,. .., «,), ne
confenant aucun des points ag, dy,. .., @, . Aupoint de vue de la théorie des fonetions
analytiques des substitutions lindaires, le développement (61) met complétement en
dvidence le caractére de la dépendance de la base primitive des substitutions inté-
grales dans le voisinage de la substitution identigue.

Reste encore & précisier le caractere de la  dépendance des coefficients
H (a5, . .a;, | 0) de la configuration des points singuliers. Pour cette raison nous
allons introduire la notion dex Jhyperlogarithmes de la deuxieme espéee“ et, en se
servant de cette notion, nous établirons les relations de récurrence pour les coeffi-
cients indiqués.

9.

/g

Nous allons désigner sous te nom de hyperlogarithimes de la dewriéme espiee
de la configuration ay, ay, ..o a, = o systeme des fonetions

2 (o . % o A — 2 217° ) — DI oy
E (ajitjye ooy \0)s Jigduye oo o= 1,20 my v=1,2,3... (63)
définies par les relations de véeurrence:
_ +
b (s oo I (gt oo S)ds
y N (s 1 N ANV Ji ’ a
Eu; | ) == -~‘ — Fl (e, . oaj | a)=— \ - P (64)

“j X2
(V] G
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D dtant un point fixe arbitraive, distinct des points a,, a,. .., 0, et situé & distance
finie et les intégrales étant prises suivant les bords positifs des coupures fixes
(a;,0). Le nombre » est nommé ,rang® du hyperlogarithme (63). Nous posons le
hyperlogarithme du rang zéro mra] a 1unité.

En vertu du théoréme bien connu, concernant les valeurs limites de Uintegrale
de Cawehy?), aux bords de chaque coupure (aj, by subsistent les rélations:

.
L(a 0505, . .a; | r)— E(aa;a;,. . .a; )=
. T - .
[ 2ril)(a), aj...a; | ) pour j, == j
= (65)
l, 0 pour j, =)

Ces relations déterminent complétement le caractére de la ramification des
hyperlogarithmes de la deuxiéme espéce aux points singuliers a;, a,, ..., a,,.
In se servant des définitions établies, nous allons démontrer le théoréme
suivant.
Théoréme V. En désignant par @ et y deux nombres arbitraires, tels que
l" VoV SV VoV
B3b==7y, le développement de la base primitive U( "“ ::;) du corps b( rhs "'),
Uy Uy @ a, dy... a,
donné par un systeme des substitutions intégrales V,,17,..., 7 . pour le voisinage
(56) de la substitution identique peut otre mise sous la forme:

@b<1;1;. L{) iy )

(ty Gy, ..

o (1, 2,...,m) )’
\ Y > - L

’ z > (I/-‘ [)([f-z“l)"' j' )(h)xt) ]J’(f(//. / B(//.,

V=3 § J'l)ji“'/"l

{3(/] —/

=

fes coefficients étant les hyperlogavithmes de fa deuxieme espéce. Le développement
indiqué présente la base dans chaque portion finie de la surface S(aua,...a,),
n'enfermant aucun des poins d,,a,,. ... -

Démonstration. Conformément & la définition des substitutions intégrales,
il existe aux bords de la eoupure (a; ) la relation:

(Vi Ve V= ViVage o7 WV VI
é)b( ll 2 V171!1.> . (:,)[)( 172 m ].> I (, . I) UI;( m;‘l‘) .
(lr1 Ay (lm (y Ayoo. ay dyoe [l-ml

"ll
Jar conséquent, en vertu du théoreme IV, on a:

m o (1,2..m)
. 1 -
2 2 (] o I) ( l h I) ( l Jam A ) ( I J l) (—2—.7”')7,‘1.1 [F[b(”jo(/jl(,jz' .. (l/‘,“ J) -

J»—l =0 JiJa..

!

— H 3035, -y, | 0] = 1y [
(1,2...0m)
}_‘, P 1) (V1) (V1) (V l)(—~— H ()11 . 112). (57)

T

i

,L
‘MS

1) Ce théoreme a été établi la premitre fois par M. Sokhotski [,Sur les intégrales défimier
etc.* St. Pétershourg, 1873, p. 4]
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Ei vertu de Punicité de la représentation d’une fonction holomorphe par série des
compositions (§ 3), on peut dgaler les coefficients auprés des mémes compositions
dans la relation (67). Il en suit, qulaux bords de chacune des conpures (aj,m)

subsistent les relations:

.

Ho(ajity,. o cay o)y — Hojapag,. . oag | o) =

4+ .
o 2reH(aay,. o0 ) pour ja = } (65)
0 pour jo = .

Iin se servant de ces relations, on démontre aisément 'éaalité:

tj—h t,—"b a,—"b —b

) St — 3 S, — v Ja; — vy pJw—
H(aja,..oaj |r)= a';;(—‘-ilj—‘ 7o 2T o, =1 ot /> (69)

e effet, pour e premier rang, en tenant compte des formules (62), on a:

= T‘A(“j B H//(”ji "'),

tar

Fu supposant, que égalité (69) subsiste pour un rang fixe », on obtient confor-
mément aux dgalités (68) et (63), aux bords de chaque coupure (a;, ) les relations:

Hfaj,aj...0510) —H(a;a...a; |x)=—

| 2xitls Pu—7 By, =7 dr—v Our Jo =j
S —-7/1 T, —b T PO Jg =..
\} 71 o) ‘ a— b
0 pour o /= .
g B Pu—r Be—y
? a,—b " a;—b v b
_ﬁi_
/ Bap—7y  Baj—7 o—y\_
o, ——b a,—>b "’ -
Jo A y— ,) //

(6‘“; — Z\\

0 Fry—
2]”:1,'1,.%(:3“/. I Y
@ ——l) /

’l

== ((j'—l)‘ , 0
|\ ’
\

0 pour j = j,.

pour j==j,,

Il suit de ces relations, que la fonetion:

B(’/. b Buj,

Hya,a;...a;|r)—fi — U
b( oI / ) llj“)—i) N ({/“——i) . y
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est wniforme dans tout le plan de la variable «, La fonction (70), ne pouvant
admettre  que des points singuliers du fype logarithmique '), est holomorphe dans
tout le plan et se réduit & wune constante qui doit étre nulle, car au point == 0
les denx membres de Pexpression (70) sont nuls. Par conséquent, 'égalité (69)
subsiste pour tous les rangs » et les coefficients des développements des théorémes
IV etV sont identiques.

. I YA .
Une base  arbitraive du corps S[ 173 ") est représentable par unc
ap ...,
_ . Pilge o 1 . . o (Ve ] o
base primitive ¢, L | sous la forme: 6, Le JG(r), Ge) ¢tant
 ay...q,, a,a,...a,

ane matrice uniforme dans tout le plan. [l en suit, que les résultats des théore-
mes [T IV et V' dpuisent la question, concernant la résolution algorithmique du
probleme de Riemann, siles substitutions intégrales sont donndes dans le voisi-
nage de la substitution identique.

V. Corps commutatifs.
§ 10.

On recoit les résultats les plus simples et les plus instroctifs, on appliquant
la théorie précédente aux corps de Riemann

Bb< ['1(/2---("‘) ot S(I‘ lvz...lm>
h ’
ay dy. .., Uty .0,

definis par les substitutions différentielles: 7,07, ..., ", ou respeetivement par

Cm?
les substitutions intégrales 17, Vy,. .., 1, produisant des groupes commulatif's.

Avant d'aborder I'étude des corps indiqués, nous avons a établiv les expres-
sions explicites des ¢léments des substitutions: ¥ et X en fonctions de / et des

sléments de la substitution X, { étant un nombre arbitraire. Les ¢léments indiqués

sont déterminés par les relations de la forme: .
7
(s = E O A e T 4 A [y | (71)
r=1
’.
B L G S SR S e B (72)
r=1

1) En se servant des relations de récurrence (45) ¢t (63), on véritie aisement, que dans
Th vaieinao “ fta cinanling map " . )
le voisinage des points singuliers «; et o les hyperlogarithmes ]’b(”,it".i," St | ) et
B, — Bir, — : —~ 1.
/v:ﬂf_“’ T ...ﬁ SRR R it

b k] H
i, —b o, — b o —h e —0b)
I.]l J3 ‘A/ M [ b/

de la premiere et de la deuxitme espéee sont représentables par les développements de la forme;

Y. u.

' . <O /] 1
E’B’» (v — uj) lg" (o — uj) et E\l\%(\.;) ]g&__',
+=0 ~2=0

oir w est un entier non nduatif et P, sont des siries des puissances entieres.
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ait les coefficients « et 3, idépendents de 7, sont des fonetions rationelles des
nombres caractéristiques o, m,,. .., o, , des dégrés, de multiplicité resp. ,,%,,. .., %, .
ainsi que des ¢léments (X}, de la substitution X,

En effet, considérons le eorps de Riemann H( a) défini par une seule sub-
stitution différentielle 7, localisée au point «. En remarquant que:

v fois
—_— 1 L

Lta, ay. . alr) == la*

. Lo . .
il suit du théoreme I et du lemme [1, que la base fondamentale du corps It <”

peut étre mise sous la forme:
woo [S P .
o, Ul ) _wv! *;,,if “«_ (,’ Bite (e a)! (73)
a | ‘ —g T b — b—a) ’

Diautre coté, la base ) = fl)b< a ) l,r est une matrice des fonetions, satisfaisant auw

. . . s dy Y e e
systeme des équations  différentielles: e el se réduisant & 'unité pour
o.r J—

w=0. En exprimant les ¢léments de cette base par des combinaisons lindaires des

r—-a . .
intégrales canoniques des d¢quations indiquées et en posant ivff—=t; "= X, on

obtient les formules (71).
Pour établir les formules (72), nous remarquons, que les paramétres de la
confignration, dans le cas que nous venons de considérer, sont de la forme:
o fols
. _ ()

J— ,‘-'/
5) — \7
Plaa. .. a)= u‘

Conformément au théoréme [I, il en résulte, qu, une substitution intégrale du corps

R U ity ‘osenté ar expression:
W g ) oot représentde par Iexpression:

N @ity
- gl
v=0
En comparant cette expression et les oxpression bien connues des bases re-
culieres dans le cas du corps considéré (v. p.ex. Plemelj, op. cit.), et en posant
. 1 &£l . . -
V=X: i lg p— ==1, on obtieut les formules (72).
Ii résulte de ces considérations, que les ¢éléments des substitutions (X et X’
s’expriment sous forme finie en fonctions rationnelles, exponentielles et logarithmiques
de 1, ainsi que des éléments et des nombres caractéristiques de la substitution X,

§ 11

Nous abordons maintenant les théorémes concernant les résolution algorithmi-
ques  des problémes de Poincardé et de Riemann dans le cas des corps
commutatifs.
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Théordéme VI Si un systeme des substitution différenticlles 17, 17,.. .. 17

v,0,...U . .
définissant un corps R( al a2 a '"), produit un groupe commutatif:
172

1° Ja base fondamentale de ce corps est représentable sous forme finie:

C,0,.... U] z—a \" fi—a,\l r—a \Im
([) 12 mie ) — 1 o2 S nt ""
”( ir) (b——al) (h—({) (/)—am) > (19)

(ty (l.z. o flm

2° les substitutions intégrales 17 du corps indiqué, localisées respectivement,
aux point a;, produisent de méme un groupe commutatif et sont définies par Tes
expressions:

Ve el (=1, 2, om). (76)

Démonstration, On vérifie aisément, que la somme de la forme

(20)() - (29m)
E L(aa;,...a;)7).
JiJzed,

Mendue a toutes les valeurs des indices Jj, jo,. .oy jo=1, 2,...,m, d'une telle facon
,/1 J2s s.) s =y 9 (:
u, fois la lettre a,— p,

que dans chaque ligne: @, a;,. .., a; la lettre «, est répitée
fois,.... la lettre a, —gu,  fois, w;, ty, ..., c¢tant des entiers non négatifs, peut

otre mise sous la forme élémentaire:

r—da £r— xr —a
_,_._'_1__ I(_l'f"l P | Ig!’-q J’ (1_;. .. ](_r!'-m _'l‘____.[.ll’
wlt. ool b—a, = b—a, h—ua
I en suit que:
() ) (2m)
E ]l(,l)(('h"/z' coaty) ==
Jtja-ed,
(’.).Ti)f’:i .
- f Sl .[11 e ‘112 Tt e e e l”j—l = Auj-rl e e e lum p— 0'.
= ;!
0 dans tous autres cas.

Par conséquent, en tenant compte de la commutativité des substitutions U;,

conformément aux théoremes I et IT et au lemme II, on recoit les expressions

suivantes:
e r o
(l)(“lz”'("’i'r)::
Ay, ..@ |
oxr v v r
Ul .. Ubm r—a r—a, r—a
p— N e | Jat 1 lgts 2 oo Jotm —
el [ATANANS S b —ay b—a, h —a,,

. T—ay . Tty . Ty r—a [ xTr—q Uy T a Uy
; ¢ ; % I 0w 2 Xxr —
. ('ll Ig Py (,l-_.lg ... e ™ ]gbw.ﬂm Y e ), .
b—a, b—a, h—ua,

o s] (2.71‘1‘{‘)21/ ol
" L= ; S 7 — ’,_m i,
J A “j.!
1)1‘:0
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En vertu des considérations du § 10, les éléments des matrices obtenues peuvent
otre mises sous forme finie. La commutativité du groupe, produit par les substitu-
tions. V;, suit immédiatement du lemme [IIL

Il résulte du théoréme démontré une méthode simple pour résoudre les sys-

témes des dquations différentielles aux singularités réguliéres

dy

de

Jj=1 J

dans le cas si les substitutions U7; produisent un groupe commutatif: on trouve les
. s - . . (le YjUj .
matrices intégrales )Y . de chacune des équations: ——==—-—"-"- et on obtient la
- 7 dx r— aj
solution générale des équations proposées, en posant: Y =C.Y,.Y,...Y
une matrice constante arbitraire.
Théoréme VIL Sile systéme des substitutions intégrales Vi, V,,...,V, , de=-

/
m?
ViV ..V, . o
“ ], produit un groupe commutatif:
(Li y...a,,

19 la valeurs des logarithmes étant arbitraires, chacune des expressions finies:

;P,b( l/’l VQ.- .. l/}V"l| .L') —

!
4y Qgoo o d

, C étant

i

finissant le corps S(

i

1 1 1
i T e T, iy PR 4
( r—dy )Zm' s 11 ( € — a_z)m £ (x —a,, )2:; 15Tim (77)
frnnd RS ————— oo o f —— MW {9
b—ay, b—a, b—a,

représente une base du corps indiqué réguliere et normale au point b;

2 les substitutions différentielles correspondantes U, localisées réspective-
tment anx points a;, produisent de méme un groupe commutatif et sont déterminées
par les expressions:

R SR _
IJ::—-)—:-[-(/-]g }], J=1,_),...Hl. (f8)

Démonstration. En remarquant que les substitutions (78) produisent un
groupe commutatif, on conclut conformément au théoréme VI, que la matrice (77)
satisfaisant & Véquation différentielle

N m o —— 10' I’
AP, . 2mi °
g BT
dx b d o —a.
=1 J
. i e e 2mi o Ig ¥ - ,
admet les substitutions intégrales: ¢ 27 "=, et, par conséquent, définit une
L ViVe ...V, \ . -
base réguliere du corps b( 'a" " ) En mettant la matrice (77) sous la forme:
a ..
1 7% " ~"m 7

1 g.v;—A«q ,_l ga-,——a, 1 gm~—am
J%mi C b 2% Cb—ay ;2w © b—ay,
F,‘ e h—aty V2 e ay }m T Uy
on concint, conformément aux considérations du § 10. qu’on peut obtenir tous ses
¢léments au moyen des opérations élémentaires, les éléments et les nombres ca-
ractéristiques des substitutions V; étant donnés,
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On obtient le résultat analogue, concernant une base primitive, en considé-
ant le  développement (66) du théoréme V. Iin effet, on établit aisément les
dgalités:

@02 (2m) _
E E(ajy,..oap | r) ==

1 r—a; [/, r—aua; \’ [y —
ES — o — G A ¥ O I [ [\ — ) | 47—
II[.I(,-! e ao—0 (!D ) _Tl, ‘ £ — T 1 l)]

\

et on derit le développement indiqué sous la forme:

2 m |
(o8
AN 2 II(IJ-— [)"J | | r— 1 ! 4
- pa . o [ P\ A — .
s w! 2t T h—a;\2xi 7 h—a, /
v=0 U U=y J=
[ J;ﬂt_ull)
2 b—ua; " B

Daprés le lemme LI, en faisant la sommation. on recoit I'expression (77), ol on
prend les valeurs des log 17;, sannulant pour ;= 1.

Il résulte de 1'¢tude entreprise des corps commutatifs, qu'en effectuant les
sommations partielles des développements hyperlogarithmiques des théorémes I
et \, on arrive aux expressions (75) et (77) d’un type nouveau, la derniére expres-
sion, qui fournit la résolution du probléme de Riemann, restant valable hors du
voisinage de la substitution identique. Nous allons nous servir d’'une méthode ana-
logie dans I'investigation du probleme de Riemann, concernant le cas des substi-
tutions intégrales données arbitrairement.

19/VIL, 1927,
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Anropurmayeckaa Teopud Riemann’osnx Kopnycos.
(Ileproe coobmennc.)
W. A. Nanno-Jauunnescuuit (Jeuunrpan).
(Pezione.)

1. Marpucey ¥, uMeMLyl0 ONPEAeIUTe]Hh OTIMYHBIH 0T TOKJICCTBEHHOIO HYJIL
I COCTOAMYI U3 m? AHAJMTHYECKHX ()YHKUWH, NperepneBaiouX JaHHbE JuHeHHEe
nojceranoBku 1y, V,, 1, npu 00Xofe He3aBHCHMBIM NEDEMEHHBIM 7 (GUKCHPOBAHHBIX 0CO-
{IbIX TOUEK @y, U,,. . .,d,,, ABTOP lOJaraer ,0asmcom Riemann’osakopmyca“, onpene-
ASeMOTO0  CHCTEMOH ,MHTerpajJbHex“ noxeranosox V., V,,..., V, . Beasunit 6asuc ¥,
BHUIIOAHAMHMI peryadpuyio (B cMbiciae I'uchs’a) cncremy JummeliHbx guddepennmain-
HBIX YpaBHeHHil, aBTOP HA3BIBAET ,PeryasdapusiM“. Peryiaapnuiii 6asuc, pPaBHO KAK M
COOTBETCTBYOIMA KOPHYE, MOryT OBITb ONpexeleHsl CHCTeMOH ,JufdepeHnuatbHbix “
noxeranoBok [/,. U,...., U,, COCTABJIGHHBIX U3 KOX((HIHUEHTOB YNOMAHYTOI pery.dp-
HOii cHETeMH Au)pepernuadbuplx ypaBHeHuii. OcHoBHBIME 3ajadamMi Teopunm Rie -
1 2 N N OBBLIX KOPIYCOB aBTOP HoJaraeT: A) ompeje/eHne peryispHOro 6asmnca H CHCTEME
COOTBETCTBYIOIIUX HHTETPAJbHHIX HOACTaHOBOK Riemann’opa xopnyea, 3aTaHHOrO
cucreMoil  guepeHnuAIbHEIX MOICTaHOBOL 1t D) omnpejgenenne peryadpHoro 0asuca
Il CHCTEMB COOTBOTCTBYIOIHX HudpepeHnualbHaX MO0JCTaHoBoK Riemann’oBa Kop-
uyea, 3aTAHHOrO CHCTEMOfl MHTErpaJbHHX HONCTAHOBOK. 3azaun A n b sakmouaior
B ceGe wus3secTHhie 3agaud Poincard¢ m Riemanwa. 9ra 3ajauu uceJegoBaJHCH
/0 €ero BpeMeHH JHIb B ILIOCKOCTH ,TEOPHI CYIIECTROBAHHA“. ABTOD HMeer B BULY
BOTIPOC 00 AJropuT™Max 3¢(eKTHBHOTO IOCTPOEHHA HCKOMHIX (PYHKIUH M IOJCTAHOBOK.

2. Amajnruveckuil ammapaT TNOCTPOEHHS YKA3AHHBIX AJTOPHTMOB JOCTABIAETCSH
Teopueil .,aHAJIATHIECKHX (YHENUA JuHEHHBIX NOZCTaHOBOK“. JlOMOMH:A OGHIYHEIE ONpe-
TedeHus PAUUMOHAJBHEIX omepauuil B o0nacru JuHefHBIX 10JCTAHOBOK (DUKCHPOBAHHOR
¢TeNeHH U ONpefeJeHHeM NpEeLeIbHOro Iepexoja, aBTOP YCTAHABIMBAET IIOIATHE ,TOJ0-
MopdHoii“ (GyHEDAM OT JHHEHHBIX IIONCTAHOBOK, NpPEICTABUMOI ,PAJOM KOMIIO3SHUMIE“
HePEMEeHHBIX IOACTAHOBOK, W PACIPOCTPAHSET HA YIOMAHYTHe (YHENAN HEKOTOPHIe
oTpeeNeHns W TOJOKeHHA OOHYHOII Teopun (YUEUHI KOMIIEKCHHX IepeMeHHHX.

3. DJeMeHTH AJrOPHTMOB 3aza¥ A 1 b, 3aBucAllme OT TEKYIIEro NepeMeHHOro %
I KOHQUTYpauH#d OCOOHX TOYeK a,, ..., d,, NPeICTABIANTCA cucreMoil (yHKImi,
onperelseMHX PEeKYPPEeHTHHIMI COOTHOUIEHHAMH B BHAE WUTepaluil MHTErpaJoB ¢ (HECH-
POBAHHEIM HEKHIM IIpeXeJOM H IlepeMeHHHIM BEPXHHM. JTH (YHKIHEH aBTOD HA3BIBAET
runepJorapa)MaMu nepsoro poxa. I'mmepaorapudmel mepBoro poxa CyTh MHOI'O3HAYHEE
aHQJUTHYECKHe (YHENEH OT x, o0pamaioimecs B JuHeiiHple KOMOMHAUHE TAKHX ke
(pyHrumi npH 00X01e NepeMerHoif x 0COOHX TOUeK «, dy,. . .,¢, . ABTOp JaeT BHIpake-
1A A KO3(hUIMeNTOB YKA3AHHBIX JHHEHHEX KOMOHHANUI, HA3KBAA X ,[FAPAMETPAMU
KOH(UIypanuu“ M yCTAHABJIMBAET BEPXHHE PEHHMIBL MOJYIeli runepiorapuMoB HepBoro
poia H MapaMeTpoB KOHQHIYpaluH.

4. Ilonp3ysich IOHATHAMH M IOJOKEHHSMH, YIOMAHYTHIMH B NI, 2 H 3, aBTOp
JaeT JrOpUTMUYECKOe peleHne 3aJaud A: 0asHC H MHTETPAJbHBIE NOJCTAHOBRU IPE-
CTABJAIOTCA B BHJE ,UHEAHX“ QYHEIUE OT ZAHHHX JupdepeHuraIbHHX TOLCTAHOBOK,
npuuYeM KOd(pPUIHEHTAMH COOTBETCTBYIOIMX PABJIOKEHUH MO0 KOMOO3HIMAM DTAX MOX-
CTaHOBOK ABJAIOTCA: B I€PBOM CJIydae — rHUEPJIOrapa(h)MEl IePBOTro pOIa, & BO BTOPOM —
IapaMerTps KoH(Hrypaumu. ABTOD IPHBOAUT HEPABEHCTBA, YKA3HBAWIIME HA Xapakrep
»POCTA® YHOMSHYTHX UEAHX (GyHRUMHA OT ZHd(pepeHIuaIbHEX MONCTAHOBOK.
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5. UCpamas me:ible (YHRIUT AHPPePeHIIAILHBIX [10,1CTAHOBOK, UPEICTAB.ILIONLTe
uiTelrpalbHble IOACTAHOBEH, aBTOP NOIYYaeT AJrOPHTMHYECKOe pelieHde 3agaud B 1.1
EHTErpaJblhX I0JCTaHOBOK, 3&JAHHHX B OKPECTHOCTH HIEHTHUYHOH mojcranoBru. Basiuc
M JHPEePeHIHAILHEE 110 CTAHOBRE OKA3HBAIOTCA IOJOMODMHBIME (DYHEUHAME MHTE-
IPAJBHEX IO0JCTAHOBOK, NpHYeM KODQ(UINEHTH COOTBETCTBYIOIUX pa3l0KeHull 110
KOMIOBHIIMAM DA3HOCTCH IHTErpaJbHLIX H HICHTHYHOH TOJCTAHOBOK SABJAIOTCA JUHEil-
HBIMH KOMOHHAIIAMU: B IIePBOM CIyyae — IHIepJorapigyMoB nepBoro poja, a BO BTO-
pOM — NIapaMeTPOB KOH(UI'YPALHIL

6. Koapduuuentsl YUOMAHYTHX B I 5 paslokennii GasEca onpexeasioTCs Ipo-
CTHIMII PEKYPPEeNTHBIMH COOTHOLIEHMAMH B BHAe UTepauud lHrerpaJoB Tama Cauchy.
9t (pyHKumE, 3aBHCANIME OT TeKyuledl nepevMenHoi z W OT KOHGUrypauum OCOOGHX
TOYEK d,, ..., (t,, ABTOP HA3HBAET ,THIEPIOTaPH(MAMH BTOPOTO poAa“. 3azada
Riemann’a A1 HATErpaJbHHX HOXCTAHOBOK, 33IAHHBIN B OKPECTHOCTH HIEHTHYHOII
NOJCTAHOBKH, 1101YYaeT TAKHM 00pasoM aJrOPHTMHYECKOE pelleHHe B BHAE PALOB KOM-
n03uiiil pagHocTell XAHHBIX HOJCTAHOBOK H MIEHTHYHOH NOJCTAHOBKH ¢ KO3()(HIHEHTAMI,
ABLAIOMAMUECA THIEP.I0TapudMaME BTOPOTO POIA.

7. llpumenas noxomenuas mir. 4, 5 1 6 8 Riemann’oBuM KopnycaM, oupexe-
JAeMBM  JH(@epeHInaIbuBME HIL MATErpaJbHBIMH  JI0ICTAHOBKAMH, TIPOHSBOLAILMAI
IIPOH3BOJbHBIE KOMMYTATHBHLIE T'PYINIBLI, ABTOp ZaeT BLIpaxeHHd B KOHEUHOM BHIE I
MCKOMLIX (hYHRIME ¥ NOZECTANOBOK.

{Ree. Math. XXXIV:2; 1927)



