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Theorie algorithmique des corps de R i e m a n n . 

(Premiere comm unication). 

Par M. J. A. Lappo-Danilevski (Leningrad). 

I. Problemes fondamentaux. 

§ 1-

Oonsiderons un systeme de m coupures: (aL oo)(a 2 <x),. . . (am oo) 5 joignant le 
point a rinfini a m points fixes a 1 5 a 2 , . . . , am. En faisant c o r r e s p o n d s a chaque 
point aj line substitution lineaire du degre n: Vj= \\ |j ( j = 1, 2 , . . . m), nous 
recevons un systeme de ж substitutions, Jocalisees aux points o^". Nous designons 
sous le nom de ,,systeme des fonctions, appar tenant au corps de Riemann: 

$lviv*-- VA\ (1) 
\ а Л , . . aj 

chaque systeme de n fonctions analytiques: 

Ш, 7 в И , • . . , / > ) « (2) 

satisfaisant aux conditions suivantes: 
1°. dans le domaine , qu'on obtient du plan de la variable x, en excluant 

les points, appartenant aux coupures ( a .oo) , les fonctions (2) sont uniformes et ho-
lomorphes; 

2°. aux bords de chaque coupure (cij^)1) subsistent les relations: 

Ш =- >*&W + 4 h * = 1 . 2 , . . . , » ; - 1 , 2 , . . . , m. (3) 

Le corps (1), traite comme un ensemble de tous les systemes (2) des fonc­
tions indiquees, est ainsi completement determine par un systeme des substitutions 
localisees: Vx, Vm, que nous nommons ^substitutions integrales" de 
ce corps. 

i) En suivant le long de la coupure (ар со) du point cij vers Pinfini. on a le bord positif 
a cote gauche. 



Nous designons sous le nom de »base" du corps (1) chaque matrice propre l ) 
de n% fonctions analytiques: 

qui est uni forme 2 ) dans le domaine ErXj et satisfait aux bords de chaque coupure 
(ojoo) aux relations: 

Si. de plus, etant fixe un point Ъ, on a: 

la base (4) est dite „normale" en ce point 4 ) . 
Chaque systeme des combinaisons lineaires des fonctions de la base (4): 

U(x) = VkiMfM*) + Ч>п(хШх) H h ^ C % i ^ ) ; A: = 1 , 2 , . . . , и, (6) 

a coefficients gt(x), g%(x\. ...gjx) uniformes dans tout le plan, forme evidemment 
un systeme cles fonctions, appartenant au corps (1). Reeiproquement, chaque fonction 
du systeme arbi traire (2), appartenant au corps (1), pent etre mise sous forme (6) 
d'une combinaison lineaire des fonctions de la base, a coefficients uniformes dans 
tout le plan. 

En effet, etant donne un systeme arbitraire (2) du corps (1) et une base 
arbitraire (4) de ce corps, nous determinons n fonctions: 

q (x) = V>ki-i(*)> Ux)> У й ж Ф » - - - » ^ » ^ ) ! . г = = 1 2 n 

' 1 I f t i W v • •> ftnW' Ы х \ ftmW-- ->Ч>ЛХ) Г 

satisfaisant aux relations (6). En vertu des conditions (3) et (5), nous avons aux 
bords de chaque coupure (cij(x>) les relations: 

I v£i№,...i№ J • J p M ( * ) , . . . , Vki-i(x)> %i(x)> 4>кш(х)>- > 4>м*(х) \ 

11 en suit, que toutes les fonctions gt(x) sont uniformes dans tout le plan. 

!) Nous designons sous le nom de „ m a t r i c e p г о p r e" chaque matrice dont le determinant 
est different de zero identique. 

2 ) Chaque matrice dont les elements sont des fonctions uniformes de x nous designons sous 
le nom d'une „matrice uniforme". 

3 ) Nous designons par I la matrice identique dont tous les elements sont nuls, sauf aux ele­
ments diagonaux qui sont egaux a l'unite. 

4 ) Cette terminologie presente une generalisation de la terminologie, introduce par M. D e-
d e k j n d dans la theorie des fonctions algebriques. 
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Par consequent, chaque base du corps (1) determine completement le caractere 
de la ramification de tous les systemes des fonctions, appartenant a ce corps. 

E tan t fixee une base (4) du corps (1) et une matrice arbitraire propre G(x) 
— \\ дш(х)\\, uniforme dans tout le plan, chaque matrice: 

represente evidemment de meme une base de ce corps. Reciproquement, chaque base 

T[ i 2 ' - - - ? m \ x \ du corps (1) pent etre тЫе sous la forme (7), d'une composi-

tion d'une base fixe avec une matrice propre uniforme dans tout le plan, car aux 
bords de chaque coupure (cij со) subsistent les relations: 

<£> / ^ 1 ^ 2 » " * • \~\ 1ф( I 1 2 • • • ^ J _ 
V a1a^...am \ J \ ata%. . .am J 

/V V V НЛ" 1 * / V V V +\ 
V <%a2. . . a m i / J J \ ata2.. .am J 

et la matrice 1 2 ' * ' m\x) &t 1 2 ' * * m ! ^ ) est uniforme dans tout 
V ata2...am \ J \ а ^ . . . а т j / 

le plan. 
Etant fixee une base arbitraire (4) du corps (1), chaque systeme des fone-

d'Vnifa) f o r m e evidemment un systeme, appartenanl (ions: ^ # 
dx dx dx 

a ce corps. En vertu des considerations precedentes, il existe une matrice P(x) — 
— II Ркг(я) ||, uniforme dans tout le plan et telle que: 

ou 
dx 

d_ 
dx 

) 

I 
} (8) 

Pa r consequent, chaque base (4) satisfait a un systeme d'equations diffe­
rence] les lineaires de ia forme (8), a coefficients uniformes dans tout le plan. 

Nous allons designer sous le nom de base „гёднМёге" du corps (1) chaque 
base (4) de ce corps qui satisfait a un systeme regulier d'equations (8) 

OU 

d_ 
dx v \ а ^ . . . а т J \ а Л . . . а т \ } £ х — а/ 

0>) 
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les coefficients u$ [fc, / = 1, 2 , . . n ; j — 1, 2 , . . . , mj etant independants de x 1). 
Ces coefficients forment un systeme de m substitutions: Uj = || que nous allons 
nommer „systeme des substitutions differentielles" de la base (4), localisees res-
pectivement aux points a.. Nous allons dire que le systeme des substitutions locali­
sees Ut, J 7 2 , . . . , Um est un systeme des substitutions differentielles du corps (1), s'il 
existe une base reguliere (4), appar tenant a ce corps, tel le que les substitutions 
U^U^,..., Um forment le systeme des substitutions differentielles de cette base. 

Etant donne un systeme des substitutions differentielles Uj du corps (1), lo­
calisees respectivement aux points a.[j= 1, 2 , . . . , m), la condition necessaire et suf-

fisante, pour que les substitutions localisees aux memes points, forment de 
meme un syteme des substitutions differentielles de ce corps, est la suivante: 

il existe une matrice propre G(x), uniforme dans tout le plan et tel le que 

dx Л x — a. 

En effet, si les substitutions U• et 11. forment deux systemes des substitutions 

differentielles du meme corps (1), les deux bases regulieres гР et Ф de ce corps 
identifient les equations: 

m T r 

2——; ( i i ) 
dx x — a. 7 

ax x — a. 
/ = 1 3 

Or, en vertu de la relation (7), il existe une matrice propre uniforme G, telle que-

Ф ' = WG. Pa r consequent, conformement aux inegalites (12) et (11), on regoit: 

dx dx —a. dx md x — a . 
J=l 3 J=l з 

Reciproquement, en tenant compte de l 'egalite (11), de la condition (10) on re -
monte a la relation: 

/ m U 
dxy — a . 

j=i з 

*) Le corps de R i e m a n n etant donne par an systeme arbitraire des substitutions integrates, 
Pexistence d'une base reguliere suit immediatement des recherches de M. P l e m e l j [Monats-
hcfte fur Mathematik und Physik; Bd 19; 1908; p. 244]. 

2 ) La condition (10) peut etre remplacee par la condition: 

dG у GUj— UjG 
dx j*d x—a.-

i=l J 

car de regalite (10) il resulte: 

dx dx JmU 
G-Wj— UjG'i 

J=l 
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MU^"'a" *) ( 1 3 ) 

•des integrates des equations (9), t rai te comme base reguliere et normale au point 
fixe 6, determine completement, a son tour, un corps de R i e m a n n : 

B/ulut...um\8fv1v%...vn\ 4 
b \ ata^...am J \ aia^...am J 

<car le systeme correspondant des substitutions integrales Vjy localisees aux points 
est ainsi bien defini. Nous designons la base (13) sous le nom de „base fondamen-
tale" du corps (14). II est evident, que tons les corps (14), determines par le 
systeme des substitutions differentielles UVU%,...9 Um, se presentent sous la forme: 

JPVtC-*, cv,cr\....cvmc-i\ 

§ 2 . 

Au point de vue, expose dans le paragraphe precedent, le fondement de la 
theorie algorithmique des corps de R i e m a n n est constitue par deux algorithmes 
.suivants: 

A . l 'algorithme de la construction de toutes les bases et du systeme des sub­
stitutions integrales du corps de R i e m a n n (14), defini par un systeme donne 
des substitutions differentielles localisees; 

B. l 'algorithme de la construction de toutes les bases et de tous les systemes 
des substitutions differentielles du corps de R i e m a n n (1), defini par un systeme 
donne des substitutions integrales localisees. 

Le probleme de la determination des coefficients v$ des substitutions Vj en 
fonctions des coefficients vffi des equations (9) a ete pose la premiere fois par 
Henri P o i n с a r e dans son memoire celebre: „Sur les groupes des equations li­
neaires" 2 ) . L'eminent geometre a etabli, que les coefficients v$ sont des fonctions 
entieres des coefficients u$, sans donner aucune expression explicite de ces fonc­
tions. Les demonstrations directes du theoreme de P o i n c a r e ont ete presentees 
par M. M. P i c a r d 3 ) et S c h l e s i n g e r 4 ) . 

!) On pose G=C dans la condition (10). 
2 ) Acta mathematica, t. 4, 1884, ou „Oeuvres", t. II, 1916; p. 310. 
3) „Traite d'analyse", t. III, 1908; p. 306. 
4 ) „Einfiihrung in die Tlieorie der gewohnlichen Differentialgleichungen auf funktionentheore-

tischer Grundlage", 1922; p. 301. 
Математический Сборник, т. XXXIV. 9 

II existe evidemment une infinite de systemes des substitutions differentielles, 
appar tenant au meme corps. En particulier, si les substitutions UVU2,.,., Um for­
ment un systeme des substitutions differentielles du corps (1), les substitutions 
С~Х11ХС, C^U^C,.. . C - 1 UmC, С e tant une matrice propre arbi t ra i re , r e p r e s e n t e d 
aussi un systeme des substitutions differentielles de ce corps *). 

Un systeme donne des substitutions differentielles Ujy localisees aux points a., 
par le systeme fundamental 
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C'est l'algorithme de la construction effective des substitutions V. qui manque 
encore dans cette theorie. Cet algorithme, ainsi que l 'algorithme de la construction 
des bases qui n 'est d'ailleurs autre chose, que Palgorithme systematise des approxi­
mations successives, se trouvent etablis dans les theoremes I et II (§ 7) de cet te 
communication. 14 

Le probleme В se ra t tache immediatement au probleme bien connu de R i e ­
m a n n , concernant la construction d'un systeme des fonctions, admet tant un groupe* 
de monodromie donne, car, en vertu des considerations du paragraphe precedent , 
chaque base (4) du corps (1) nous donne les expressions explicites (6) de tous les 
systemes des fonctions, admet tant le groupe de monodromie, produit par les sub­
stitutions V v V 2 , . . . , Vm. 

Le fait de Vexistence des systemes des fonctions,, admettant un groupe de 
monodromie donne, a ete etabli par M. M. H i l b e r t 1 ) et P l e m e l j 2 ) — a Paide 
des methodes de la theorie des equations integrales, par M. B i r k h o f f 3 ) — au 
moyen d'une methode des approximations successives — et par M. M. S c h l e -
s i n g e r 4 ) et G a m i e r 5 ) — a Paide des methodes de la theorie des equations, 
differentielles. 

Cependant, dans la l i t tera ture , concernant la question, nous ne trouvons; 
aucune resolution algorithmique du probleme de R i e m a n n , donnant les expres­
sions explicites des fonctions cherchees. Certaines restrictions admises, nous e t ab -
lissons les algorithmes de la resolution du probleme de R i e m a n n dans les 
theoremes I I I , IV, V et VII de cet te communication. Les algorithmes des theore ­
mes III , IV et V (§§ 8 — 9) sont applicables, si les ecarts des substitutions don-
nees de la substitution identique sont bornes. Les theoremes VI et VII (§ 11) 
donnent les expressions explicites sous la forme finie des bases et des substitu­
tions cherchees dans le cas, si I'un des deux groupes — produit pa r les substitu­
tions integrales, ou produit par des substitutions differentielles — est commutat iL 

II. Fonctions analytiques des substitutions lineaires. 

§ 3. 

Les elements donnes ainsi que les elements cherches cles problemes A et B,. 
poses dans le paragraphe precedent, sont cles substitutions lineaires du degre fixe n. 
Par consequent, c'est la notion de la relation fonctionnelle dans le domaine des 
substitutions lineaires qui presente le fondement logique de Panalyse des proble­
mes indiques. 

Dans cette exposition primordiale de la theorie des fonctions analytiques des 
substitutions lineaires nous nous bornerons a etablir quelques notions elementai-
res , suffisant pour fonder les algorithmes principaux de la t h e o r i e des corps 
de R i e m a n n . 

Nous trai tons chaque substitution lineaire X du degre n X= || {X.}k1 \\ comme 
un systeme de n* elements {X}kl qui sont des nombres complexes. Chaque nom-

1) Gott. Nadir. 1905, S. 307 und ff.; „Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen. 
- Integralgleiehungen", 1912, S. 81. 

2 ) Loc. cit. 
3 ) Proceedings of the American Academy of arts and sciences. 1913, t. 49, p. 521. 
4) Loc. cit, 
») C. R. 1925, t. 181, p. 1046. 
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r—l 

i-) ={х-1}ш=]Шг; fc,2=1,2,...,», 

ou dans le dernier cas la substitution X n'est pas impropre et Dik(X) est le 
complement algebrique du determinant D(X)2). En posant equivalentes les n* r e ­
lations de la forme: Lim {X^}kl = {X\kl a une seule relat ion: Lim X ^ = X , nous 

completons les definitions precedentes par la definition du passage a la limite dans 
le domaine des substitutions. Inequivalence de n* relations de la forme 

00 

f Y l / V 1 ^ T 

a une seule relation 
GO 

donne la definition de la convergence des series des substitutions. 
Considerons maintenant ж substitutions variables X l t X 2 , . . . , Xm aux elements 

variables, m substitutions constantes XJ , X ° , . . . , X,„ aux elements constants et un 
systeme des constantes n u m e r i q u e s ^ 0 , ^ j i j S i . . . , j \ ( j l , j ^ " ^ J ^ = 1> 2,...,m; v — 1, 2, 3,...). 
Les n% expressions 

} ^ V ( ^ l X m ) }kl = 
y. ( l ,2, . . . ,m) 

= 2 ^А(ХЛ-ШЧ-Ч)---(Х1\-Ч)}Ш"Л,Л,..,А, (15) 

ou la composition: {(X / f — X ^ Z y , — X J e ) . . . ( Х л — Х ^ ) } и а л , л , . . . , л est egale a a0 

1) Nous conservons neanmoins parfois la notion usuelle 1 pour la substitution identique. 
2 ) On a evidemment: X ^ = X = 1. 

9* 

bre g peut etre t rai te comme une substitution g = Xr aux elements {X\kk = §, 
{X}kl = 0 pour k=hlx). Chaque substitution X dont le determinant D(X) est nul 
nous nommons subs t i tu t ion impropre". Nous designons par X = | | g | | chaque sub­
stitution impropre aux elements {X}kJc = {X}kl = g. Zero est evidemment une sub­
stitution impropre telle que |] 0 || = 0 . Nous designons par | X | la substitution clont 
les elements sont les modules | { X } 7 r f | des elements de la substitution X ; ainsi: 
{I X I } k l = I {X}kl |; fc, 1= 1, 2 , . . .yn. Posons les relations de la forme: \\X\}kl<C 
< < j | Y\)kl on }| X ' | } 7 . z < {| Y\\kl equivalentes a une seule relation | X | < | Y\ ou resp. 
| X | < | Y | . Nommons „voisinage" des substitutions X J X ^ , . . . , X% le domaine de 
toutes les substitutions X 1 ? X 2 , Xm telles que | Xj — X ? | < I || Qj || ( j = l , 2 , . . . , m), 
ou I Xt — X ? I - f I X 2 — XI ] -\ \-1 Xm — X2> | < !| Q ||, Qj et Q etant des nombres 
positifs. 

Ces notations admises, les definitions usuelles des operations rat ionnel les dans 
le domaine des substitutions lineaires du degre n sont presentees par les formules 
suivantes: 

n 
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i) On peut definir la notion de la fonction analytique des substitutions lineaires plus gene-
ralement, en posant: 

F(XV X2i..., X m ) = 
00 (1, 2 , . . . , m ) 

=22 / Я л - 4К!л Л - * Д • • • /Л - л -

oil A sont des substitutions constantes. Cette generalisation est, par exemple, indispensable, si Ton 
veut considerer les „prolongements analytiques" des series de la forme (17). Cependant, le cas 
traite dans le texte est suffisant pour l'exposition primordiale de la theorie des corps de R i e ­
m a n n . 

(1, 2 , . . . , » i ) 

pour v = 0 et chaque somme ^ contient m v membres, qu'on obtient en faisant 

les indices .. ,jv parcourir independamment les valeurs 1, 2 , . . . , m , sont les 
elements de la substitution: 

fx ( 1 , 2 , . . . , m) 

qu'on pent t ra i te r comme un polynome des substitutions variables X ^ X ^ . . .Xm. 
En faisant tendre g vers J'infini, sous la condition de l 'existence de n 2 

limit es 

0 0 (1, 2 , . . . , wi) 

2 2 К ^ Л - ^ № - ^ ) . . . ( Х л - Х Я ) } в а л , А . . . , л , (16) 
v=Oyi ,y . . . . / v 

la substitution 
0 0 ( l , 2 , . . . , m ) 

J P ( X 1 , X J , . . . , X J = 2 2 ( Х Л - х № - ^ ) . . . ( Х л - Х Х ) а / 1 ) Л , . . . , л , (17) 
v=0 J\j%...j\ 

dont les elements sont definis par les expressions (16), pent etre t ra i tee 
comme une fonction analytique des substitutions Xv X 2 , . . . , Xm

 1 ) . Les expressions: 

{ ( х л - х д х л - х х ) . . . (х л -хя) } ы 

sont les polynomes des elements 

(Х.-Х»}К1 [ j = l , 2 , . . . , m ; it, 1 = 1 , 2 , . . . , » ] 

des substitutions Xj — X? a coefficients entiers positifs, car, conformement aux 
formules (15), ces polynomes sont definis par les relations de recurrence: 

{ (х л -хя)(х л -хя) . • . ( Х д ^ - х ^ Х д - х ^ - ) } , ^ 
n 

= ^ {(Х Л - Х ) 1 ) ( Х Л - X I ) . . . ( Х л _ ! - Ч-л) Itr {^л - Щ , 

II en suit que: 
I (хл - x;,). (х л - xx)... (хУ[ -XX) I < I x,, - xj> I. i х л - xj> |... | х л - x£ |. 
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Le nombre positif s etant si petit que Ton vent, la valeur 

des elements de la derniere substitution pour | X , — X J \ = \\QJ—e|| est au moins 
egale a ses valeurs pour \Xj—Ху|<|[(к— e\\. Pa r consequent, la serie 

oo(l»2,...,w) 

2 21 N ' " ^ - £ ) (QA - e) • • • (?/, - £ ) I ЧЛ ЛI 0 8 ) 

etant convergente, les w2 series 

2 2 { 1 Х Л - ^ 1 | . | Х А - Х / ; | . . . | Х л - Х Х | } и | а / 1 Л . . . л | , (19) 

ainsi que w2 series (16) sont convergentes dans tout le domaine des substitutions: 

|X y-X y°|<||e/|| j = l , 2 , . . . , m . (20) 

Sous la condition de la convergence de la serie (18), nous traitons la serie 
(17) comme une nserie des compositions", representant la fonction analytique Y = 
= F(XvXi,..., Xm) des substitutions Xt, X a , . . . , X f n , „1wlomorphe" dans le voisinage 
(20) des substitutions X°17 X0

2,...9X%>. 
En designant par |a< v ) | le plus grand des modules \ a.j\j2yt..,j\ \ et en remar -

quant que: 
(l ,2, . . . ,m) 

2 I х л - x% I. i xh - x% I... i х л - x% i = 

= (Vx 1

, -x 1 |4 . | x a -x s |+ . . . + | x m - x m i h 
on conclut, que la convergence de la serie 

00 

y^n^Q — sy\a^\ (21) 

entraine la convergence des series (19) et (16) dans tout le domaine des sub­
stitutions: 

| Х 1 - Х ? | + | Х а - Х ; 1 + . . . + | Х 1 „ - Х » | < | | р | | . (22) 

Sous la condition de la convergence de la serie (21), la fonction (17) est 
nominee regalement holomorphe" dans le voisinage (22). Si la fonction (17) est 
holomorphe dans le voisinage | Xj—Xj | << || Q \\ , elle est evidemment egalement 
holomorphe dans le voisinage (22). 

De ces considerations il resulte immediatement le lemme suivant: 
L e m m e I: Si la fonction: 

00 

f(g) = 2 a WS v (23) 
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de la variable numerique § est holomorphe dans le cercle: 

1§|<<Л (24) 

la fonction (17) des substitutions X t , X 2 , . . . , X m est egalement holomorphe dans le 
voisinage (22), et, reciproquement, si la fonction (17) est egalement holomorphe 
dans le voisinage (22), la fonction (23) est holomorphe dans le cercle (24). 

Une fonction des substitutions Xv X 2 , . . . , X W , holomorphe dans chaque do­
maine j Xj I << || Q || , Q e tant un nombre positif, si grand que Ton veut, sera desi­
gnee sous le nom d'une fonction entiere. 

II suit des definitions etablies, que chaque fonction analytique (17) de m 
substitutions variables X . du degre n pent etre traitee, comme un systeme de 
fonctions analyt iques (16) de mn* variables numeriques {X^. } M . Les develop-

de ces n% fonctions en series des puissances dans le voisinage des valeurs {#°} u 

sont presentes par les developpements (16), ordonnes suivant les polynomes d'une 
forme particuliere: { ( X / t — X j t ) (Xj2 — X j ! , ) . . . ( X y v — X y v ) } 7 . r A c e point de vue, la 
conception de Г ensemble de toutes fonctions analytiques de m substi tutions varia­
bles du degre n n 'est autre chose, que la conception d'une classe particuliere des 
fonctions analytiques, dependant de wm 2 variables numeriques. 

Les coefficients С des developpements (25) sont des polynomes des coefficients 
a des developpements (16). En calculant ces polynomes de proche en proche, on 
verifie que les relations: 

pour toutes les valeurs entieres non negatives des indices ^ - p , entrainent les re ­
lations a0 = ahj^.j = 0, pour j t , j 2 , . . . , j v = 1, 2 , . . . , m; ^ = 1 , 2 , 3 , . . . II en re-
sulte Vunicite de la representation de la fonction F(Xly X 2 , . . . , X w ) des substitu­
tions X n X 2 , . . . , X w , holomorphe dans le voisinage (20), par la serie des composi­
tions des substitutions X / — X y . 

E n generalisant quelques principes de la theorie des fonctions des variables 
complexes nous allons obtenir les propositions correspondantes de la t h e o r i e des 
fonctions des substitutions lineaires dont nous aurons besoin pour fonder la theorie 
algorithmique des corps de R i e m a n n . Ces propositions se trouvent e t a b l i e s dans 
les quatre lemmes des §§ 4 — 5 . 

Nous considerons d'abord les fonctions analytiques ne dependant que d'une 
seule substitution X . II resulte immediatement du lemme I, que la holomorphie 
de la fonction 

+2 2 Г П h M ^ 

§ 4. 

00 



•de la variable numerique g dans le cercle |g | < p r e s e n t e la condition necessaire 
et suffisante pour la holomorpliie de la fonction 

GO 

F(X) = У. (X — X°ya^ 
jtmm 

<le la substitution variable X dans le voisinage | X — X° | << || Q || . 
L'incommutativite de la composition ne peut etre patente dans les raisonne-

ments concernant une seule substitution X , differente des nombres. L'analogie algo-
rithmique complete entre les fonctions, dependant d'une seule substitution variable, 
et les fonctions de la variable numerique qui en suit est mise en evidence par le 
lemme II. 

L e m m e II . G(rji, ., rjm) etant une fonction entiere des variables rjv rj^. .,rjm, 
si les m fonctions: 

GO 

de la variable numerique g identifient l 'equation: G ^ ^ g ) , ( p 2 ( g ) , . . . , ^ m ( g ) ) = 0, 
les m fonctions 

CO 

9) ;.(X) = 2^)XV 

v—0 

d'une seule substitution variable X identifient l 'equation: 

G(<pt(X), 9 > a ( X ) , . . . , p m ( X ) ) = 0. 

En effet, G{f]y, rjv..., rjm) e tant une fonction entiere arbitraire, on peut ordon-
ner la serie (^(^(g) , .^m(e))? suivant les puissances de g: 

CO 

En operant de la meme fagon avec la serie G(<p{(X) g > 2 ( X ) , . . . , <pm{X)), en vertu 
d e la permanence algorithmique mentionnee, on regoit la transformation formelle de 
c e t t e serie en serie 

CO 

v=0 

ordonnee suivant les puissances de la substitution X . Conformement au lemme I, 
cet te clerniere serie definit une fonction holomorphe dans le voisinage de la substi­
tution zero, e t il en suit l 'existence cle Fegalite: 

00 

G(cfil (X), < p 8 ( X ) , . . , <pJX)) = ^ 0 № • 

Or, sous les conditions du lemme, on a: 0№=(Kl)=pi2) = -. . = 0, et, par consequent, 
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Nous definissons la fonction exponentielle de la substitution X par le deve-
loppement entier 

; = 0 

et le logarithme, ainsi que la puissance generale par les equations: e l g X = X ; 
Xs=eslsx. En se servant du lemme II , on etablit, que la fonction ex admet la 
periode 2ni et qu'il existe des determinations des fonctions IgX et X* differant 
Tune de Г autre par une constante additive 2 Ъ и , ou respectivement par une con-
stante multiplicative e2™ks, к etant un entier arbi traire. Conformement au lemme 

indique, dans le voisinage | X — ^ de la substitution identique on a les de­

veloppements: 

i g x = 2Ш + 2 ( X - 1 ) - ; 

X' - * 2 Ы . V S(S—1)...(S-V+1) _ 

§ 5. 

Les operations de la composition des ser ies , de la substitution des series 
dans les autres series et de l'inversion des series dans le domaine des series,, 
ordonnees suivant les compositions de m substitutions, presentent quelques singula-
rites algorithmiques, concernant la determination des coefficients qui sont entrainees 
par rincommutativite de la composition des substitutions. 

Avant d 'aborder les lemmes correspondants, nous allons faire une remarque 
elementaire sur la majoration des fonctions des substitutions: Si la fonction 

со (1,2...m) 

я(х1,х„...,х я)=2 2 ( х л - * л ) (х л-х;,)...(х /-хЯ)^, л,..., л (26) 
v=0 j\,J2,...,Jv 

est egalement holomorphe dans le voisinage (22), la fonction (17), oil | ajitjit..j,t | <. 
< est evidemment de meme egalement holomorphe dans ce voisinage. Nous 
designons la fonction (26) par le nom de „majorante" pour la fonction (17) dans le 
domaine (22). La fonction (17) etant egalement holomorphe dans le voisinage (22), 
il existe evidemment un nombre positif g, satisfaisant a r inegali te: | a / b y . J <C 

<< ^ny> °u Q' = Q — e> £ etant un nombre positif, si petit que Ton vent. Pa r con­

sequent, la fonction 

oo (l,2,...,m) 

2 У (X.—X9) ( X . — X ° ) . . . ( X . — X ° ) - f — 

GO 

=,2( x— x ; + x - x° -i \- xm— ха у 
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9 
(т x i ~ x ° i + x ~ x ° H h xw— x w\-* 

fournit vine majorante pour la fonction (17) dans le voisinage (27). 
En posant 

I X, - X» I + 1 X2 - X» I + • • • + 1 X» - X» I < II Q" II < || (?' II 

en vertu de la relation: 

2 \ХЛ-ХШХА-Х1\-.\Ч~Ч\^у< 9 ft) 
J\,h-J\ 

on a Tinegalite: 
| F ( X 1 , X s , . . . , X J | < | | f l r ( l - ^ ) 

" \ - l 
(28) 

Nous allons etablir maintenant les trois lemmes, concernant les operations^ 
mentionnees au commencement du paragraphe *). 

L e m m e I I I . Les series: 

GO (U , . . . , ro ) 

^=2 2 ( х Л - А 1 ) . . . ( Х л - Х Х ) а / 1 > л , . . . , л 

v = l j\.Jit...tj\ 

со (1,2, . . . ,m) 
F = 2 2 ( х л ~ х Я ) (xJt-x^...(xl-xi)^...j4 

representant des fonctions U et V des substitutions X t , X 2 , X m egalement holo-
morphes dans le voisinage (22), leur composition UV est encore egalement holo­
morphe clans le meme voisinage et peut etre mise sous la forme: 

GO (l,2,...,w) 

U- ^=22 ( Х Л - Х % ( Х Л - Х-Я) • • • < Х Л - Х л ) / У , л Л , (29) -

ou 

(30> 

i) En demontrant les lemmes suivants, nous construisons les series, satisfaisant formellement 
aux conditions des lemmes, et nous etablissons la convergence de ces series. II suit de la definition 
du passage a la limite dans le domaine des substitutions du degre n (§ 3), que ces deux points, 
sont suffisants pour verifier les egalites correspondantes. 

etant conformement aux lemmes I et I I egalement holomorphe dans le voisinage 

I X l _ x; i -H x 2 - x» н Ы xn - x» \<\\Q' ii (27) 

et se presentant sous forme finie 



D e m o n s t r a t i o n . En faisant la composition formelle des series U et 
F , on regoit la serie (29) dont les coefficients sont definis par les formules (30). 
En vertu des inegalites: 

I ay../,,...Al < 7 ^ 

et 

on a: 

et, conformement au lemme I, la serie (29) definit une fonction egalement holo­
morphe dans le voisinage (22). 

L e m m e IY. 1°. La substitution 

со ( l ,2 , . . . ,m) 

z=^°+2 2 w - w d ( ^ л - ^ - - - ( ^ - П ) ^ , л , . . , л ( 3 i ) 

etant une fonction des substitutions F 1 ? F 2 , . . . , F m , holomorphe dans le voisinage 
des substitutions FJ , Г ° , . . . , Y m , et les substitutions: 

00 (1,2, ..,»n) 

17 = 17 + 2 2 ( * A ~ X J i ) ( Х Л - Х ^ ) . . . ( Х Л - Х 5 > ^ Л Л i = l , 2 , . . . , m ( 3 2 ) 

etant, a leur tour, des fonctions des substitutions ХХХ^.. ,XmJ holomorphes dans 
le voisinage des substitutions X°v X°2,..X£>, la substitution Z est une fonction des 
substitutions Xj , X 2 , . . . , Xm: 

00 ( l , 2 , . . . ,m) 
Z = Z ° + 2 2 ( Х Л - Х Л ) ( Х л - Х 1 ) . . . ( Х л - Х ^ ) 7 л , л (33) 

V = l Jl,h,~;j-, 

holomorphe dans le voisinage des substitutions Х 1 Д 2 , . . .,X?n, les coefficients у 
etant definis par les formules: 

m 

7/,л,..,л=2^:к /А+ 
л 1 = 1 

v (1,2,...,)») 

+2 2 2 «}?..u-^+u..ju---°y + 1 . . , Л > » v 1 ) - w 

2°. Si la substitution Z est une fonction entiere des substitutions F 1 ? F 2 , . . . , F m 

et ces dernieres substitutions sont des fonctions egalement holomorphes des substi-

!) Chaque somme ^ e s ^ etendue a toutes les valeurs entieres des indices 

i < * i < - - - < V - i < 7 

xv satisfaisant a linegalite indiquee. 
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il existe des nombres positifs g et h tels que: 

1 « Л л - • •/, l<- 9 h 

(o'ny' 
OU 

Q' = Q £ et б' = 6 £, 

£ etant un nombre positif si petit que Ton vent. Si de plus: 

I X , - X? I + 1 X , - X§ | + . . . + | X„, - X?» I < II Q" II < II Q' II , 

on a conformement a la formule (28): 

Or, en posant: 

i 7 l < 
" \ - l 

6' -f- mg' 
on satisfait aux conditions: 

) x 1 - x ? | + | x 2 - x ? ! + . . . + | x , 
et 

\Y^-Yl\ + \ Y % - Y 

a la fois. Par consequent, sous la condition: 

I X , — X f | -h |X a — X § | - | - . . . + | X m — 

les fonctions: 

« ! < l l Q' 

Уш | < il o' 

ХЦI <" Q'O' 
б' -\-mg 

, (35) 

9 
Xt—Xi-f-X2—Ху-\-.. . -\-Xm—Xm x-xi>+x 2 -x 2 °-f . . , + X w - X ° 

б'п 

sont des majorantes pour les fonctions: 

Y. 1 7 et Z — Z°. 

tutions Xt,X^...,Xm dans un voisinage (22), la substitution Z est une fonction 
egalement holomorphe des substitutions X 1 ? X 2 , . . . , X W dans le meme voisinage. 

D e m o n s t r a t i o n . 1°. En substituant les series (32) dans la serie (31) et 
en ordonnant le resultat suivant les compositions des substitutions Xj—Xj, on 
obtient 1'egalite formelle (33), ou les coefficients sont definis par les formules (34). 

Les fonctions Yj et Z etant egalement holomorphes dans les voisinages re -
spectivement: 

[ X . - X f | + | X a - X g | + . . . + | X M - X » | < | | ( ) | | 
et 

I Yt - У? | + | Уo, — У2 | + • • . + \ Y m - Y l | < || б || , 



En posant: 

hmV / mVy1 mghU 

on conclut, conformement aux lemmes I et I I , que la fonction W est developpable 
en serie des puissances de la substitution U, pourvu que Ton ait: 

Q'6 

б1
 - j - mg 

En ordonnant cet te serie suivant les compositions des substitutions X. — X}-,. 
on regoit une fonction egalement holomorphe des substitutions X 1 ? X 2 , . . . , X m dans, 
le voisinage: 

a y | Х 1 - Х ? | + | Х 2 - Х 2 ° | + . . . + | Х ш - Х - | < 
б'- mg 

ou a fortiori dans le voisinage (35). 
Les coefficients des a et /9 clans les formules (34) etant positifs, cette fonction 

peut etre t rai tee comme majorante pour la fonction (33). II en resulte que la serie 
(33), obtenue par le procede formel, represente une fonction egalement holomorphe 
dans le voisinage (35). 

2° . La fonction Z etant entiere en Yv Г 2 , . . . , Ym, on peut prendre б ' s i grand 
que Ton vent. Le nombre g res tant fixe, il resulte de la formule (35), que la 
maj oration est valable pour tout le voisinage (22). 

L e m m e V: 1°. Les m substitutions 

GO (l,2,...,m) 

Y J = Y ? + ^ 2 ( X J ~ V H 4 - X X ) . . . ( X / - X ^ a < / l ^ i ; = l , 2 , . ; . , m (36) 

etant des fonctions des substitutions X p X 2 , . . . , X w , holomorphes dans le voisinage 
des substitutions X ? , X § , . . . , X £ et telles que determinant A = \ a ^ \ est different 
de zero, il existe un systeme des solutions X 1 ? X 2 , . . . , X m des equations (36) qui 
est presente par les fonctions 

00 ^1, 2, . . . ,wj 

^=1 /1, A—A 
X , = X?+2 2 ( Y A - Y D ( Y j - Y % ) . . . ( Y J - Y D ^ л (37) 

des substitutions Y v Y^...Ym, holomorphes dans le voisinage des substitutions 
Г? , Г £ , . . . Г ^ , les coefficients W\. . etant definis par les relations de recurrence: 

0U) = ^ ¥ ; 

v (1,2,. . . , '«) 

=2 2 2 w< w 
jx=2 hib^Jip 1 < ^ < - . < ^ _ 1 < 



o u 

et ^Лу est le complement algebrique de I'element de la u-ieme ligne et de la ;-ieme 

colonne du determinant A . 
2°. Les coefficients de l 'equation (36) satisfaisant aux conditions: 

a% = a pour j =jt; dj) = 0 pour j =£jt; | dj).^ | < ^ , 

ой r est un nombre positif fixe, les solutions (37) sont des fonctions de Yx, Г 2 , . . . , У т , 
egalement holomorphes dans le voisinage: 

< i r ( 1 + H ) ] g ( 1 + H ) _ M l | 
nl\ 1 mx j \ mz J mx\ I 

(39) 

D e m o n s t r a t i o n . 1°. Nous posons, pour simplifier I 'ecriture, Xy = Yj = 0. 
En met tant les equations (36) sous la forme: 

GO (1, 2 . . . .W) 

v=2 yt/2.../v 

*et en les resolvant par rapport a X 1 ? X 2 , . . X m , on trouve: 

oo ( l , 2 , . . . , m ) 

v=2 y i / 2 . . . y v 

En posant: 
GO (1, 2 . . .m) 

et en identifiant les coefficients aupres les memes compositions des substitutions 
Г 1 ? Г 2 , . . . , Г ш dans les equations (40), on obtient les developpements formels (37) 
pour les solutions Xj. 

En supposant les fonctions Yj egalement holomorphes dans le voisinage: 

| X . | - f | X a | + . . . + | X J < | | < > | | , 
on a les inegalites: 

\ < - J — 

ou Q' = Q — e, e etant un nombre positif si peti t que l'on veut. Considerons 
requation auxiliaire: 

QO (l,2,...w) 

^ . = ( 7 1 + Г 2 4 - . . . + Г , ) / ? + 2 2 ^ ^ . . ^ A T p L r ( 41 ) 
v=2 ЛЛ-Л 



ой <3> | | ЗФ | - E n posant: U= Uy, V= i\-f- У 2 - j - . . . - ( - F m , sous la condition 

cette equation peut etre mise sous la forme: 

*('-vH'('-v)+' m
2C7 2 

W(> / V ПО / 1 n*Q * 

La racine de l 'equation numerique correspondante 

est convergente dans le cercle: 

(42) 

\v\< 
no' -f- 2m# — 2\/тдпо' - j - т а # 2 

/3m 

Conformement aux lemmes I et II, la serie des puissances de la substitu­
tion F, representant la solution de l 'equation (42), est convergente, pourvu que 
Ton ait: 

no' -J- 2mg — 2 ] / mgno' -f- т1д^ 
nfim 

En ordonnant cette serie suivant les compositions des substitutions Yjf on 
obtient une fonction de ces substitutions, egalement holomorphe dans le voisinage 

y j + i ^ i + . - . + i ^ K no' ~j- 2mg — 2]/тдщ' --)- m2</2 

nfim 
(43) 

Les coefficients des polynomes en aj/X . et /?(/>, representant les /9<А /. au 

moyen des formules (38), etant positifs, cet te fonction peut e t re t rai tee comme 
majorante pour les fonctions (37). II en suit, que les fonctions (37) sont egalement 
holomorphes dans le voisinage (43). 

2° . Dans le cas particulier, l 'equation auxiliaire (41) peut e t re ecrite sous 
la forme: 

GO (l,2...w) 
| a | . Z 7 i = y i + r a + - - - + r m + 2 2 

*'=2 / i / s . . . / , 

ou, en posant: | a | U,— W, sous la forme: 

— w 
IF = F + e — —, W— I. 

La solution de l 'equation numerique correspondante 

1 1 / 1 1 m r \ > l«F "' 
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III. Resolution algorithmique du probleme de P o i n c a r e . 

§ 6. 

Les elements de l 'algorithme du probleme A, dependant de la variable x et 
de la configuration des points singuliers a19 a^...am, sont representee par un sy­
steme des fonctions de la forme: 

h(ch\ak---4>\x)'i J i J w ' > h = l - > 2 , . . . , m ; v = l , 2, 3 , . . . , (44) 

definies par la relation de recurrence: 

Гх dx CxLb {cijflji. . . dj _ г I x) dx 
Lb(ah\x) = J ^ Z I ^ ; Lb(aJ\4--aJ\-i ch\\*) = ) h x^aTj ' ^ 

Ъ etant un point fixe a distance finie, independant de x et different des points 
singuliers 2 ) . Nous appellerons ^hyperlogarithmes de la premiere espeeeu de la con­
figuration av a 2 , . . . , am le systeme des fonctions (44). Le point b est nomme 
J 'o r ig ine" et le nombre v—„rang" du hyperlogarithme (44). Le hyperlogarithme 
du rang zero sera pose egal a l 'unite. 

En excluant du plan 6 de la variable x les points, appartenant au systeme 
des coupures (aj7 GO), nous recevons le domaine 8^, dans lequel tous les hyperlo-
garithmes du systeme (44) sont uniformes et holomorphes. Quand la variable x-
decrit un contour ferme, croisant quelques coupures ( a G O ) , chaque hyperlogarithme 
du rang v se transforme en une combinaison lineaire des hyper]ogarithmes des rangs 
au plus egaux a v. Le caractere indique de la ramification des hyperlogarithmes 
est etabli par le lemme suivant: 

L e m m e VI . Les valeurs des hyperlogarithmes aux bords de chaque coupure 
(aj,co) sont liees par la relation: 

Lb (ah a h . . . ah_x а л | x) = Tf(akah. . . a / v - 1 au) + 

+ m\ajflh• • • L b ( % ! « ) + • • • + L b К
 ah • « A - i a A \ x ) + ( (46) 

1) On demontre aisement, que le rayon de convergence de la solution cherchee est donne par 
1'expression indiquee, en se servant de la formule de B u r m a n n - L a g r a n g e et en presentant 
cette solution sous la forme 

:|«J GO ( У / - 1 ) (y+i) 

mz mz mz 
2 ) Les fonctions de la forme (45) ont e'te mentionnees par H. P o i n c a r e (loc. cit.). 

s'annulant pour rj = 0, est representable par la serie des puissances de /7, conver­
gente dans le cercle 

h i < ( i + ^ J ) ] g ( i + L - i ) - - 1 ) -
1 " \ 1 mz I \ mz j mz 

Par consequent, 1'inversion est valable et les solutions (37) sont egalement 
holomorphes dans le voisinage (39). 



les coefficients P^K^a^.. .a^) ne dependant que de la configuration des* points 

av a2,.. ,am et etant donnes par les expressions: 

FJ\ajpjt...aj aj) = dx, (47) 
J(«j) ж % 

ou 1'integrale est prise dans le sens positif, suivant un contour arbi traire (a.) qui 
commence et finit au point Ъ et n 'enferme qu'un seul point singulier a.. 

D e m o n s t r a t i o n . Fixons une suite arbitraire des points singuliers: 

ou les points ад , aHY..MJY_X sont distincts du point ô . et aJx = ajy et designons 

par AaLb(aJX aj2...a^\x) la difference: Х 6 ( о д О д . . . a y j ж) — Lb(aAaA-. .a ,Ja?) des 
valeurs de Lb (a^cij,.. .a^\x) aux bords negatif et positif de la coupure (aj9 oo). Si 
Ton a r < я le lemme est evident, car on a: AajLb {ajv a y s . . . a y j л?) = 0. 

Dans le voisinage de chaque point x de la coupure (aJy с о ) , distinct du point ajy 

+ 

les deux valeurs Lb(aJ-l а д . . .a^\x) et Lb (a 7 l « д . . .ay v | x) sont des fonctions holo­

morphes de x, et, par consequent, les operations et Aa, sont permutables . I! en 
OJX J 

resulte que 
^ \ - Lb (аЛ> 4 • •. «y x_! «/ x 1 ж) = 4 y = 0 

e t AajLb(a/oaA- • •а;х-1

аА\х)=р{ъ/)(аЛ>аЛ- • -ah-iah)> o u PiJ4aA-• •%) e s t , m e v a l e , l r 

independante de x. Done, la relat ion de la forme (46) est etablie dans le cas v—x. 
E n supposant, qu'elle subsiste pour une valeur fixe de l'indice v > x, on a: 

d . T , . . Lbi.ahah---aJ,\x) 
TxK.h (ahaA..,ал«л+11 x) = Aa. = 

1 . , + 

oil tous les Pb

J)(cij\... а/ ) sont des valeurs independantes de ж. En integrant , on 
obtient: 

A«jLb(ahah. • • »yv «y v + i I x) = P[

b

J){ahah.. . а / у ал+1) + Р ^ ) ( а л а л . . . a / v ) £ ь(ал + 11 x) + 
-r + 

+ р(ЛаА ah • • • « / v - i ) а Л+11 + • • • +
 FiJKaA) L b К • • • aA a / v + i l 

II en resulte , que les relations de la forme (46) subsistent pour toutes les 
valeurs de l'indice v. 

II ne res te qu'a etablir les expressions pour les coefficients P ^ K ^ . . . ^ ) . 
Fixons un point § et un contour (aj) qui commence et finit au point g et n'enferme 



qifuu seul point critique a.. En par tant du point g avec la valeur 1*ь(аАа^. . .aJt | g) 

et en suivant le contour (cij) dans le sens positif, conformement a la relation (46), 
on revient au point g avec la valeur: 

m<wijr • W * / / * / , . . . A , K l s ) - f • • . + ^ / } K ) • •<'/,!£) + 
-!- Lu(aJ\aj\- --f%\ Si­

ll en resulte, еще: 

Г LAo.j-aj,. . .а,- Ax) 

/ V ' K ) / . . ( ' ' л - - - ' ' / / ? ) • 

Or, en posant s = b, tons I е hyperlogari thmes au cote droit s'evanouissent, et 
il res te la relation (47). 

En vertu du lemme demontre, la ramification des hyperlogarithmes est deter-
minee par les coefficients P[J\(b\aj% - - - aj) m dependant que de la configuration 
des points at a2. . .«- m . Nous appellerons ces coefficients ^parametres de la configu­
ration aly aty. . ,aM" *). 

Chaque hyperlogarithme de la premiere espece Lb(ajpj%.. .ay-v |\х)щ sur le plan 
€ d e la variable x, est evidemment une fonction multiforme de x9 dont on obtient 
t o u t e s les valeurs, en faisant les prolongements analytiques du developpement: 

\ — D J : = CA (•* — Ь ) l ч (* — hY - f • . -, 

pour le voisinage de Forigine b, suivant tous les chemins possibles sur £. On pent 
t ra i ter chaque hyperlogarithme du systeme (44), comme une fonction uniforme sur 
la surface de superposition universelle (Z(av a>2,...am), pour les points singuliers 
av a 2 , . . . a m o o du type logarithmique. L'origine b etant fixee sur Fun des feuillets 
de la surface 2 (at, a 2 ? . . v ^ m ) , nous allons etablir les bornes superieures des modules 
des hyperlogarithmes aux points de cette surface, distincts des points a19 a 2 . . . , « w o o . 

Si le point x de la surface !Z(av a^...am) peut etre lie a Forigine b par 
no chemin IF, passant sur cette surface, dont la longueur est б et dont la distance 
des points at, . . , am est au moins egale a 6, il subsiste F mega-lite: 

v\ \6 

En effet, pour le premier rang o n ' a : 

i) On peut exprimer les parametres de la configuration par des combinaisons lineaires des 
valeurs des hyperlogarithmes aux points singuliers. Cependant, les expressions du texte sont suffi-
santes pour Г exposition priraordiale de la theorie. II est clai'r, que les hyperlogarithmes et les 
parametres de la configuration, appartenant aux systemes definis par des origines diverses, soni 
lies par des relations lineaires. 
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et , en supposant que 1'megaHte (48) subsiste pour le rana; fixe r on trouve: 

I ) ! W 

Nous allons appliquer la meme methode pour evaluer la borne superieure des 
modules des parametres de la configuration. En designant par 6{p la longueur de 
Tun des contours (aj) du lemme VI et par d(p sa distance minimale des points 
al9 a.Z9.. .,am, on a en vertu de la relation (48) I'inegalite: 

(It 

En designant par Alh[(a1)9 (%), . . .(",„)] la plus irrande des valeurs: 

М Ы / 

nous nommons „caracteristigiie de la configuration a{9 a.l9. .., am pour I'origine />" la 
limite inferieure rb(ai9 a 2 , . . ,,am) des valeurs de J/,, [(",)» (a*),.. .(«,„)] pour toutes 
les formes possibles des contours indiques (a{)9 ( r c 2 ) , . . . (<7m). 

La borne superieure des modules des parametres de la configuration est evi­
demment definie par I'megal'ito: 

| i Y ' K « y , "yOK^j К ( « „ " * , - • • • " , „ ) ] ' : y = l , 2 . . ( 4 9 ) 

On a toujours zb(ava^ . . . / / - т ) > 2 л \ ear Щ)(а^ =2жь pour ,y = , / i e t ^}(a/i) = ̂  
pour j=^jt' En particulier, si, outre le point a Tinfini, il n 'existe que deux points 
singuliers: a. et <7.„ on a: r (гг., r/.,) — 2л. 

§ 7. 

En se servant des lemmes demontres, nous etabl irons deux theoremes fonda-
mentaux qui donnent la resolution algorithinique du probleme de P o i n c a r e . 

T h e о r e in с I. La base fundamental e Ф, ( ^ 1 ^ 2 *' ' ^ m I x \ du corps 

" \ a. a.,. . . a 

donne par un systeme des substitutions differentielles UVU^ . . -,Um* localisees a u x 
points al9 a 2 , . . ., am, est une fonction entiere de ces substitutions: 

( l ,2 . . .m) 

^+2 2 вд-.-••OAOW,-.•«/>),. (so) 
v. 1 a m ' ' 
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les coefficients etant des hyperlogarithmes de la premiere espece. Le developpe-
ment (50) converge uniformement par rapport a x et represente la base dans chaque 
portion finie de la surface @ ( я 1 ? <7 2 , . . n 'enfermant aucmi des points ava^.. . , a m . 

D e m o n s t r a t i o n . En vertu du lemme I et de la formule (48), on etablit 
immediatement le caractere indique de la convergence de la serie (50). En remar-
quant, que: 

dx b \ at «.z... am\ l 

m QO ( l ,2 . . .w) 

L 
dx [и-22 2 , : j ^ u - J ' j ^ J L ^ i f l j ^ j \ ^ \ 

( l , 2 . . . w ) 

у г/, a , , . . . atu J x — a/ 

on acheve la demonstration. 
En prenant dans les series (50) les coefficients hyperlogarithmiques a 1'origine 

b', onobtient la base fondamentale: Фь, ( ' 1 ̂  ~"' m ! .A du corps R,A ^^••••Е'иЛ 

II est evident, que les deux bases mentionnees sont liees par la relation: 

b V «i 

Toutes les bases du corps i? A / ' 1 ^ * ' ' ' ^ m ) sont enfermees dans la formule: 

U x i r - . . ? m ji \ ou G(x) est une matrice propre arbitraire uniforme 

dans tout le plan. II s'ensuit, que la question concernant la construction algorith-
mique d'une base arbitraire du corps de R i e m a n n , donne par un systeme des 
substitutions differentielles, est epuisee par, le theoreme I. 

T h e o r e r n e I I . Le corps de R i e m a n n Bb ( ^l ^ * * * ' Â etant donne par 

V ax . . . am j 
un systeme des substitutions differentielles 1<\J't (/.ж, localisees au к points 
^ , a 2 , . . . , a w , les substitutions integrales VVV^ . . . , Vm de ce corps, localisees res-
pectivement aux niemes points, sont des fonctions entieres des substitutions diffe­
rentielles, representees par les developpements: 

V «i <h •••aJ 
oo (1.2 m) (52) 

dont les coefficients sont les parametres de la configuration av a 2 , . . . , a m . 

10* 
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D e m o n s t r a t i o n . En se servant du lemme I et de la formule (49), on 
oonclut que les fonctions (52) sont entieres par rapport aux L\, U & . . . , U m . Con-
formement an lemme III et au fheoreme I, on a: 

x (l,2,...,m.) 

X J ( l , 2 , . . . , m ) 

•[/+2 2 ^ , б 7 , . . . Г / Л ( « У 1 « л . . . « / , | . г ) ] = 

G O (l,2...m) 
= I + 2 2 ' ' / . ' л - - - / , , 

v=l у',/,.../, 

. [ f f W . . « A ) + i f W , • • • «л_,)А(«л I *) + • • • + 
- r ^ ( « л ) L b ( a h • • •« ; , ! x ) + Lb(AJ, • • • « / , ! * 

(53) 

D'apres le lemme VI, aux points x et x de la coupure (#,•,*>) subsiste la 

4-
relation: 

P\!\ah... «A) - f Р ^ ( а л . . . « Л ^ ) £ Ь ( « Л г # Л К ) ^ ( « Л • • •«Л I *) + 

4 - А К • • • % I*) = • • • «л I •'') • 

Far consequent, en faisant dans la formule (53) x = x, on a aux bords de la 
coupure (av G O ) la relation: 

II resulte de la relation (52), que les substitutions integrales 

des corps 

4 «, « * . . . «,„/ v
 aJ 

sont, Jices par les relations: 

o(J)( ' i ' a - • • ' 
V a, « , . . . aJ \ at a , . . . а м / 

E n se servant des considerations du commencement du § 5, du lemme II et 
des formules (48) et (49), on verifie aisement les inegalites: 

\ф( rx.-..гл 

Гь \ a, a,... a / 
1 * 1 * m ' 

\<e' 
I 

1Ф / ^ • • • Ь Ч Л | < 

ant) 
! т 

ou I f/J + l ^ l EL I! Q\ 
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IV. Resolution algorithmique du probleme de R i e m a n n pour le-
voisinage de la substitution identique. 

8 8. 

Des theoremes I et I I resolvant le probleme de P o i n c a r e , il suit immedia-
tement le theoreme I I I qui nous donne la resolution algorithmique du probleme 
de R i e m a n n , sous certaines restrictions concernant les ecarts des substitutions 
integrales donnees de la substitution identique. 

T h e o r e m e I I I . Si le corps de R i e m a n n s( * 1 ' ' ' ^ >A est donne par im 

systeme des substitutions integrales \ \ , Г 2 , . . . Vm satisfaisant a Pinegalite: 

|'-.-|+|^-ь-+|'-.-1<!:К('+^)Ч'-ь^)-^]|-р" 
ou rb est la caracteristique de la configuration av % , . . . , am pour une origine 
arbitraire b et n — le degre des substitutions: 

1° il existe un systeme ,,primitif" des substitutions differentielles UlyU#.. -JJm 

de ce corps, representant un systeme des fonctions egalement holomorphes des substi­
tutions Vv V v . . . , F n dans le voisinage (55): 

vo (1.2,...fm) 

,=l J\J\...J.} 

les coefficients Q{

b

J){cij0 « / 4 , . . . , a / v ) etant des combinaisons lineaires des parametres 

de la configuration -al9 a.#..., am a 1'origine b, definies par les relations de recurrence: 

WK<b\) = 1 Pour j =Jt: Qb')(aA) = 0 pour Q\p{ah a/r ... a A = 

v ( l ,2, . . . ,m) 

r2 Й,Л, . .Л М > l < * i < . . . < V - l < v 

(57) 
(2jri)<* 

э . II existe la base „primiHveu в A ' 1 ' ' " * ™ de ce corps, norma le ; 

Ces relations etablissent l e caractere de la „croissance" des fonctions entiere s 

/ l x l >. . . I m j \ f ^ ( / ] / Г>4 12- • • f „Л d substitutions Г . , Г., V . 

Les t h e o r e m e s I et I I donnent evidemment la resolution algorithmique com­
plete du probleme de P o i n c a r e . 



point Ъ et admettant le systeme primitif (56) des substitutions differentielles, r ep re ­
sentee par le developpement: 

( l , 2 . . . w ) 
4 « , « , . . - " „ , 1 / 

• A K ^ ' - ^ k ) - ( 5 8 ) 

D e m o n s t r a t i o n . Si les substitutions l\J±y...Xm representent les solu­
tions des equations 

' V ^'Zr'.r) . ' = 1 . 2 , . . . , » ц (59) 

la base reguliere Ф,/ ' 1 ^ 2* * * ̂  m U \ admettant le svsteme des substitutions diffe-

\ 1 2 Hi i ' 
a i a ' 2 " - (lnJ 

et les substitutions UVU^ . . . , Г м forment un systeme des substitutions differentielles 
de ее corps. Conformement au lemme V, 2°, les equations (59) admettent cles 
solutions, se reduisant a zero pour V. = I 1 ) , qui sont des fonctions egalement holo-
hiorphes des substitutions Vv F a , . . . , Vm, dans le vosinage (55) de la substitution 
identique, representees par les series (56). En vertu du theoreme I, l 'expression 
(58) donne la base correspondante: 

V «i • • '•'•„, 1 / V a i • • ", и I / V " i • • « f l l 1 / 

II resulte de la relation (54), que les substitutions: 
. / V V y . . . V \ . I V V>. . . V \ 

A\J'H 1 ~ m ) et A\JA 1 2 ' * m I, formant les deux systemes primitifs des 

substitutions differentielles du corps 1 ' * * шV ainsi one les deux bases pr i -

/ ) et 1 '
 > m L A sont liees par 

mitives correspondantes в, / ' 1 ' 54' * 

les relations: 

, « л / • • K » ) = П Л ( Г - • • ''-Лс-; в , ( ' • • • '•- , ) = 
« , Г ' Г — Г - ,)г. 

OU 

С = в, ( 1 1 1 2 ' * Л « ! ft,, ( ' 1 ^ • ' Л w | Ь ) • (60) 

Le theoreme H I , donnant les expressions explicites (58) des bases primitives 
IV V V \ 

du corps Si 1 *''' m ) , laisse tout de meme peut evident le carac tere de la 
\ 1 A HI 

Cello condition est considerce comme caracteristi<]iie pour les systemes primitifs. 
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l 
(2x0' 

X (1 ,2 m) 
•2 2 ( О ' ' л - / ) • • • ( ' 7 - О j ^ , "<,("A«J.• • •"/.!•-.) (61)• 

des substitutions integrales dans le voisinage (55) de la substitution identique. Cha­
que coefficient Hb((tjta/9.. . " / v j x) s 'exprime par une combinaison lineaire des hyper­
logarithmes de la premiere espece du rang au plus egal a r: 

я . К ! •<•) = £„(«/,! • • •«/, I •') - 2 • • «л) A K I •') + 
(1,2 «<) 

+2 2 2 ^ ' ^ г » ^ ) ^ " / ^ , » - ^ » - ^ ' ^ + 1 . . . « / > 

La transformation effectuee ne change pas evidemment le caractere de la 
convergence de la serie (58) par rapport a x, et. les series (61) restent convergen-
tes et presentent la base dans chaque position finie de la surface a%,..., am), ne 
nontenant aucuu des points а 1 ? я 2 , . . . , am. Au point de vue de la theorie des fonctions 
analytiques des substitutions lineaires, le developpement (61) met compJetement en. 
evidence le caractere de la dependance de la base primitive des substitutions inte­
grates dans le voisinage de la substitution identique. 

Reste encore a precisier le caractere de la dependance des coefficients 
H^aj^. . .a./ I ./;) de la configuration des points singuliers. Pour cette raison nous 
allons introduire la notion des .,hyperlogarithmes de la deuxieme espece'- et, en se 
servant de cette notion, nous etablirons les relations de recurrence pour les coeffi­
cients indiques. 

Nous allons designer sous le nom de Jiyperlogarithmes de la deuxieme espcoe 
de la configuration at,a^.. . , " m

u le systeme des fonctions 

Eu(AJ\ah• • • aUS - / ; ) ' Л>Л>• • • >.'h = 1 , 2 , . . . , Щ v = 1 , 2 , 3 , . . . (c,3) 

defin.ies par les relations de recurrence: 

4 « j I *) = — 7 3 7 ? Я *К " / / ' л • • • "л I = — - <s. / —' ( b 4 ) 
J J o 

dependance de ces bases des substitutions integrales donnees. Pour cette raison 
nous avons a transformer les expressions indiquees. 

En se servant du lemme IV, 2°, nous pouvous representor la base 

(j, ( * l^ *' *" * m \ x \ comme une fonction des substitutions integrales, par son deve-

loppement, ordonne suivant les compositions des substitutions Vx — I, F 2 — . / , . . . F m — L 
II en resulte le theoreme suivant: 

T h e о r e m e IV. La base primitive в, ( * 1' 1 ш\x) du corps s( *1 ' ''1,1 \ 
h\ at ай... am\ J \ ax a±... aJ 

donne par un systeme des substitutions integrales Vv F . , . . . , F w t , est une fonction 
egalement holomorphe: 
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*) Ce theoreme a ete etabli la premiere fois par M. S o k h o t s k i [,Sur les integrales defiaies 
etc/* St. Petersbourg, 1873, p. 4]. 

Ь etant un point fixe arbitraire, distinct des points iil,a.i,...,am et situe a distance 
finie et les integrales etant prises suivant les bords positifs des coupures fixes 
(cip b). Le nombre v est nomme „rang" du hyperlogarithme (63) . Nous posons le 
hyperlogari thme du rang zero egal a 1/unite. 

En vertu du theoreme bien connu, concernant les valeurs limites de Г integral e 
de C a n e h y 1 ) , aux bords de chaque coupure (a., b) subsistent les relations: 

4 . 
Еь(aJflJflh• • • aA I *) — Ц,{анаиан• • • aui ) = 

j 2xiEb(ahah...aj^-j) pour j , = j 
= > (65) 

I 0 pour j 0 =f=j 

Ces relat ions det ermine nt coinpleteiueul le caractere de la ramification des 
hyperlogari thmes de la deuxieme espece aux points singuliers av . . . , am. 

En se servant des definitions etablies, nous allons demontrer le theoreme 
suivant. 

T h e o r e m e Y. En designant par ft et у deux nombres arbitraires, tels que 

рЬфу. le developpement de la base primitive Bb( ' 1 * '2'" ^ 

donne par un systeme des substitutions integrales Vt,V^.. .,Vm, pour le voisinage 
(56) de la substitution identique pent etre mise sous la forme: 

</,̂ ::«i:!'fH+ w 
1=ij\j*..j.t V ь — * aj—Ъх—ЪГ 

les coefficients etant les hyperlogarithmes de la deuxieme espece. Le developpement 
indique presente la base dans chaque portion finie de la surface ^(а^.л. . .am), 
ivenfermant aucun des poins (i^a^.. .am. 

D e m o n s t r a t i o n . Conformement a la definition des substitutions integrales, 
il existe aux bords de la coupure (a., со) Ja relat ion: 

6 V at ff.2. . . aJ J "\ я , . . « J / v 3 ' " \ a t . . a J / 

Par consequent, en vertu tin theoreme IV, on a: 

m -JO (1 ,2. 

2 2 2 O W ) O W ) ( > W ) . . - ( J 7 - 0 ( 1 i , + 1 TOw/,.• . « Л Й -

— Щ(ЧАк<Ч^ • • «Л I •'')] = 'V— / ~ 
oo (l,2...w/) 

+ 2 2 ( Г / - 7 ) {Vj-l) ( Г Л - / ) . . . ( F , - Z ) Hb(aAaA.. . « / v | * ) . (67) 
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En vertu de 1 unicite de la representation d'une fonction holomorphe par serie des 
compositions (§ 3), on peut egaler les coefficients aupres des memos compositions 
dans la relation (67). II en suit, qu'aux bords de chacune des coupures (я . ,ао) 
subsist ent les relations: 

-]-

2лШь(аАа/г . . alt | x) pour ,/ 0 - j , 

0 pour j 0 • ,./• 
(68) 

Ел se servant de ces relations, on demontre aisement 1'egaiite; 

•rr • , ч r , / pV/ , -—v Aa-— у r^/ / — у Л.г*— v \ 

"-*>Ь2=£- -^=f-• • • J:-', .-;-/)• («" 
En effet, pour le premier rang, en tenant coiupte des formules (62), on a : 

car 

dx j X (t • 

En supposant, que 1'egalite (69) subsiste pour un rang fixe r, on obtient confor-
mement aux egalites (68) et (6-)), aux bords de chaque coupure (a., со) les re lat ions: 

l о 

E 4'»' 

РОИ!' ; ) b = ;}. 

Pour .y0 r j . 

fix — 7 

4 

a-j — b 

) 

I о 
V 

$<*h — 7 
ajt — b 

$aj\ — 7 
aj\ — ^ 

pour ;) = 

pour ,/ / ф . 

II. suit de ces relations, que la fonction: 

И (а а п ЧЛ U (PaJ—r $4—7 ij(Jj\—7 \i3.i 



est uniforme dans tout le plan de la variable .r. La fonction (70), ne pouvant; 
admettre que des points singuliers du type logarithmique *), est holomorphe dans 
tout le plan et se redu.it a une constante qui doit etre nolle, car au point .> о 
les deux membres de l/expression (70) sont mils. Par consequent, Legalite (69) 
subsiste pour tons les rangs r et les coefficients des developpements des theoremes 
IV et V sont identiques. 

Une base arbitraire du corps s( ' ^ 2 " * ' ' m \ est representablo par une 
V ai a±.. . .аш J 1 1 

base primitive 6bl 1 1 1 2 " * 1 ,n\x) sous la forme: &J 1 1 12*' ' 1 M \Ao(.r), G(x) etant 

une matrice uniforme dans tout le plan. II en suit, quo les result ats des theore­
mes I I I , IV et V epuisent la question, concernant la resolution algorithmique du 
probleme de R i e m a n n , si les substitutions integrales sont donnees dans le voisi­
nage de la substitution identique. 

V. Corps eommutatifs. 

On recoit les resultats les plus simples et les plus instructifs. en appliquant 
la theorie proctkiente aux corps de R i e m a n n 

i: l • • ' • • ) ... si '".''-•'V). 

definis par les substitutions differentielles: L\, C r

2, . . . , I7tn, ou respeetivement par 
les substitutions integrales 1^, U 2 , . . . , U m , produisant des c/ronpes comtmifatifs. 

Лvant d'aborder Tetude des corps indiques, nous avons a etablir les expres­
sions explicites des elements des substitutions: tx et X е en fonctions de t et des 
elements de la substitution X, / etant un nombre arbi traire . Les elements indiques 
sont determines par les relations de la forme: 

r=l 

! A"!,, = y.a'tW + Wt + •" • : № " ' v 4 (72) 

*) En se servant des relations de recurrence (45) et (65), on verilie aisement, que dans: 
le voisinage des points singuliers a-j et GO les hyperlogarithmes Lb(u-u--9...aj | ./•) et 

/v,i. ^ 1 LA. 

de la premiere et de la deuxieme espece sont representables par les developpements de la forme; 

u. u 

oii. ц est un entier non nejratif et ^ y sont des series des puissances entieres. 
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ou les coefficients a et ^ i depend cuts de /, sont des fonctions rationelles des 
nombres cai-acteristiques а>19ю^.. .,wK7 des dogros, de multiplicite resp. ^ , ^ 2 , . . 
ainsi que des elements \X)kl de la substitution X. 

En effet, considerons le corps de R i e m a n n J!^ defini par une seule sub­

stitution differentielle Г, loealisee au point a. En remarquant que: 

y. fois 

/-"~----" •"• J: 'I-
il suit du theoreme I et du lemme II, que la base fondamentale du corps E 

peut etre mise sous la forme: 

D'autre cote, la base )." = < l . \ ( ^ ) L- est une matrice des fonctions, satisfaisant air 
U / l 

Systeme des equations differentielles: - 7 — — —, et se reduisant а Г unite pour 
J ax x — a r 

x = b. En exprimant les elements de cette base par des combinaisons lineaires des 

integrales canoniques des equations indiquees et en posant j ^ ™ ^ ; Г = Х, on 

obtient les forniules (71). 
Pour etablir les forniules (72), nous remarquons, que les parametres de la 

configuration, dans le cas que nous venous de considerer, sont de la forme: 

'i fois 
-—'— (2ж1У i\(«a...a) = { ' / • 

Conformement au theoreme II, il en resulte, qu, une substitution integrate du corps 

^ Ц а ) °S*' r e P r ( ' s e n ^ e P a r I ^^P^ss ion : 

Г _ V УХНУ _ 2r.iU 

~ ~ * r! ~~ 

En comparant cette expression et les expression bien connues des bases r e -
gulieres dans le cas du corps considere (v. p. ex. P l e m e l j , op. cit.), et en posant 

V — X: — — Ig 7 ' = / • , on obtieut les formules (72). 
2жг и — a 

II resulte de ces considerations, que les elements des substitutions Iх et X/ 
s 'expriment sous fornie finie en fonctions rationnelles, exponentiell.es et logarithmiques 
de /, ainsi que des elements et des nombres caracteristiques de la substitution X. 

Nous abordons maintenant les theoremes concernant les resolution algorithmi-
ques des problemes de P o i n c a r e et de R i e m a n n dans le cas des corps 
commutatifs. 

http://exponentiell.es
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x — a 
ft-i^l. . .gj- c b — at

 1 b — 

II en suit (pie: 
Ы Ы . . . ( » т ) 

A — " f — SI / / , = , « 4 = • • • = , « , _ , = , « , Ч 1 = • • " = Цт = 0, 

0 dans tons autres cas. 

Pa r consequent, en tenant eompte de la commuta tmte des substitutions Uj, 
conformement aux theoremes I et I I et au lemme I I , on recoit les expressions 
suivantes: 

v _ u !J-i-h!J-3i-...-t-^m—J 

= e 1 * 6~n, с s " с m ' »-«„ 
[b-a, J { b—aj-"\b — a j ' 

j ~ ^ /</• 

T h e o r e m e VI. Si un systeme des substitution differentielles f/15 Г / а , . . .., Um., 

definissant un corps pJ ^* ^ 2 ' ' * ̂  m V produit un groupe commutatif: 

1° la base fondamentale de ce corps est representable sous forme finie: 

2° les substitutions integrales Г. du corps indique, localisees respectivement 
aux; point a., produisent de meme un groupe commutatif et sont definies par les 
expressions: 

VJ==(MUJ ( ; = l , 9 , . . . m ) . (76) 

D e m o n s t r a t i o n . On verifie aisement, que la somnte de la forme 

( : J - I ) ( : ^ ) - ( ! J - W ) 

et endue a toutes les valeurs des indices ,у\,^' 4,. . . , , y v = 1, 2 , . . d'une telle facon 
que dans chaque ligne: . . . , cij\{ la left re a t est repetee ^ fois, la . le t t re a t — ц% 

f o i s , . . . . la le t t re a m — f i m fois, / / a , . . . 4 w m e tant des entiers non negatifs, pent 
etre mise sous la forme elementaire: 



En vertu des considerations du § 10, les elements des matr ices obtenues peuvent 
etre mises sous forme finie. La commutativite du groupe, produit par les substitu­
tions, Vj, suit immediatement du lemme I I I . 

II resulte du theoreme demontre une methode simple pour resoudre les sys­
temes- des equations differentielles aux s ingular i ty regulieres 

</>: } . y r * 
dx x — a,' 

y=i 3 

dans le cas si les substitutions Uj produisent un groupe commutatif: on trouve les 
(IY Y U 

matrices integrales Y. de chacune des equations: —r-^— J J , et on obtient la J ax x — ay 
solution generale des equations proposees, en posant: Y = C. Yl. Y 2 . . . Ytn, С etant 
line matrice constante arbitraire. 

T h ё о r e m e VII . Si le systeme des substitutions integrales Vv F 2 , . . . , Vm, de -
IV V . . . V \ 

ftoissant le corps >S[ 1 4 I, produit un groupe commutatif: 
\ a i a<> • • • a

M i 

1° la valeurs des 1 ogarithmes etant a rb i t rages , chacune des expressions finies: 

represente une base du corps indique reguliere et normale au point &; 
2° les substitutions differentielles correspondantes [/"., localisees respective-

ment aux points a^ produisent de meme un groupe commutatif et sont determinees 
par les expressions: 

l'j=^i]svi'j==l>2"-tH- ( 7 8 ) 

D e m o n s t r a t i o n . En remarquant que les substitutions (78) produisent un 
groupe commutatif, on conclut conformement au theoreme VI, que la matrice (77) 
satisfaisant a l 'equation differentielle 

in — . ь- y. 

dx b * d x — a. ? 

j=i 3 

admet les substitutions integrales: с 2 r i = V. et, par consequent, definit une 
IV Vc.. .V \ 

base reguliere du corps Si 1 2 * w . En mettant la matrice (77) sous la forme: 
V "i / 

у 2 T U FE b—a, [/ 2м ь Ъ- ая ^ ̂  ^ у 2тн ь b—am 
1 2 hi 

on conclut. conformement aux considerations du § 1 0 , qu'on peut obtenir tous ses 
elements au moyen des operations elementaires, les elements et les nombres ca-
racteristiques des substitutions V- etant donnes. 
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On obtient le resultat analogue, concernant une base primitive, en conside-
rant le developpement (66) du theoreme V. En effet, on etablit aisement les 
/\galites: 

= п [ . л ^ ( ^ - И - К Е ? - - ^ - < ) 
t kt on ccrit le developpement indique sous la forme: 

1 .Г rty ' 
о' м • - 4 - 1 

2*t c ft — « / ' 

ОС 

v:=0 0-,-j-[J. = vy=l 

D'apres le lemme I I , en faisant la sommation, on reeoit 1'expression (77), ou on 
})rend les valeurs des log V., s 'annulant pour 1w. = /. 

II resulte cle 1'etude entreprise des corps commutatifs, qu'en effectuant les 
sommations partlei les des developpements hyperlogarithmiques des theoremes I 
et Y, on arrive aux expressions (75) et (77) d'un type nouveau, la derniere expres­
sion, qui fournit la resolution du probleme de R i e m a n n , rest ant valable hors du 
voisinage de la substitution identique. Nous allons nous servir d'une methode ana­
logue dans 1'investigation du probleme de R i e m a n n , concernant le cas des substi­
tutions integrales donnees arbi trairement. 

19/VII, 1927. 
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Алгоритмическая теория Riemann-овых корпусов. 
(Первое сообщение.) 

И. А . Л а п п о - Д а н и л е в с к и й (Ленинград). 

{Резюме.) 

1. Матриесу ?Р, имеющую определитель отличный от тождественного нуля 
и состоящую из аналитических функций, претерпевающих данные линейные 
подстановки Vl9 Г 2 , Vm при обходе независимым переменным х фиксированных осо­
бых точек а19 а 2 , . . . , ат, автор полагает „базисом R i е m а п п 'овакорпуса", опреде­
ляемого системой „интегральных4* подстановок VuV^...y Vm. Всякий базис Ф, 
выполняющий регулярную (в смысле F и с h s'a) систему линейных дифференциаль­
ных уравнений, автор называет „регулярным". Регулярный базис, равно как и 
соответствующий корпус, могут быть определены системой „дифференциальных" 
подстановок L y Г / 2 . . . . ? Um, составленных из коэффициентов упомянутой регуляр­
ной системы дифференциальных уравнений. Основными задачами теории R i е -
m апп 'овых корпусов автор полагает: А) определение регулярного базиса и системы 
соответствующих интегральных подстановок R i е m а п п'ова корпуса, заданного 
системой дифференциальных подстановок и Б) определение регулярного базиса 
и системы соответствующих дифференциальных подстановок R i e m a n п'ова кор­
пуса, заданного системой интегральных подстановок. Задачи А и Б заключают 
в себе известные задачи Р о \ п с а г е и R i е m а п п'а. Эти задачи исследовались 
до сего времени лишь в плоскости „теории существования". Автор имеет в виду 
вопрос об алгоритмах эффективного построения искомых функций и подстановок 

2. Аналитический аппарат построения указанных алгоритмов доставляется 
теорией „аналитических функций линейных подстановок". Дополняя обычные опре­
деления рациональных операций в области линейных подстановок фиксированной 
степени и определением предельного перехода, автор устанавливает понятие „голо­
морфной" функции от линейных подстановок, представимой „рядом композиций" 
переменных подстановок, и распространяет на упомянутые функции некоторые 
определения и положения обычной теории функций комплексных переменных. 

3. Элементы алгоритмов задач А и Б , зависящие от текущего переменного х 
и конфигурации особых точек av а 2 , . . . , ат, представляются системой функций, 
определяемых рекуррентными соотношениями в виде итераций интегралов с фикси­
рованным нижним пределом и переменным верхним. Эти функции автор называет 
пшерлогарифмами первого рода. Гиперлогарифмы первого рода суть многозначные 
аналитические функции от х, обращающиеся в линейные комбинации таких же 
функций при обходе переменной х особых точек ал, a v . . ,,ат. Автор дает выраже­
ния для коэффициентов указанных линейных комбинаций, называя их „параметрами 
конфигурации" и устанавливает верхние границы модулей гиперлогарифмов первого 
рода и параметров конфигурации. 

4. Пользуясь понятиями и положениями, упомянутыми в пп. 2 и 3, автор 
дает алгоритмическое решение задачи А: базис и интегральные подстановки пред­
ставляются в виде „целых" функций от данных дифференциальных подстановок, 
причем коэффициентами соответствующих разложений по композициям этих под­
становок являются: в первом случае — гиперлогарифмы первого рода, а во втором — 
параметры конфигурации. Автор приводит неравенства, указывающие на характер 
„роста" упомянутых целых функций от дифференциальных подстановок. 
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5. Обращая целые функции дифференциальных подстановок, представляющие 
интегральные подстановки, автор получает алгоритмическое решение задачи Б для 
интегральных подстановок, заданных в окрестности идентичной подстановки. Базис 
и дифференциальные подстановки оказываются голоморфными функциями инте­
гральных подстановок, причем коэффициенты соответствующих разложений по 
композициям разностей интегральных и идентичной подстановок являются линей­
ными комбинациями: в первом случае — гиперлогарифмов первого рода, а во вто­
ром — параметров конфигурации. 

6. Коэффициенты упомянутых в п. 5 разложений базиса определяются про­
стыми рекуррентными соотношениями в виде итерации интегралов типа С a u c h у. 
Эти функции, зависящие от текущей неременной х и от конфигурации особых 
точек al9 ат9 автор называет „гиперлогарифмами второго рода". Задача 
R i e m a n n ' a для интегральных подстановок, заданных в окрестности идентичной 
подстановки, получает таким образом алгоритмическое решение в виде рядов ком­
позиций разностей данных подстановок и идентичной подстановки с коэффициентами, 
являющимися гиперлогарифмами второго рода. 

7. Применяя положения пп. 4, 5 и 6 к R i е m а п п'овъш корпусам, опреде­
ляемым дифференциальными или интегральными подстановками, производящими 
произвольные коммутативные группы, автор дает выражения в конечном виде для 
искомых функций и подстановок. 

(Rec. Math. X X X I V : 2; 1927) 


