
В.А.Гриценко 

ПОСТРОЕНИЕ ЭРМИТОВЫХ МОДУЛЯРНЫХ ФОРМ РОДА 2 
ПО ПАРАБОЛИЧЕСКИМ ФОРМАМ РОДА I 

В работе описан интегральный подъем параболических модуляр­
ных форм относительно конгруэнц-подгруппы Го (Q) с S L j , (J.) 
до модулярных форм Эрмита рода 2 , то есть.до форм, отвечающих 
арифметической подгруппе неопределенной унитарной группы 511(2,2) 
над мнимым квадратичным расширением Q, {-\~<LV) поля ©, . 
Ядром интегрального оператора является тета-ряд целочисленной 
квадратичной формы сигнатуры ( 2 , 4 ) , группа S 1 1 ( 2 , 2 ) отобража­
ется соответствующим образом в мажорантное пространство этой фор­
мы, следовательно, рассматриваемый подъем связан с подъемом Оды 
(см. [ 1 4 ] и статью Раллиса и Шифмана [ Г о ] ) . Тета-ряды неопреде­
ленных квадратичных форм, заданные на верхней полуплоскости Зиге-
ля произвольного рода, рассматриваются в § I . Эти ряды обобщают 
ряды со сферическими функциями и характерами в случае рода I и 
их исследование представляет и самостоятельный интерес. Во вто­
ром параграфе мы вычисляем коэффициенты Фурье эрмитовых модуляр­
ных форм, полученных в результате подъема. Соответствующие форму­
лы показывают, что образ пространства форм рода I определяет про­
странство, аналогичное пространству Маасса в случае зигелевых мо­
дулярных форм рода 2 (см. [ ю ] , [ i l ] , [ ? ] , [12] ) . Подобное прост­
ранство для полной модулярной группы Эрмита над полем Q. ( J - T ) 
было определено из других соображений Кожимой в [ 8 ] . 

Опишем основные обозначения. М и, ( А ) - кольцо *И*И/-
матриц над кольцом A , М „ , Л ( А ) будем сокращать через M « , ( A ) , 

М Н Д А ) . - ч е р е з А* ' 

M C N J - ^ N M N , M { N } = t N M N 

для матриц М и N соответствующих размеров, - транспони­
рованная матрица, а чёрта обозначает комплексное сопряжение. Сим-
плектическая и унитарная группы будут рассматриваться в следующей 
матричной реализации: 

5 Р л С К ) - { М 6 « « Д ^ J * P 1 ] - 3 " * } . где T * - ( - £ j * ) > 

Группы бри, и 511 (М/;И/) действуют как группы аналитических 
автоморфизмов на верхней полуплоскости Зигеля Нл и верхней по-
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луплоскооти Эрмита X 

по формуле 

M<z>=(Az + BXcz + j ) ; _ i

 l T O e M - ( J j ) . 

Элемент . Ъ G Ни, (Z G раскладывается на компоненты 

Z - X + W X,y.eM*(R),y>0 ( Z e H j 
Z =XHy tX=X, ty=y ; У > 0 ( Z e W H ) , ( ° Л ) 

где в первом случае У - положительно определенная симметриче­
ская матрица, : а во втором У - положительно определенная эр­
митова матрица. 

Введем еще зигелеву модулярную группу и ее контруэнц-подгруп-
пу ступени С| ( 0 у > 1 ..натуральное): 

Г » - 5 р * С 2 ) , Г в % ) - { Г 1 - ( Л ) е Р | 1 , С*0(.к«Ц)}. ( 0 . 2 ) 

Положим также 

e(N) = eatp(3rt t t N), 

где Ьь - след матрицы N Е М ^ (С). 

§ I. Тета-ряды 

В этом параграфе будут построены тета-ряды квадратичных форм, 
определенные на верхней полуплоскости Зигеля рода И/ и удовлет­
воряющие "хорошим" функциональным уравнениям относительно дейст­
вия элементов из конгруэнц-подгруппы Г ^ Ц ) • Случай рода I 
разобран у Шинтани в [19] (см.также работы [14] и [ б ] ) . Мы следу­
ем методу Андрианова-Малолеткина (см. [ i ] ) . 

Пусть Г - невырожденная симметричная целочисленная матрица 
порядка W/ с четной главной диагональю (целочисленная четная ма­
трица), It (.Г) - ее мажорантное пространство 
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ад = {НеК„Л1Ю1Н = Н>0, F ' A C H ] - F } . - ( 1 Л ) 

Отметим, что % (F) = { р } , если f >0 • Через ( k , t ) обоз­
начим сигнатуру матрицы р , а через ее ступень, то есть , 
наименьшее натуральное число такое, что a^f имеет целые ко­
эффициенты и четные целые числа на главной диагонали. Зафиксиру­
ем матрицу Н из мажорантного пространства. Функция Ф ( К ) , 
заданная на множестве матриц размера тх И- , называется сфериче­
ской функцией рода \А/ и веса (jU/, X ) ( jH, X - целые неот­
рицательные числа) для пары ( F , Н) , если она является конеч­
ной линейной комбинацией с комплексными коэффициентами полиномов 
вида 

Р(Ж)~и\\г£+)Ы,\ЬШ-), ( 1 . 2 ) 

где матрицы 4 + , £ _ принадлежат Мwv и, ( С ) и удовлетворяют 
соотношениям Н [ Q = И [ U - ( Н ~ F ) 6 + - (Н + Р) - 0 . 

Тета-рядом рода И/ пары ( F , Н) со сферической функциейФ 
и параметрами Х , У £ М Ж ; И , ( С ) называется функция 

dfH9(Z,*,V)= Ф(Н-У)е(Ре2Р[Н-У]Н1« /гН[М-У]н-21НхЛу) ; 

где Z е Hw • Следующий результат является дополнением к те-
ореме 2 работы [ I ] . 

ЛЕММА I . Для любой матрицы п = ^ # ) G ' о (,<)) справедливо 
функциональное уравнение 

где корни del 2 ( C Z + « 0 ) ; d e t ^ ( C Z + 2 ) ) выбираются комплексно 
сопряженными, ^6p J (И) является корнем восьмой степени из 
единицы для формы р нечетного порядка и характером группы 

Р W (ср задаваемым равенством 

где ( - ) --символ Кронекера (определение символа Кронекера см. , 
например, в [б] г л . 1 4 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если Ф тождественно равна I , то это част-
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ный случай теоремы I работы Г_1], если У = 0 , то соответствую­
щий результат получен в теореме 2 той же работы применением диф­
ференциального оператора 

\Л L - (см. § 4 [ I ] ) к тета-ряду без 
сферической функции. Если после применения этого оператора к ра­
венству ( 4 . 4 ) из [ I ] положить ^ = S 1 Y и выполнить необ­
ходимые преобразования, то получится утверждение леммы. Мы не мо­
жем здесь воспроизвести весь ход доказательства теоремы 2 из [ i ] , 
поэтому ограничимся сказанным. 

Следующая лемма доказывается аналогично. 
ЛЕММА 2 (Формула обращения). Пусть Г - вещественная сим­

метрическая матрица порядка Wi сигнатуры ( к , 1), Н Е % if), 
Ф - сферическая функция веса (jH,X) для пары (f, Н), Cj, е IR . 

Тогда 
n,(t-k) k.+ j U / е д 

где ? * = < ] Г \ Н*= <̂ Н"1, Ф*(Х) =<P(F*X). 
Обозначим M„t, ) M , .(Z) через L и определим функции xiJ на 

решетке L такие, чтобы тета-ряды, построенные при помощи У , 
являлись "модулярными формами" относительно Го^ • Заметим, 
что на решетке' L действует группа Г 0 ^ (,с|) : 

X-j = Х» , где К а ) е Г » ( % ) ' * £ L ' 
Это действие лишь переставляет смежные классы группы L / F L 

Если некоторый характер Дирихле по модулю ( о̂  - ступень 
F ) , то комплекснозначную функцию; ХЦ . заданную на L и ин­

вариантную на смежных классах относительно подгруппы FL , назо­
вем (jC,F) -мультипликативной, если выполняются следующие 
два условия: 

\[J (N) = 0 , если F-i[N] не является целочисленной четной 
матрицей, 

( 1 . 3 ) 

у (NU) (J*t а; у (N) да любого х - ^ у е Г . 

( 1 . 4 ) 

Положим 
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eftCz /w - П УСу;е^фСг,о,-г:АУ),Сген»), a .5> 
y e l / F L

 Г Л Ф 

где суммирование ведется по произвольной полной системе предста­
вителей из смежных классов по подрешетке PL ( L — М^и, 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I. Пусть р - невырожденная симметрическая цело­
численная матрица с четной главной диагональю порядка т- , сту­
пени су и сигнатуры ( k , I) , Н& % ( F ) , Ф - сфериче­
ская функция веса X) , j)6 - характер Дирихле по модулю С|, 

Ч! — ( j £ , Р ) - мультипликативная функция. Тогда 

для любого $ = ^ c » ) £ ^ o ^ ^ ) ' / F ^ C ^ ) и К в а Д Р а т н ы е ко­
рни в левой части равенства определены в лемме I . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим множитель, стоящий перед Qp н в 
левой части равенства, через ^ ( й , Z ) . тогда из утвержде­
ния леммы I следует, что 

<P0f,z)e(Kz>, - У Ч - Г У Я ) - / . r w e ^ c z j O r r W ; . 
Домножим обе части этого равенства на М? ( У ) и просуммируем 
по системе представителей из . L / Р L , получим 

YU/.z; Z2 У(У ) 0(Кг> г уЧ-Г^ 1 » ) - / г Ч О 0^н^.Ф;^)-
y e L / F L 

По определению, если Ч ' ( У ) ^ 0 , то . P ^ Y ] - целочисленная 
четная матрица, поэтому 
четные целые числа, следовательно, сумма по У в левой части 
последнего равенства равна 

*<М с y (y )0 r i /pCKz>,o , - r A y . t »; . 
Y e L / F L ' 

Умножение на 2). лишь переставляет смежные классы, поэтому 
для завершения доказательства достаточно домножить обе части на 

yt (olet 2)) и воспользоваться вторым свойством функции Ч/ 
СЛЕДСТВИЕ. Пусть F , Н , Ф такие же как в предложении I , 

5 - произвольная невырожденная целая матрица порядка т , -о^-
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ступень матрицы F [ S] , "f - характер Дирихле по модулю су1 , 
Ч^М^ДЙ)—- С - произвольная 5 - пернодическая(|р{1М+5М>) = ,Р(М)<) 
функция, удовлетворяющая свойству ( 1 . 4 ) при су^с^. Тогда тета-ряд 

удовлетворяет- функциональному уравнению 

( 1 . 7 ) 

для любого Ц = е Г 0
С%). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим ( X , F [ S ] ) -мультипликативную 
функцию 

f C F _ 1 V Y ) , если F 4 V l Y e M W ) f t ( Z ) , 

О,в противном случае, 
¥ ( У ; -

тогда 

^ ( z ^ f ) = 0 ^ H [ 5 ] ( z ^ Y ) , 

где функция ф определяется сферическими параметрами £ + = S^-t-
и = S _ X & _ , если ^ + и - соответствующие параметры фун­
кции.Ф (см. ( 1 , 2 ) ) . 

Приведем еще один пример тета^рядов такого^ типа. Подобные 
ряды нам потребуются в следующем параграфе. 

Пусть F - невырожденная симметрическая целочисленная матри­
ца ступени су с четной главной диагональю, возьмем Н и Ф 
такие же как в предложении I и предположим, что W > И/ . Пусть 

^-i^Q* р ^ М и ^ и ]L - характер Дирихле по модулю Q, . Ра­
зобьем матрицу Х - £ М и, (JL) на блоки 

x - W 
\ X j * i , - * 

размеров н-хи* и (*Иг-и,)хи/, тогда функция f(X) = ^ (af i tXj) 
удовлетворяет условию следствия, поэтому тета-ряд 

1> F H ( Z / P , t f ) - Х- ( М N , ^ ( N ) e ( R e Z F [ N ] t Z H f N ] ) 
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удовлетворяет.функциональному уравнению ( 1 . 6 ) . 

§ 2 . Оператор подъема 

В этом параграфе мы построим интегральный оператор, перево­
дящий параболические модулярные формы относительно арифметической 
подгруппы S L a ( 2 0 в эрмитовы модулярные формы рода 2 . На­
помним основные определения, касающиеся эрмитовых форм (см. ра­
боты Браун [ з ] , [4] и Шимуры [ l8J). 

Группа 5 И(w,vt) действует на верхней полуплоскости Эрмита 
рода М/ (см. введение). Обозначим через K«, подгруппу, сохраня­
ющую элемент К £ ^ , тогда 

К * Ч ( г В A ) G 5 a ^ ) J , ( 2 . D 

что легко следует, например, из соотношения 

7 А Ъ\(Н Ъ\ (1К<Х> M < Z > V С % * 2 ) О \ \ с а Д Е Е / \ Е Е Д о cz+nj' 
Из этого же равенства получаем, что 

y(M<z>; = y{(cz^;_i} 
для любой матрицы М = (J^ ^ е. SU/ (м/, м,) , где У - положи­
тельно определенная компонента Z ( с м . ( 0 . I ) ) . 

Пусть d - целое положительное число, свободное от квадратов, 
O ' J L - кольцо целых чисел мнимого квадратичного поля ( E l ( J - d ) , 

- Л - дискриминант поля. Группу 

Г*0*,0к)-{м-(* * )eSU,(* , f t )n М г Д # А ) , С - 0 ( « а Ц ) } ( 2 . 2 ) 

назовем эрмитовой модулярной группой рода w и ступени Су . 

Зафиксируем характер Дирихле ji по модулю су. 

Аналитическая функция F , заданная на верхней полуплоскос­
ти Эрмита % Л ( называется эрмитовой модулярной формой веса к 
и характера yi , если для любой матрицы ^ = |Q £ 
е Г Л (су ; ) . функция F удовлетворяет функциональному урав­

нению 

det (cz +а) F(и <z>; = ДсЫ,F ( Z ) . 57 



Отметим, что в силу соотношения cLet(C^Z +3)) = del ( C Z +Ъ) 
(см. ( I . I 9 ) [ 1 8 ] ) dfit Ъ является целым рациональным числом. 

Эрмитову модулярную форму можно разложить в ряд Фурье (см. 

F ( Z ) = Z: a / ( N ) e x p ( 2 3 r i k ( N Z ) ) , ( 2 . 3 ) 
Н>0 

где суммирование ведется по всем полуцелым неотрицательным эрми­
товым матрицам. (Матрица (*нре Мм, (0,(>Го7)) называется полу­
целой, если w^i,, vt/ц е Cfj, ) • Суммирование ведется только 
по неотрицательным эрмитовым матрицам (*Х N X > О для любо­
го вектора X ) , так как для группы S H ( 2 , 2 ) выполняется эф­
фект Кехера. 

Определение параболических форм для группы S l i аналогично 
определению1 параболических форм для симплектической группы. Если 

W Z J - X W F ( 5 ' » ) ( Z l e H M ) 
оператор Зигеля, то эрмитова форма F называется параболической, 
если 

Ф ( с Щ с 2 > Ж ) ~ К F(M<Z>;)-0 

для любого элемента Н €. Ги, ( . i , Q ^) . Для параболической 
формы F коэффициенты Фурье отличны o r нуля только для положи­
тельно определенных эрмитовых матриц. 

Рассмотрим теперь ортогональную реализацию группы 511 (2 ,2 ) . 

£ 5 - | з - « ^ 

- косооимметрическая матрица, где и) = , e a m - d =l(wtocL4) 

и GL) = 4_cL » если - d e 2 , 3 • ( m o d 4 ) . Пусть I - ^ j V o ) ' 
F„ = ( ^s-^ ) • Определим две симметрические матрицы 

0 \СО+С0 4СО и) / 
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порядка 6 

F — о г, о , R - ( 2 . 4 ) 

Матрица F имеет сигнатуру ( 2 , 4 ) и четные коэффициенты на глав­
ной диагонали, матрица R положительно определена и F ' ^ R j ^ F . 
Легко проверяется, что P J = F [^%] и \п (^ S t S t ) = 

a R [ t | ] , где P J -пфаффиан. * * 
Группа 5 1 1 / ( 2 , 2 ) действует на IR6 : а •• | - — , 

г д в 1 ^ S g ^ = 5 « ( < р 5 Ь Ь ( 2 , 2 ) П М» (ft ОПТ))). Это дейст­
вие сохраняет пфаффиан, следовательно, и форму F. 

Ясно^ что R j - R . [ ^ ] - e 1 t (F) (см. ( I . I ) ) и что 
( R . - F ) & = £ R*" & = О для 6 = ( 1 , - 1 , 0 , 0 , l , - l ) » следователь­

но, функция 

^ 00 - ( 1 X F ^ ) ) - (6 F ̂  Х ) к , ( 2 . 5 ) 

где X G М 6 i ОЮ *" ^ » является сферической функцией веса 
(к, 0) для пары (Р, R^) (см. (1 .2 ) ) . 

Зафиксируем четное положительное число к и четный характер 
Дирихле по модулю Cj, . Для любого элемента CJ.G 5К/ ( 2 , 2 ) 
определим тета-ряд на верхней полуплоскости H i = - [ w = H + i /V ) 

U , , v e R , - v > o } : 

0 F a ( 4 / ) = va
 2 Z ^W(Pa(N)e(wF[N]+lvR!,[N]), (2.6) 

где П*А - первая компонента столбца N. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . Тета-функция 0 F n(W,/С) удовлетворяет сле­

дующим функциональным уравнениям: 

для любого X = Г ^ j j е Г 0 (Q,) , где Q, - наибольшее общее 
кратное модуля характера су и модуля дискриминанта Д , а 

= ^ ~ квадратичный характер мнимого квадратич 
ного поля с дискриминантом - Д ; 

59 



9F, <je = (A - 1 B ) K 0 F ) ^w, W ( 2 . 8 ) 

для любого элемента £, = ( _ g £ К г (см. ( 2 . 1 ) ) ; 

для любого элемента М - ( Q £ Г а ( * , ( У г ) . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем S = сЦ , (су,£ 5 ) . тогда ступень мат­

рицы Г . [ 5 ] равна Q, и тета-ряд ( 2 . 6 ) является частным случаен 
ряда ( 1 . 7 ) , исследованного в § I . Для доказательства равенства 
( 2 . 8 ) достаточно заметить, что R a t [ N ] = Ra, [N] и 
' Ф^е (Ю = ((& Г 1 ) F ^ N) k = det^A - 1 Ь) k Ф 1 ( N). 

Докажем теперь ( 2 . 9 ) . Так как матрица М сохраняет форму 
F , то Ф ^ ( Ю = Ф 0 Н М ) и 

9 F M ^ w ^ )
 = v a ^ 6 ^ ^ ^ C t H N ) e C F [ t R N ] i ^ + l v R t L i t 1 N ] ) . 

' <t N е Z 

Можно проверить, что эрмитова модулярная группа переводит решетку 
. Z в себя и M/1Q tRN)-((utA> %(N)(moAa) , если 

М Ч с » ) е - Г а С < Ь ©U) .поэтому 

Обозначим через S ( Г 0 (Q.) , X X Д ) пространство пара­
болических форм веса k-L и характера ^ ^6д , тогда, если 
•J е Б ы ( , Г о С а ) , Х Х д ) , Функция 

принадлежит пространству S ^ i ( Г о ( 0 . ) ; Х ^ д ) ( с м* [^]) . 
Положим i ( c j , ; Z ) = det(CZ-+SD) для ̂  = ^ | ) G S l i ( 2 , 2 ) 

и Z e . Определим теперь для любой параболической формы 
$ G S k - i (г<>(&), ХХд) ФУНКЦИЮ 0 ( J , Z ) .заданную 

на эрмитовой полуплоскости : 

r0(a)\Hi 
rfle.Z = a < l E 2 > 

В силу ( 2 . 8 ) 0 ( $ , Z) не зависит от выбора Cj, с условием 
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^ Е-&)> — Z , а из ( 2 . 9 ) следует, что 

de t (CZ*SD)~ k 0(J , M < Z » - / ( d f i t » ) 9 ( J , Z ) 

для лнхЗого И = Г г(су, Oj.) • Интегрируя ряды Пуанкаре 
веса k - 1 с характером ; С Д для группы Г о ( 0 , ) . можно 
доказать (см. работы Нивы [ 1 4 ] , Оды [14] и Малолеткина . [ 1 2 ] ) , что 
при к > 6 тета-интеграл 0 ( J , Z ) является голоморфной на 

% г функцией, имеющей нулевые коэффициенты Фурье (см. ( 2 . 3 ) ) 
во всех вершинах, то есть интеграл 0 ( J , Z ) является парабо­
лической эрмитовой формой рода 2 , веса к и характера ^ отно­
сительно группы Г а (су, O'i). < 

Вычислим коэффициенты Фурье эрмитовой формы 0 ( $ ; Z ) че­
рез коэффициенты Фурье формы $ . Для этого мы ограничим форму 

0 ($ , Z) на "мнимую ось" 1У и вычислим соответствующий 
интеграл, отщепляя от тета-функции 0Fa(W,X) компоненту, 
зависящую только от det У . Этот'метод был использован Ни­
вой [ГЗ] и другими авторами (см. [ 2 ] , [ б ] , . [7] ) в задачах, связан­
ных с подъемом модулярных форм. Отметим, что наш подход к тета-
рядам в § I основан на классических результатах и не связан с 
представлением Вейля, поэтому ниже мы постараемся последовательно 
проводить эту точку зрения по чисто методологическим соображениям. 

В оставшейся части этого параграфа мы завершим доказательство 
следующей теоремы. 

TE0FEMA. Пусть к - четное целое число > б , - четный 
характер Дирихле по модулю су > 1 » Хд = ~ квадратич­
ный характер поля Q, (4 - А ) дискриминанта - Д . Если 

$ е S k _j (Q., X %h) ( Q. - наибольшее общее кратное су и А ) , 
то функция 0 ( J , Z ) , определенная интегралом ( 2 . I I ) , является 
параболической модулярной формой Эрмита рода 2 , веса к и харак­
тера уС относительно модулярной группы Г г (су ; ( 7 ^ ) (см. 
( 2 . 2 ) ) и имеет следующее разложение Фурье в бесконечности: 

М>0 *»|е(М) 4 ( 2 . 1 2 ) 

где . 

| ( W ) = C <!/(*)е 

- разложение Фурье формы J , е (М_) - наибольший общий делитель 
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коэффициентов W/h vw a,w 3, w„ матрицы M =( ^u_m^_ ~ V-A ) 
\ ->FS" m„ / 

a i b0 - рациональная константа, зависящая только от к и Д . 
ЛЕММА 3 . -Для положительно определенной эрмитовой матрицы 

У - (JУА , где УА = , tpo, dLetYi = i положим 

1W = ( ^ 1 » г д е _ положительно определенная 

матрица такая, что (^Г) = У . Тогда 

О О \ / U 2 о о 

i-2 

/ 1 0 0 
И Ri = 0 F„ 0 

\ 0 0 1 

R № - Ri [̂ (Yjl ^ ( W ^ - R ^ ) ) V y j - R t y ) (Л (У,)] - 0, 

feCYii-^SCYi)"1 где Л А - ( 1 , 0 , 0 , - О C C M . ( I . I ) , ( 2 . 4 ) , 
( 2 . 5 ) ) . D 

Доказательство леммы может быть проведено прямыми вычисления­
ми, которые мы опускаем. 

Для выделения переменной ( | в тета-ряде мы воспользуемся 
стандартными свойствами полиномов Эрмита Hf,(x)=(_-i) еоср \ - . 

а> Hi(x) - (У - Ct+0) Ж»)-н t, а (ос). 
Положим - * N - (,̂ , ^ N А , W/) ( N ^ e Z ^ . Применяя первое утверж­

дение леммы 3 и разложение для , получаем 

e F | t f ^ ) - W * g ^ K t < № ) 9 t № < V > № > ( 2 . 1 3 ) 
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где 

NeZ 

Напомшм стандартное обозначение: 

(J|kx)(w)=clet^(4cw4)-kKKw>; к =(o i ) e & L U R ) -

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 . Имеют место следующие формулы преобразования 
тета-ряда ( W , Y i ) C t > 0 , четное): 

^ i C - ^ ^ O - ^ w ^ e ^ c w . y o , 
где 

0*t(y,YO-VSa H t g i ^ ^ ^ N X ^ A F ' ^ N j + i Y A ^ f C M ] ) , 
NeZ" 

для любого I G Го (Q,) 1 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если 1 = 0 , T O 0 M ( w l Y 1 ) - V a 0 F ft(yji(wf0,0), 

и первое утверждение предложения следует из леммы I . Тета-ряд 
Qui можно получить из ряда 0 4 ; о применением стандартно­

го дифференциального оператора Шимуры-Маасса Сом. £ 1 7 ] ) , который 
определяется следующим образом: 

Известно, что 
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Для доказательства следующей леммы достаточно применить вто­
рое свойство полиномов Эрмита и индукцию по Ь (см.также [2], 
лемма 9 ) . 

ЛЕММА 4 . Положим 
гл Xil 

где X - целое > - 1 , NeJR. , ^ = ( 1 , 0 , 0 , - 1 ) , тогда 

Первое равенство предложения 3 следует теперь из соотношения 

и свойств дифференциального оператора о \ . , 

Выведем формулу обращения. Пусть Т д — ( д _

0 ) , тогда 

0 ^ ( w , V 1 ) | l 4 T A = ( 8 3 r ^ i ( 4 o ( 1 w , y i ) | _ i T A ) = 

(применяя к ряду 0i 0 лемму 2 , получим) 

что доказывает' формулу обращения. Отметим, что все рассматривае­
мые нами тета-ряды сходятся равномерно на любом компакте полупло­
скости Ц,, . 

Третье утверждение предложения является легким следствием 
двух первых. _ 

Свойства тета-ряда 0г{ , ( .^»^/7О хорошо известны. Отме­
тим лишь, что 0j , ) O является тета-рядом неопределенной квад­
ратичной формы , следовательно, его поведение при 
модулярных подстановках описывается предложением I § I , а ряды 

0 ь i получаются из него почленным дифференцированием. Форму­
ла суммирования Пуассона позволяет представить 0 & ) ^ в виде 
удобном для выделения суммирования по смежным классамС\Г 0 (Ф). 
Приведем соответствующий результат. 

ЛЕММА 5 . 
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_ , , iM _ • _ I iriflw,v*«i|' 

,г 

4 t t 1 w m > i УеГ . \Г . ( а ) . 

Вторые равенства предложения 3 и леммы 5 позволяют описать 
поведение интегрального ядра 0F)n (W,X) при действии под­
становки Т а — о ) (см. ( 2 , 1 3 ) ) . 

ЛЕММА 6 , Имеет место/Следующая формула обращения: 

и j c ( , *^ k - l z i i *с«(у 1 e " ^ " v ; | k 4 t 

Применим полученную информацию о тета-рядах к вычислению ин­
теграла ( 2 . I I ) . 

Утверждения леммы 6 и предложения 3 позволяют перейти в интег­
рале ( 2 . I I ) к фундаментальной области oOoo=»-[o<X<i 1 tpOJ- груп­
пы Го„ . Если § ( W ) = съ(м/) ехр (2314 t v W ) - разложе-

ние Фурье в оо формы $ , то после интегрирования по о, полу­
чим, что 0 ( J , i Y) равна сумме интегралов вида 

у * Е . а ( ^ ) е * л , ^ | | , 1 г * И Й а 5 7 И У ^ » 

Заметим, что ( FA + R-i)CNJ=^АN) (см.лемму 3 ) , поэтому 
(F"1+R(Yi)"'1)[N] = (£(Yi)N)a, и для вычисления последнего интегра­

ла достаточно воспользоваться равенством (см. [7J стр .400) 

В итоге g k i_ ^ 

6 « , » ) - ( ч Г г й ^ Е c J ( ^ E Я ^ Ъ ^ Ф 9 « Т : 

. V ^ ' 

где l*C0 —рациональное число,не зависящее от J и У . После 
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преобразования получаем, что 

в - с. с t « « ы . н 1 , | а д |

1 

где рациональная постоянная i С 0 зависит лишь от k ,Gl и 

ц-а-й̂ а I - полуцелая положительно опре-
4 - f A -ЧЩ J 

деленная эрмитова матрица, тогда ии||fe(Yt)N.l = |tl/(Yw. W)\ 
(см.лемму 3 ) и •F1 [N] = det M , поэтому после пересуммиро­
вания получим 

где М пробегает множество всех положительно определенных полу­
целых эрмитовых матриц (см. ( 2 . 3 ) ) . Форма 0 (.J ( 2.) голоморф­
на, поэтому полученное разложение справедливо всюду, и теорема 
доказана. 
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