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РАССЛОЕНИЯ СТРУЙ КАК МНОГООБРАЗИЯ 
НАД АЛГЕБРАМИ 

В. В. Шурыгин 

Настоящий обзор естественно примыкает к обзорам 
А. П. Широкова [23] и [24], посвященным алгебраическим 
структурам на многообразиях и касательным расслоениям. Его 
целью является рассмотрение некоторых возможных применений 
теории пространств над алгебрами в геометрии расслоений 
струй. 

§ 1. ЛОКАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ 

Ассоциативную коммутативную конечномерную алгебру А 
с единицей 1А над полем R вещественных чисел называют ло-* 
калькой, если ее радикал Rd(A) — A (подмножество нилыютент-
ных элементов) является максимальным идеалом, и ф'акторалгебра 
А/А изоморфна алгебре R вещественных чисел. , Одномерное 
линейное подпространство в А, натянутое на 1А, образует под­
алгебру, изоморфную R. Эту подалгебру можно отождествить" 
с R, считая что RcA и 1A = 16R. При этом локальная алгебра 
представляется в виде полупрямой суммы " 

A = R + A. (1), 

Структура алгебры А полностью определяется ее радикалом — 
о 

нильпотентной алгеброй А. Укажем основные свойства нильпо-1 

тентных алгебр, детально изученных В. В. Вагнером в работах: 
[2], [3]. 

о . 

Алгебра А порождается набором элементов {т } (А==1,.. . 
. . . , N) таких, что набор классов вычетов {tA+A2}, где А2 — 

О О О 

квадрат идеала А, образует базис факторалгебры А/А2. При: 
А ° 

этом набор {т } называется псевдобазисом алгебры А. ([3]), а чис­
ло N — шириной ([24]) алгебры А. Максимальное натуральное 1* з 



•число q такое, что q-я степень радикала Kq отлична от нулевого 
идеала, называют высотой ([24]) алгебры А. 

Пусть R [N] •= R [t1,..., tN] —- алгебра многочленов от N пере-
менных t1,..., t над полем вещественных чисел, R [N] — макси­
мальный идеал в R [TV], состоящий из многочленов с нулевым свобод­
ным членом. Факторалгебра R(A/, q) — R [N]/R[N]qH — алгебра 
многочленов степени q—-называется ([3]) свободной локальной алге­
брой ширины N й высоты q. Элементы еА--= ^ л +R [N]qn при 

о 

Л==1,. . . , N образуют псевдобазис в радикале R(N,q). Любой 
элемент <x£R(N, q) 'может быть записан в виде 

а=а в е а (0<|а]<?), (2) 
где а=(а1,...,a^)--мультииндекс, aaGR, еа — (в1)0'.. .(&NfN' 
е0=1 при а—0=(0,. . . , 0), а по всей области изменения муль-
тииндекса а, определяемой условием 0 < | а \ = ах + . . . + aN < q, 
предполагается суммирование по правилу Эйнштейна. Набор 
•многочленов {еа} при 0<|а|<.<? образует базис алгебры R(N,q). 
Линейное отображение G):R(N, <7)->А, определенное соотно­
шениями Ф (аае°) = «„t0, является эпиморфизмом алгебр, поэтому 
A~R(/V,<7)/kerO. 

В дальнейшем предполагаем, что А — это конкретная фактор-
.̂ лгебра A=R{N, q)lQ, где Q —некоторый идеал в R(N,q). 
Степени радикала Щ(А) = А образуют цепочку идеалов 

А=А°оА=А 1 зА2э. . .эА < 7 зА« + —0. (3) 
В соответствии с этим в A можно выбрать базис {та}, ag/, где 
./-некоторое множество мультииндексов, таким образом, чтобы 

о 

набор {ха} при аб.7 и \а\>р образовывал базис в Ар. Предпо­
лагая, что т° = ISA, произвольный элемент (3 алгебры A будем 
аналогично (2) записывать в виде 

P=p.t- (atJ). (4) 
Базис {та} в дальнейшем будет всегда предполагаться фикси­
рованным, поэтому в выражениях вида (4) будем автоматиче­
ски предполагать суммирование по области J. Последователь­
ности идеалов (3) соответствует последовательность факторал-
гебр и естественных эпиморфизмов 

A=A(?)—*-A(?-i)—> *-A(i){to}A(o)-=R. (5) 
о 

где,А(-)= A/A7"4- Сквозной эпиморфизм будем обозначать 
.Tt£:A(p)-*A(-) при q>p>r>0. Базис {ха} в алгебре A=A(-) 

о 

порождает базис {ta-f-Ar+1} ( |a | < r ) в факторалгебре А-». Этот 
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базис для упрощения записи будем обозначать просто {taJ-
(\а\<г). . , ., 

Ограничение операции умножения А Х А-* А в алгебре А-
о о . . . . о t 

порождает действие AXAr{to}Ar алгебры А на идеале Аг 
О О ' 

( 0 < r < q), но поскольку при этом А9~г+1,ХАг--"0> то фактически 
умножение в A порождает действие 

A(---)XA r->A r (6>. 
О О 

факторалгебры A(--r) = A/A<7~''H на идеале Ar. В дальнейшем 
в записи это действие не будем отличать от умножения в A. 

Пусть A ^ - A X • • • XA-A-модуль строк длины п с элемен-
п 

тами из алгебры A. An — свободный модуль размерности п над 
алгеброй A. Элементы 

£ ; = ( 0 1 0) 
1 . . . I . . . п 

при i=l,.,.,n составляют канонический A-базис в Ап. Произ­
вольный элемент XGAn имеет вид Х=Х{Е<} где X f eA-А-коор-
динаты элемента X. Вещественный базис в А" составляют эле­
менты xaEi = Eia (i = l , . . . , n; a&J), при этом X — XJEf, где 
Ха%а—Х1 (здесь подразумеваются все соглашения, оговоренные 
для формул (2) и (4)). Последовательность идеалов (3) по­
рождает последовательность подмодулей 

А"э(А)"з(А2) ' гз . . . - (А')"з0, 

состоящих из строк длины п с элементами из соответствующе­
го идеала. При этом действие (6) порождает действие 

A(,_0X(Aon->(Ar)n, 
о 

превращающее (А')" в А(-_-)-модуль. Последовательность фак-
торалгебр (5) порождает последовательность эпиморфизмов-
фактормодулей 

А" = А?-)--:>A^_1)H>...-iA('b-->A?o) = Rre. (7)-

При обозначении этих эпиморфизмов для упрощения записи 
используем те же символы, что и в последовательности (5). 
Аналогично я? = я£_1о . . . -я,-+1.A",,){to}А"-) при q>p>r>0: 
Отметим также, что полупрямая сумма (1) определяет разложе­
ние А-модуля А" иа прямую сумму линейных подпространств. 

Ara=---Rra4-(A)"- (8> 
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В соответствии с формулой (8) для X6A" получаем X = x + X , 
о о 

где x6RH, a X6(A)", при этом аналогичные соотношения полу­
чаются для координат: Х1=х1~\-Х1, где x '—XQ, X'-=.X;.i,a при 
условии | а | > 0 . 

§ 2. А-ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ 

Поскольку все рассматривавшиеся в § 1 объекты — алгебры 
и модули — являются'линейными пространствами, .то на них 
имеются естественные структуры дифференцируемых многообра­
зий, и МОЖНО говорить о дифференцируемых отображениях, 
Пусть VcA" — область, а отображение 

F : V{subset}A"{to}A (9) 

является дифференцируемым. Это отображение называется 
([7]) А-дифференцируемым (дифференцируемым над А, голо­
морфным), если касательное к нему отображение 

TXF : Г^АпввА«-»-Т—0А.---А 

является А-линейным при всяком X&V. Отображение (9) бу­
дем рассматривать также как А-значную функцию У=Р(Х*) 
• (i — l,..., п) от п переменных X1 , . . . , Хп из алгебры А, тогда 
А-дифференцируемость F эквивалентна тому, что dy=<IMX\ 

dF 
где Ф.НЗЕ- -----, —частная производная функции F(X{) попе­
ременной X*. Будем говорить, что функция Y=F(X{) имеет 
класс дифференцируемое™ Cs(А), где s = l сю, если она 
обладает непрерывными частными производными над А до по­
рядка s включительно. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы функция F была А-дифференцируемой и имела вещест­
венный класс дифференцируемое™ С". 

О п р е д е л е н и е 1. Функция / : UczR"{to}A, где U — некото­
рая область, называется С'~--регулярной (s>q), если при 
г = 0 , . . . , q функция Яг9 о f : U{to}Aw принадлежит классу диф­
ференцируемое™ о-г. 

О п р е д е л е н и е 2. А-дифференцируемая функция 
F: (jto^)-1(U)c:A«{to}A 

называется аналитическим продолжением функции /:£/{subset}Rn{to} 
{to}A, если ограничение F на U (согласно (8)) совпадает с f. 

Имеет место следующая 
Т е о р е м а 1 ([31]). Для С^-регулярной функции f (s>q) 

аналитическое продолжение существует, единственно, принадле-
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жит классу дифференцируемое™ Cs_g(A) и имеет вид 

|Р|=0 

где p = (pi, . • .,рп) — мультииндекс, pl=p1! . . . рп\, 

DxP
 (^)"..,(ах-Лг D*° 7 ' l j l J 

Отметим, что С'-дифференцируемость функции f влечет ее 
("••---регулярность, а С"-дифференцируемость f влечет ее С"-ре-
гулярность и С°°(А)-дифференцйруемость функции F. Из усло­
вий Шефферса ([7], [21]) А-дифференцируемости функции вы­
текает следующее ([25], [27]): если F : (no")~l{U)-*-A — диффе­
ренцируемая над А функция класса Cs-q(A), то функция 
яг- о F не зависит от переменных XJ при | а ] > г , а порожда­
емая ею функция />).: (я. /) - 1 (L/)-{to}A(r) является А(-Гдифферен> 
цируемой класса Cs-r(A(,.)). Отсюда, в частности, следует, что 
функция f—F\u является С-"*«-регулярной. Таким образом, вся­
кая А-дифференцируемая функция F в некоторой окрестности 
произвольной точки из своей области определения имеет 
вид (10). 

В силу (1) вещественнозначные функции МОЖНО рассматри­
вать как частный случай А-значных, При ЭТОМ ^-дифференци­
руемая функция f : Uc:Rn{to}R удовлетворяет условиям опреде­
ления 1, поэтому, как следствие теоремы 1, получается 

Т е о р е м а 2 ([28]). Аналитическое продолжение С"-диф-
ференцируемой функции f : (7c:Rn-->-R в алгебру А существует, 
единственно, принадлежит классу дифференцируемое™ 
С"--(А) и имеет вид 

•̂ -jyr-SS--*'- <»> 
Отметим некоторые свойства, которыми обладают аналити­

ческие продолжения. ' 
1. Если функции F\ и F2 являются аналитическими продол­

жениями функций fi и f2 соответственно, то аналитическим про­
должением суммы функций fi + fa будет являться сумма анали­
тических продолжений F1+F2, a аналитическим продолжением 
произведения функций fi{cdot}f2 будет являться функция F1-F2-

2. Если F (X1) — аналитическое продолжение функции / (х1), 
то функция является аналитическим продолжением функ-

DPf ции -----—• (здесь необходимо s > •gr+1 p \). 
3. Пусть /1:U1c:R'i->U2CR*—• С^-дифференцируемое ото­

бражение, a /2:U2-Rft{to}A—С ^-регулярное отображение и 
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Fl:(n$-\U1)cAn-*(n«)-\U2)cA*, -F2:(ng)-1(-72)-->A-HX анали­
тические продолжения, тогда композиция F2°Ei является анали­
тическим продолжением композиции / 2 ° / i . 

§ 3. РАССЛОЕНИЕ А-СТРУИ 

Пусть Мп — дифференцируемое класса С- многообразие раз­
мерности/г, Д (RN, Mn) — расслоенное многообразие #-струй 
дифференцируемых ростков вида (R^, 0)— .̂М„, а по:Д(RA,M„){to} 
{to} Mn—проекция на базу. Jo(RN, Mn)—дифференцируемое 
класса Cs~g многообразие размерности пС%+ч=п{т-\-\). Отме­
тим, что ./о (R^, М„) называют расслоением ./V'г-скоростей Эрес-
мана (см. [35], [38], [40]). Рассмотрим некоторую координатную 
карту A:f/czM„{to}U'/cR" на Мп. Гомеоморфизм h ОТНОСИТ 
точке х£Мп набор {х1 = к1(х)} (i = \, .. .,п) ее координат. 
Карта (U, А), на Мп порождает карту H;{nl)-\U)<^Jl (Rw,Mn){to} 
->U'xRmnc:R{m+1)n на Д(К",Мп). Гомеоморфизм Н относит 
•у-струе X=jq

xf ростка f:(RN, 0)->(M„, x) набор чисел 
Я (jS/)={^>, где Xt

p=ajr^-[, f'=f'{tA).(A=l, . . . ,W)-
координатная запись ростка / в карте {U, h), 0<\p\<q, 
Xo=x'-= / '(0). Отнесем теперь этой ij-opye jxf набор мно­
гочленов Тейлора степени q функции / ' , которые будем рас­
сматривать как элементы алгебры R (N, q): 

Xl = Xp& ( 0 < | p | < ? ) , (12) 
тем самым определяется гомеоморфизм 

AR^'? ) :UR W 9 )-=(4r4^)^(«oV(UO-R(-V,.7)"- (13) 
задающий R (Л/, <7)-карту ([7]) на расслоении JQo(Ru,Mn). Имеет 
место следующая 

Теорема 3 ([28], [29]). Если {Ua,ha} («6/) — атлас, опре­
деляющий на Мп структуру дифференцируемого класса С-
многообразия, то {и1{м'"\ hl(N,4)) (аб/) — R(N, (?)-атлас, 'опре­
деляющий на JQ(RN, Мп) структуру л-мерного дифференцируемо­
го многообразия над алгеброй R(iV, q) (см. [7]) класса диффе-
ренцируемости CS~"(U(N, q)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о ([28]). Отображения Нф^ЦнУ'^)'1 

оказываются аналитическими продолжениями отображений 

Будем обозначать в дальнейшем расслоение Jo (R^, Mn) сле-
дующим образом: JR(N'9)Mn. Отметим расслоения, получающиеся 
при некоторых значениях N и q. 
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1. JR(1,ll)Mn = TqMn — «-"-касательное расслоение. Как много­
образие над алгеброй R (1, <?) == R (е") плюральных чисел, TqMn 
изучалось А. П. Широковым [22], [24], T. В. Капустиной [12]. 
Подробная библиография работ, посвященных геометрии каса­
тельных расслоений, имеется в обзорах [10], [23], ]24], а также 
в монографии [7]. 

2. JR(AM)M,.— ТМп® . . . @ТМп — УУ-кратная сумма Уитни 

касательных расслоений. Рассматривалась как многообразие над 
алгеброй R(N, 1) B. Г. Подольским [17], A. П. Широко­
вым [24]. 

3. Расслоение HqMn ^-реперов над многообразием Мп ([10]). 
Н"-Мп является открытым подмногообразием в J*(n,q)Mn и по­
этому несет на себе структуру дифференцируемого класса 
Cs~q (R (п, д)) многообразия над алгеброй R (п., .7). 

Рассмотрим далее два С -̂дифференцируемых ростка 
/-:(RW, 0){to}(M„, x) и Л К ^ . 0){to}(M„", x). Назовем их А-экви-
валентными, если R (/V, <7)-координаты X/ и X2 их •?-струй 
XI — Jxfi и X2 = j%fi (см. (12)) определяют один и тот же 
класс вычетов по модулю Q (i = l, . . . , и), т. е. если Х[ва 
sX2(modQ). Корректность этого определения обеспечивается 
свойствами R (N, ^-цифференцируемых преобразований коорди­
нат на JR{N,q)Mn (см. [28]). 

О п р е д е л е н и е 3. Класс А-эквивалентности jAf ростка 
f-(RN, 0)->(M„, x) назовем А-струей этого ростка. 

Обозначим символом JAMn множество А-струй С •'-дифферен­
цируемых ростков {R^, 0)->M,,, а символом я0

?:/АЖл->УИ„ — 
отображение, относящее А-струе jAf точку xQMn (отметим, 
что для упрощения обозначений одним символом ЛР МЫ обозна­
чаем различные, но аналогичные отображения, см. (5), (7), (16)). 

Теорема 4 ([28]). JAMn — расслоенное дифференцируемое 
многообразие класса дифферещируемэсти Cs~q над базой Мп 
со стандартным слоем . / ^ " — многообразием А-струй ростков 
(Rw, 0){to}(R", 0). JAMn несет на себе структуру дифференци­
руемого класса С--9 (А) многообразия над алгеброй А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Факторизация R (Л/, ^-координат (12} 
струи jR

x
{N'q)f ростка f:{R", 0)->(/И„, х) по идеалу QcR(N, q) 

относит А-струе X==JAf набор п элементов из алгебры А 
X^Xfa (аеУ), (14) 

тем самым аналогично формуле (13) определяется гомеоморфизм 
AA:UA-(4r4^)c/AM„-^(-o)":(UO-A". 
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Отображения As" (ha) оказываются аналитическими продолже­
ниями отображений h$°{ho)~x. Элементы X'gA, определенные 
формулой (14), называются А-координатами А-струи X. 

Отметим, что если многообразие Мп имеет класс дифферен-
цируемости С°°, то расслоение А-струй JAMn эквивалентно рас­
слоению А-близких точек А. Вёйля ([48], [7], [24]). А-близкой 
точкой к точке xQMn называется унитальный гомоморфизм 

X,:Ceo(MII){to}A (15) 

алгебры С™ (Мп) дифференцируемых класса С°° функций на Мп 
в алгебру А, удовлетворяющий условию я? (X (g)) — g(x), где 
geC°°(Mn). Всякая А-струя определяет некоторую А-близкую 
точку. Действительно, если Jxf — А-струя ростка /:(R,v,0){to} 
~>(Мп,х), то соответствующая ей А-близкая точка определяется 
соотношением X'(g)==Jx (g°/)6-/AR — А. Обратно, если задана 
А-близкая точка (15), то, продолжая координатные функции ft1 

карты (U, ft) на Мп до функций h'QC00 (Мп)([Ц), можно отнести 
А-близкой точке X набор элементов алгебры А ([24]) Х1 = 
= Х(к'), который определяет А-струю jxf, имеющую в А-кар те 
(UA, hA) координаты X'. Эта А-струя определяет исходный 
гомоморфизм X, поскольку всякая функция g£C°° (M„) в окрест­
ности U точки х в карте (U, h) может быть записана в виде 
([1], теорема 4.5) 

|р|-0 , |p| - f f+ l 

где g,
p6C°°{(7). Если класс дифференцируемости Мп равен С" 

при q<s<oo, то пространства гомоморфизмов Cs(M„){to}A бу­
дут бесконечномерными (см., например, [9], с. 17). 

Аналогичные расслоения получаются в алгебраической гео­
метрии при рассмотрении гомоморфизмов К[/И]—>-А, где М — 
.алгебраическое многообразие над полем К, К[М] —алгебра по­
линомиальных функций на М, а А — некоторая алгебра над 
К ([19], §9 ) . 

Если в качестве алгебры А взять факторалгебру R(iV, q)/Q, 
где идеал Q порождается некоторым набором одночленов, то 
соответствующее расслоение А-струй / А Мп совпадает с рассло­
ением обобщенных струй в смысле Тульчиева '[46]. [47]. 

Отметим также, что к многообразиям над алгеброй R(1, q) = 
= R(e?) более общего вида (координатные гомеоморфизмы 
отображают области многообразия на области R(e5)-модуля, не 
изоморфного R(e5)") приводят полукасательные расслоения, 
изучавшиеся В. В. Вишневским и T. А. Пантелеевой [4], [5], 
[16] и Т. В. Кирсановой [13]. 
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Рассмотрим некоторые конструкции, возникающие в теории 
расслоений А-струй. 

Г Т е о р е м а 5. Расслоенное произведение JAiMnXMnJA*Mn 

изоморфно расслоению JAMn для A--=R + (A1eA2), где A — А1Ф 
О О О 

ФА2 — прямая сумма нильпотентных алгебр А1 и А2. 
Доказательство этого факта вытекает из теоремы 2. Класс 

дифференцируемое™ JAMn при этом равен Cs~q, где q = 
—-max^-, 92), а Ц\ и t?2~ высоты алгебр А1 и А2 соответственно. 

2. Свойства дифференцируемых функций над тензорным произ­
ведением алгебр ([6]) ПОЗВОЛЯЮТ доказать следующую теоре­
му ([30]). 

Т е о р е м а 6. Расслоения JA'(JA'Mn) и JA*(JAiMn), как Рас­
слоения над M„, изоморфны расслоению ./Al®A2M„. 

Класс дифференцируемое™ JAi®A'Mn равен Cs~4, где <-7 = <7i + 
+ <72. Д ля расслоений А-близких точек теорема 6 доказана 
Вейлем [48], для обобщенных струй Тульчиева аналогичная 
теорема доказана в работе [47]. 

3. Пусть "]):Ai—>А2—унитальный гомоморфизм локальных 
алгебр. Относя А.-струе XftJAlMn с Агкоординатами {Х[} 
в А.-карте (UAl, hA') А2-струю X<£JAiMn, имеющую в А2-карте 
(UM, hA') А2-координаты ХЬ — у{Х[), получим ([30]) корректно 
определенное отображение 4:JAlMn-+JA'Mn класса дифферен­

цируемое™ С-1-9, где <7 = max (qu q2)- Это отображение обладает 
следующими свойствами: 

а) x¥\JAiMn) — подмногообразие в JAiMn, которое С-~в-диф-
феоморфно расслоению •/*(A,)M„, где ^ (AOcAj — подалгебра. 

б) Если ч|) — мономорфизм, то -ф (А 1)с А2—подалгебра, изо­
морфная А1, поэтому ¥:/A,Mrt{to}./A-M„ в этом случае является 
вложением. ЭТОТ факт можно проиллюстрировать вложениями 
.друг в друга касательных расслоений различных порядков. Если 
T«M„— ^-касательное расслоение, рассматривающееся как рас­
слоение R (е?)-струй, то по теореме 6 многократное касательное 
расслоение ТГ1{ТГ2(... ТгмМп ..',)) можно рассматривать как рас­
слоение А-струй для алгебры 

A=R(s--)®R(e|-)®.. .OR (8^У). 

•При /"i + -r2+ • • • + r . v ~ Ч определим унитальный мономорфизм 

o|r.R (e«){to}R (e-.)®R (е'О® • • • ®R (е^)> 
о 

•задавая образ элемента Б, составляющего псевдобазис в R (e-?): 
^(e).--=.a1ei+...+aA '8 ;v-f-o, где а\ ..•, a^GR, ogA2, a-.tf-. , . 

11 



. . . •алг-т--0. Всякий такой мономорфизм определяет вложение 
Ч:ТчМп-+ТГ1ТГг ... TrjvMn. 

Если N = q и Гх = Г2=.. .=rN=\, то при этом получается вло­
жение ^-касательного расслоения Т«7И„ в касательное расслоение 
порядка q:TT .• • TM„ = (Т)Ш„. В частности, при a1----...== а^==1 

и а = 0 получается вложение, которое отмечал М. О. Рахула [18]. 
При 7V—2, /"-=-1, r2 = q — 1 получается вложение ¥:Т*М„-> 
-^TTq~lMll. В частности, при ^(е) = е--|-Б2 получается вложение,. 
использовавшееся Бауманом,[33] и К. М. Егиазаряном [11]. 

Отметим еще вложение ТН1Мп^-Н1ТМп, рассматривавшееся 
Моримото [39]. Это вложение является ограничением вложения 
TJR{n> l)Mn-*JRi2'l,1)TMn и порождается мономорфизмом op:R (e)S> 
®R(/z, l){to}R(2n, l)®R(s), определенным в базисах {1, е-", е; 
&&&>} и {1, е; х]\ oJ; s®r-/, е®в*} (здесь / - н о м е р элемента бази­
са, пробегающий значения от 1 до п, а не степень элемента б) 
соотношениями т])(е)--=8, 1|(е-/)=т^ + а.'®е. 

. в) Если -ф — эпиморфизм, то А2 = Ai/ker г|з. В этом случае 
субмерсия Y:JAlMn-+JA'Mn расслаивает JAlMn над JAlMn-
Слоями этого расслоения ¥ являются подмногообразия в JAiMn» 
порожденные идеалом кег\[> (см. [26]). Примером здесь может 
служить канонический эпиморфизм R(yV,<7){to}A, расслаивающий 
•/R М„ над JAMn. Последовательность эпиморфизмов (5) инду­
цирует последовательность расслоений 

» <7~- А, ,ч .7-2 " i ! А„> "о' 

. j*Mn—>jA{f,-l)Mn-^...XjHl)Mn-lMn, (1б> 
п?-=п*-10. ..°Kr

r
+l:JA^Mn-+JAir)Mn. 

Если \р — изоморфизм, то ЧГ—диффеоморфизм. Примером здесь 
является диффеоморфизм расслоений JAlJA*Mn и JA2JAiMn, рас­
сматривавшихся в теореме 6. В частности, инволютивный авто­
морфизм алгебры R (s-J-SiR (62), определенный соотношениями 
•vj-(s1)=--e2; ".p (s2) = s1, индуцирует известный инволютивный диф­
феоморфизм второго касательного расслоения \г:ТТМп-+ 
-»ТТМп ([8]). 

Отображение ^:JAtMn^-JAiMn, порождаемое гомоморфизмом 
a[>:A-{to}A2> может быть задано еще следующим образом ([30]):: 
^ UMf) = JA' (/Ч>)> We ^ (R"2, 0){to}(R^1, 0)-некоторый росток 
(здесь N1-ширина алгебры А1, а JV2-ширина алгебры А2). Для 
расслоений А-близких точек отображение ¥ записывается наиболее 
просто: если X:C°°(Mn)->Ai есть Ai-близкая точка к х&Мп, то. 
T(X)=^-X:C0°(M„){to}A2. 

4. Пусть Мп и Vk — дифференцируемые класса С- много-
12 



•образия, тогда расслоение JA{MnXVk) естественно отождест­
вляется с JAMnXJAVk ([43]). 
. 5. Расслоения полуструй ([31], [32]). Как обобщение опре­

деления 1 имеет место 
Определение 4. Пусть Vk и Мп—•дифференцируемые 

класса С многообразия. С*_?-дифференцируемое отображение 
'9:Vft{to}yAM/l называется Са_,?-регулярным, если при г = 0, • . . , q 
отображение я,?°Ф является дифференцируемым класса Cs~r. 

Пусть теперь Ai —-алгебра ширины -V1 и высоты qly а А2 — 
алгебра ширины iV2 и высоты q%. На множестве (^"""'-регулярных 
ростков вида g:(RN\ 0){to}./A'M.. введем отношение эквивалент­
ности: gi~g2> е с л и пРи Р~ 0 , . . . , .7i выполняется 

/ A 2 ( p , W ; - p ^ = i A 2 W « ; - , » g 2 ) . (17) 
О п р е д е л е н и е 5. Класс эквивалентности ростка g по 

введенному отношению эквивалентности называется А2-полуструей 
и обозначается символом jA 2g. 

Обозначим множество всех А2-полуструй С"*_?'-регулярных 
ростков (RN', 0) {to} JAlM„ символом JA4AlMn. При этом усло­
вия (17) показывают, что можно считать, что высота алгебры А2 
не превосходит qx. 

Теорема 7. JA'JAlMn несет на себе структуру дифферен­
цируемого класса cs~9' расслоенного многообразия над Мю 

естественно диффеоморфного расслоению J 2® lM„, где А2®Ai— 
==A2®Ai/Rd(A2®Ai)^+I. 

Применение этих расслоений будет указано в § 5. 
6. Расслоения неголономных струй. Метод Эресмана построе­

ния неголономных продолжений ([37], [38]) можно применить к рас­
слоениям струй, определяемым локальными алгебрами. Рассмотрим 
набор А1, А2, . . . ,A j локальных алгебр одинаковой ширины N. 
Каждую алгебру Ац считаем заданной как конкретная фактор-
алгебра AU==R(.V, r)/Qui где г —max^u. Предполагаем, что 
многообразие Мп имеет класс дифференцируемое™ Cs при 5 > kr. 
Многообразие 7" (R^, Mn) r-струй О-дифференцируемых ростков 
RN {to}M„ как расслоение над R^ диффеоморфно произведению 
RNXJ^N,r)M„ ([36]); переходя здесь к Ai-струям, получаем 
JAi (RN, Mn) sx RN X JKlMn (см. [32])- Многообразие А2-струй 
С-""-дифференцируемых ростков сечений RN-+JAl(RN, Мп) тогда 
диффеоморфно произведению RNXJ 'Mn, a расслоение 
А2-струй ростков сечений (R^, 0){to} JAl(R^, Mn) диффеоморфно 
расслоению J 'Mn. Далее рекуррентно определяется, как не-
голономное продолжение многообразия Мп, расслоение А-,-струй 
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С" (" 1)г-дифференцируемых ростков сечений (R^, 0){to}: 

А лг •-* 

{to}./ -""'(R ,Л1П), где A„_ 1=Ai®.. .®A-,_i. ЭТО расслоение диф_ 
феоморфно J VM„ при v — \, ..., k, где А-,-=А1®.. .®А-,. По­
следовательность эпиморфизмов алгебр 

_ рА-1_ p U p L P L po 
АЙ—5>Aft_i—->-.. .{to}A2{to}Ai-=Ai{to}R. 

где pi_x :AV {to} A.o_i—факторизация па идеалу A„_i®A-„ соот­
ветствует последовательности естественных проекций расслоений 

Ok 0к~г D 2 О1 

j ктп—>J * - v w - { t o } . . . {to}./AiM/i{to}M„. 
Положим, в частности, R(A/, q) — R(N, 1)®.. .®R(N, 1), тогда 

• 2 : ' 
имеет место 

Т е о р е м а 8. Расслоение Т%МЛ неголономных N'-скоростей 
Эресмана ([371;, [38]) естественно диффеоморфно расслое­
нию Jm>q)Mn. 

Если росток сечения / ( R ^ , ^0){to}RArX-/A,.Mrt порождается 
ростком ^ ( R ^ , t0){to}M„, то имеет место соотношение 

J?'(?l°f')-Jte'=f'(t)> (Щ 
где g'~локальное отображение, представляющее росток g, 
а / ' — порождаемое им локальное сечение, выполняющееся при 
всех t из области определения g'. Это условие (18) выделяет 
в расслоении JAlMn подрасслоение, соответствующее подалгебре 
АзСАг, порождаемой набором элементов {1, т^ + т^} (A-= 

о 

= 1, , , . , N), где {TJ1}' и {т^}—псевдобазисы соответственно в Ai 
о , 

и Аг. Наложение далее условия голономности 
jtv(?

v
v-iof')^f'(t) (19) 

на ростки сечений f:(RN,t0)-+RArXJAv-lMn рекуррентно опре­
деляет голоиомное продолжение JXvMn (•о — 2 , . . . , к). Алгебра 
А* при этом является подалгеброй в А*, порождаемой набором 

элементов | 1 , 2 T u ( ' ГД-е {хи)~псевдобазис в Аа, соответствую­
щий естественному псевдобазису алгебры R (N, r) ([32]). 

Ослабление условия (19), а именно,- требование его выпол­
нения только при t = 0, рекуррентно определяет полуголономн ое 
продолжение JAvMn, как расслоение А.,-струй ростков сечений 
14 
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f'.(RN, 0)-->R/vX JAv~lMn, удовлетворяющих условию полуголо-
номности 

/o*(p"- i - / ) = / ( 0 ) . 

Расслоение JAkMndJKkMn соответствует подалгебре A&czAft, 
порождаемой набором элементов {1, тл ' , т'4'"42,.. . , t ""' "}, где 
Аь. ..,Ak = \,...,N и 

l < U t < . . . < « j , < f t 

в частности, для R(N, g)(zR(N, q) имеет место ([32]) 
Т е о р е м а 9. Расслоение Т^Мп полуголономных .V-cKopo-

стей естественно диффеоморфно расслоению JR(N,q)Mn. 

§ 4. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРОДОЛЖЕНИЯ ОТОБРАЖЕНИЙ 

Пусть Vk и M—дифференцируемые класса Cs многообра" 
зия, a^:M„{to}V, —СЧдифференцируемое отображение. Отобра­
жение ф порождает (^-"''-дифференцируемое отображение 
9A:/AMn->-./Al./ft, определенное соотношением ФА( /А / ) = у'А(Ф-/),-
где / : (R N, 0) {to} Мп — С--дифференцируемый росток. 

Т е о р е м а 10. ФА есть А-дифференцируемое отображение 
класса С*~я (А). Причем, если в картах (U, h) на Мп и (L/*, /г*> 
на Vk таких, что ^(U)czU*, отображение h*°4°h~l задается 
функциями у' = Ф-/(хг) (/ = 1 , . . . , k; t -—1, . . . ,я) , то отображение 
Л*АофА

0(ДА)-1 задается функциями У/==-Ф-'(.ЛГ'). являющимися ана­
литическими продолжениями функций tjl — ^l{xi) (см. (11)). 

Отображение ФА называется аналитическим продолжением -? 
в алгебру А. Очевидно, аналитическое продолжение (фо^)А ком­
позиции отображений совпадает с композицией фА<и|зА аналитиче­
ских продолжений, а аналитическое продолжение тождественного 
отображения id:M„{to}Mn является тождественным отображением 
idA:yAM„{to}7AM„. 

Аналитические продолжения позволяют легко получать под­
нятия различных структур с многообразия на расслоение А-струй. 
Отметим некоторые важные случаи. 

1. П р о д о л ж е н и я , л и н е й н ы х п р о с т р а н с т в . Если 
продолжить аналитически отображения A{cdot}:R XR9C*, */){to}x + 0GR 
и ^:RXR9(x> £/){to}.xy6R> задающие операции сложения и умно­
жения вещественных чисел, то получатся отображения A,A:/ARX 
X JAR*)(X, Y) {to}X + re-/AR и {mu}A:iAR X /AR9(X- Y)->XV&JAR, 
определяющие на на ./AR структуру алгебры А. Аналогично 
рассмотрим отображения %\LnxLn^Ln и р:R XЦг->Ln> задаю-
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щие на вещественном n-мерном линейном пространстве Ln опе­
рации сложения и умножения на число. Продолжения этих 
отображений ЪА:JALnX JALn{to}JALn и ц А : А Х / Л 4 - > А „ опре­
деляют на JALn структуру свободного модуля над А размерно­
сти /г над А. Выполнение аксиом А-модуля на JALn при этом 
получается как следствие аксиом линейного пространства. На­
пример, чтобы показать, что А (АГ + У) = AX-\-AY при A6A, 
X, YQjALn, нужно продолжить аналитически тождественно совпа­
дающие отображения RXL«XLn9(a. x, t/){to}a(x + i/)6L„ и RX 
X Ln X Ln9(fl-, x, у)-*ах-\-аувЬп и воспользоваться теоремой 10 и 

свойствами аналитических продолжений из § 2. Отметим, что на­
личие структуры А-модуля на расслоении А-близких точек JALn 
отмечалось в работах [43], [45], [50]. 

2. Л и ф т ы с е ч е н и й р а с с л о е н и й . Если n:Mn-*~Vk — 
локально тривиальное расслоение со слоем E, то аналитическое 
продолжение лА: JAMn{to} JAVk является локально тривиальным 
расслоением со слоем JAF. При этом аналитическое продолжение 
О-дифференцируемого сечения ст: l/s{to}M„ является А-дифферен-
цируемым сечением aA:JAVk-^JAMn расслоения яА . Сечение аА 

называется А-лифтом (А-продолжением) сечения а. В применении 
к расслоению Аг-струй я1г: JAiMn->M„ рассмотрим аналитическое 
продолжение сечения a: Mn-+JA*Mn в алгебру Ai (предполагаем, 
что s > дг + <~2> где <7i и Яч — высоты алгебр А1 и Аг соответст­
венно). Учитывая теорему 6, получаем сечение аА»: ./A-Mn{to} 
->J^JA*Mn=*.JA*JAiMn. Тем самым ^-«--дифференцируемому 
полю А2-струй на Мп относится ^-«'-'••'-дифференцируемое поле 
Аг-струй на JAiMn. В частности,, если A 2=-R(l . 1) = R(e) алгебра 
дуальных чисел, таким образом получаются лифты векторных 
полей как сечений касательного расслоения (см. [24]). Лифты 
тензорных полей с многообразия Мп на расслоение JAMn мож­
но получать как реализации ([15]) А-лифтов — полей А-тензоров 
([24], [30]). Для расслоений А-близких точек лифты векторных 
и тензорных полей исследовались в работах Моримото [43], 
Баумана [34[, Окасса [44], Паттерсона [45]. 

3. П р о д о л ж е н и я г р у п п Ли и г л а в н ы х р а с с л о е ­
ний. Пусть С? —группа Ли с алгеброй Ли 8. Аналитическое 
продолжение в алгебру А отображений C?XG-^G и G^-Q, 
задающих операции умножения и взятия обратного элемента 
в О, определяют на JA0 структуру группы Ли над алгеброй А, 
алгебра Ли которой JH является алгеброй Ли над алгеброй 
А, изоморфной А®8 (см. [48], [43], [30]). При этом А-базис 
алгебры Ли ./Ай будут составлять А-лифты левоинвариантных 
векторных полей на О, образующих базис 8. Аналитическое 
продолжение главного расслоения Р(Мп, Q) приводит к главному 
А-дифференцируемому расслоению УАР (JAMn, JA0). Если Г— связ­
ность в Р (Мп, С?) с формой связности со: ТР {to} 8, то аналитическое 
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й . продолжение отображения со в алгебру А приводит к форме 
* шА: 7 / A P ~ / A 7 \ P - W A 3 на расслоении 7АР, определяющей 
. связность ГА, называемую А-лифтом (А-продолжением) связнос­

ти Г. С этой точки зрения лифты связностей на расслоения 
' Л^-скоростей Эресмана изучал Голлек в работе [38]. Линейность 
, формы соА.: ТхР-+% при х£Мп влечет А-линейность формы 

свА: Тдг/АР^./лй при XQJAM„. Отметим также, что соотноше­
ния, которым должно удовлетворять -отображение соА, чтобы 

• быть формой связности ([14]), получаются при аналитическом 
, продолжении в алгебру А соответствующих соотношений для 

отображения со. А-лифтом линейной связности у, заданной на 
1 многообразии Жв, является А-линейная связность -А н а JAMn. 

Коэффициентами связности vA являются аналитические продол­
жения коэффициентов связности v ([24]). А-лифты связностей, 

! заданных в векторных расслоениях, получаемые А-продолжени-
ями отображения связности ([9]), изучал Паттерсон [45]. 

4. Л и ф т ы ( / - с т р у к т у р . Пусть QсLn
T — замкнутая под­

группа Ли. (/-структурой порядка г на многообразии Мп назы­
вают вложение t: P~>-IirMn некоторого главного расслоения 
Р (Мп, G) в расслоение НгМп r-реперов, индуцирующее тожде­
ственное преобразование М„. Это вложение i называют редук­
цией структурной группы Ln

r расслоения НгМп к подгруппе О 
([10], [14])- Аналитическое продолжение отображения t в алгебру 
А приводит к вложению iA: JAP->JA HrMn главного расслое­
ния JAP в главное расслоение JAHrMn над многообразием 
JAMn со структурной группой JALn

r. Группу JAL/ и 
главное расслоение JAIirMn отождествим соответственно с группой 
r-струй А-дифференцируемых обратимых ростков вида g: (A", 0)-> 
-*-(А", 0) и расслоением r-реперов над алгеброй А над многооб­
разием JAMn, т. е. расслоением r-струй А-дифференцируемых 
обратимых ростков вида / : (Аи, 0) ->JAMn (отождествляем точ­
ки, имеющие в А-картах, индуцированных одной и той же кар­
той на M,„ одинаковые координаты). Выбор базиса {ха} в алгеб­
ре А (см. §1) индуцирует линейный изоморфизм 8- A"->R(m+1>", 
где m-\-\ =d imА. Ростку g тогда соответствует обратимый 
росток 9°g°0-1: (R<'"+1>", 0) {to}(R({cdot}-'+i)", 0). Относя r-струе над А 
ростка g r-струю ростка 0°go8~1> получим вложение Ф: ./AL„r-> 

Аналогично, относя г-струе над А обратимого А-диф-
ференцируемого ростка / r-струю ростка /°6 - 1 , получим редук­
цию 

Ф: JAHrMn-*HrJAMn (20) 
расслоения HrJAMn к подгруппе JALn

r. Структура, определяе-
' мая редукцией (20) на многообразии /AM„, —это структура 
• многообразия над алгеброй А ([21]). 

Композиция Ф».А: /-А--*НЧАМп определит редукцию струк­
турной группы Цт+1)п расслоения HrJAMn к подгруппе УА0, 

i задавая тем самым /АС-структуру на многообразии JAMn, 
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называемую А.-лифтом (А-продолжением) G-структуры i. Если 
О-структура интегрируема, то интегрируем и ее А-лифт. Лифты 
G-структур первого порядка, на касательные расслоения ис­
следовались Моримото [39], ЮЭНОМ результаты Моримото бы­
ли распространены на расслоения //«-скоростей [49] и А-близ-
ких точек [50]. 

. 5. П р о д о л ж е н и я С*-ч - р е г у л я р н ы х о т о б р а ж е ­
ний. Пусть Vft и Мп — дифференцируемые класса С1" многооб­
разия. Имеет место следующее обобщение теоремы 1. 

Т е о р е м а 11 ([31]). С ̂ '-регулярное отображение Ф: !/,•.-> 
-yJAMn единственным образом продолжается до А-дифференци-
руемого класса Cs~i(А) отображения 0:JAVk-^JAA/I,v ограниче­
ние которого на Vk, отождествляемое с нулевым сечением рас­
слоения JAVk, совпадает с Ф. При этом, если л%оУ:\/к-+М — 
диффеоморфизм, то Ф является А-диффеоморфизмом. В частности,. 
С ̂ -регулярное сечение G".Mll->JAMn единственным образом> 
продолжается до А-диффеоморфизма Z:JAMn~>JAMn. 

В качестве примера рассмотрим сечение о:Мп-+ТМп каса­
тельного. расслоения. Для xQMn имеем a(x) = vx^TxMll, тогда 
для 11х£ГхМп получим Z(ax) = ux + vx. 

Если класс дифференцируемости многообразий Vk и Мп равен 
С°°, то отображение Ф можно получить следующим образом. 
Пусть %: А® А -> А — билинейное отображение, определяющее-
операцию умножения в А. Это отображение можно рассматривать 
как эпиморфизм алгебр, поэтому оно порождает (см. § 3) отобра­
жение h:JA®AMn->JAMn. По теоремам 6 и 10 отображение 
V:Vk-+JAMn можно продолжить до <PA:JAVb-+JA®AMll. Имеет 
место равенство Ф = Л°ФА. 

§ 5. СТРУКТУРНЫЕ ГРУППЫ РАССЛОЕНИЯ А-СТРУЙ 

' Расслоение JAMn А-струй над многообразием Мп является 
присоединенным расслоением к расслоению ^-реперов Н"Мп 

со. стандартным слоем /ARn==(A)—многообразием А-струй 
ростков (R^, 0)->(R", 0). Действие группы Lq

n на JAR.n слева 
осуществляется по закону композиции струй: если ростки 
Ф:(К'\ 0)->(R", 0) и f:(RM, 0)->(R", 0) определяют струи j"4&L?i 
K / A / e / o R n . то 

.: ••• у ? ф 0 у А / = = . у А ( ф о / ) . (21) 
: q-penepjvty,'тДе ф: (RB, 0)->(Mn, x), относит А-струе Jig ростка 

g:(R", 0)->.{М1Р,х) стандартную, А-струю j A (f~l°g)€JARn- По тео­
реме 10, действие (21) группы , 1\ на /AR" может быть записано 
в'виде 
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/А(Ф°/) = ФА(УА/)> (22> 
где фл __ аналитическое продолжение ростка Ф в алгебру А., 
Пусть росток Ф задается функциями у1 = У1{х>), тогда аналити­
ческое продолжение ФА:(А", 0){to}(A", 0) имеет вид (см. (11)) 

Полагая х1 = 0 в формуле (23), получим запись действия (21)» 
в виде 

У' = Ф';ДР ( K | p | < ( 7 ) , (24y 

где ^c—^i DxP 

Вместо ростка ФА в формуле (22) можно рассмотреть произ­
вольный обратимый А-дифференцируемый росток Ч'':(А'г, 0){to} 

о о о 

{to} (А", К0), где F06(A)". Пусть \|J —UJ' ^« — ограничение Ч 
на (R", 0). Если я|, задается функциями Yl = \tf(x'), то.1Г по тео­
реме 1 задается A-дифференцируемыми функциями 

1Р1=<Г 

При xJ—0 из уравнений (25) получается соотношение 
Y ' - ^ X ' (0<|p!<<?), (26) 

где 
DP (nq , , - ihO • . о' о 

^ Д ~ Р ' 6A( , - I P D; i t f - r f c A . (27> 
Т е о р е м а 12 ([31]). Уравнениями (26) определяется группа. 

Ли Dn(A), транзитивно действующая слева на многообразии 
JoR". Группа Dn(A) является полупрямым ([20]) произведением 
Д, (А)=L«X Д , (А) группы L\ и некоторого нормального делите­
ля Д . (А). 

Отметим, что из (27) следует, что элемент группы Д ( А ) , 
определяемый ростком i|):(R", 0)->(A'!, Y0), может рассматривать­
ся как R (га, <7)-полуструя (см. § 3, п. 4) ]щ'1'"\\> этого ростка.. 
Для упрощения записи R(n, д)-полуструи будем называть д-полу-
струями и обозначать jR{n'9)^=j''^. Закон композиции в группе 
Д . (А) можно записать в виде / ^ - / ^ — УМ^'И-1.). где 1-f2 — 
аналитическое продолжение ростка г|52- Полагая КУ°\\>=У И 

•фоф-' = 0, можно / ^ б Д Д А ) представить в виде композиции 
}qty = jiQoji<p, где ]Щ&1, а }'7ееД(А). Поэтому нормальный 
делитель Д ( А ) СОСТОИТ ИЗ <?-полуструй ростков 0:(R", 0){to} 
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{to} (A", F0), удовлетворяющих соотношению Яоо0 = id. Группа 
£>ДА) называется' А-аффинной группой. В случае алгебры R (в) 
дуальных чисел группа D„ (R (е)) есть группа аффинных преобра­
зований аффинного пространства R". 

Можно построить главное расслоение со структурной группой 
_>„(А), присоединенное к расслоению JAMn. 

О п р е д е л е н и е 6. А-аффинным репером на дифференци­
руемом класса С- многообразии Мп называется <7-полуструя 
С^-регулярного ростка -]r.(R", 0)-> JAMn такого, что росток 
-atgoTj- обратим. 

Обозначим символом Н (А) М„ множество всех А-аффинных 
реперов на Мп. По теореме 7 Н(А)Мп— открытое подмногооб-

разие в расслоении JR<-""'1) Ain. Имеет место 
Т е о р е м а 13 ([31]). Я (A) M„—главное расслоение над Мп 

со структурной группой -9„(А), присоединенное к расслое­
нию JAMn. 

Для алгебры R (&) расслоение Н (R (е)) М„ является расслое­
нием аффинных реперов на Мп. 

О п р е д е л е н и е 7. Связность в главном расслоении 
Н(К)Мп назовем А-аффинной связностью на Мп. 

Для алгебры R (е) при этом R (в)-аффинная связность — это 
обобщенная аффинная связность на Мп (см. [14]). 

Если х'=х1У) — уравнения некоторой кривой на Мп в карте 
•(U, h), то уравнения параллельного переноса А-струи в А-аф-
финной связности на Мп имеют вид 

#+rUp#=o , 
где Тр}=Tl

Pj(xk) при 0 < | р \<q являются А(-_|Р|)-значными диф­
ференцируемыми класса Cs~q~l функциями, а при /- = 0, кроме 

о 

того, функции Го; принимают значения в А. А-аффинная связ­
ность редуцируется к связности в расслоении HqMn тогда 
и только тогда, когда ГрУ- являются R-значными и Гоу — О. 

В. В. Вагнером [2] было показано, что группа L4
n может рас­

сматриваться как группа автоморфизмов алгебры R (n, q). Ана­
логичные рассмотрения показывают, что А-аффинная группа 
Dn(A) является группой А-линейных автоморфизмов алгебры 
A®R (n, <?)• 
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