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Полученная по ходу доказательства этих теорем информация о структуре решения задачи (1) 
позволяет вычислить порог разрешимости этой задачи. 

Т е о р е м а 3. Пусть L е Rp, In G (t) = tp (t) e Tp , и выполнено хотя бы одно из условий 
(4), (5). Тогда порог разрешимости задачи (1) может быть вычислен по формуле 

v (tp) — а 0 — 1 , если это число целое, а функция 
v ( T ) l n | ? | - . ( 2 « ) - « e ( | « | ) R e P , (z) 
неограничена сверху при | г \ < 1; * ' 

[— v (tp) — а 0 ] в остальных случаях, 
х = К ] + 

где v (tp) = (2л)- 1 lira 6 (| г | ) (In | г | ) - • Re Р ф (г), = (2я)-' Ira tp (0), я, = (2л)-' Im <р (1). 

Отметим следующее условие конечномерности задачи (1). 
С л е д с т в и е 1. Пусть LeRp. Задача (1) имеет конечное число линейно независимых 

решений при любом коэффициенте с логарифмом класса Тр тогда и только тогда, когда коне­
чен предел (4). 

Соотношение (6) позволяет также получить такое уточнение альтернатив (2), (3) леммы 2. 
С л е д с т в и е 2. Пусть LeRp, In GeTp и выполнено хотя бы одно из условий (4), (5). 

Тогда х + %' < — со (2л) - 11 In | G (0) 11, где со = lim 6 (r)/ln г — lim в (г)/\п г. В частности, хотя бы 

одна из задач (1), (2) не имеет нетривиальных решений в классе Вп , если п > — со (4я)— 1 X 
X | l n | G ( 0 ) | | . 
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О ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА РИССОВЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

В [1], [2] были вредены и исследованы пространства La

p ,(R"), состоящие из г-суммируе-
мых функций f(x), имеющих />-суммируемую риссову производную Daf. В случае r — р про­
странства Lp r(R") совпадают с пространствами бесселевых потенциалов в силу результата 
П. И. Лизоркина [3]. В [1], [2] показано, что Lp r(Rn) = Lrf\Ia(Lp) при 

Kp< о», 1 < Г < со, а > 0 , 1/р — а/п<1/Г<1/р, (1) 

где 1а(1р)—пространство риссовых потенциалов, а в [4] установлено (при 1 < £ < я / а и при 
условии (1)), что в случае целого а пространства Lpr(Rn) совпадают с пространствами Собо­
левского типа, состоящими из r-суммируемых функций f(x) с /^-суммируемыми обобщенными 
производными DJ f порядков | / | = а. 

Здесь мы обобщим эти результаты (освободившись от ограничения \\р — а/га < 1/г < \]р 
из (1)) на случай весовых пространств La

p> r (w{, w2) со степенными весами. При этом обобще­
нии приходится преодолевать существенные трудности, связанные с наличием весов. Наиболее 
рудным является установление вложения (6) при доказательстве теоремы 1 (см. ниже). 

Основные из возникающих трудностей обусловлены: 
1) работой с конечными разностями функций из весовых пространств, не инвариантных 

относительно сдвигов, а также с операторами, об ограниченности которых в (нужных) весовых 
пространствах трудно судить. Эти трудности "преодолеваются за счет перехода к обобщенным 
функциям; 
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2) необходимостью переходить от равенств в смысле обобщенных функций к равенствам 
в обычном смысле (почти всюду) для функций из весовых ^-пространств. Эта трудность пре­
одолевается леммой 1, которая представляет и самостоятельный интерес. 

Ниже будем использовать обозначения: Ф = Ф (Rn)~введенный в [5] класс П. И. Лизоркина, 
состоящий из шварцевых основных функций, ортогональных многочленам; Ф'—пространство 

обобщенных функций над Ф; Lp(w) — ̂ f(x)\ j " да (х) \ f(x) | Р dx < оо, да (х) > О J — весовое 
R" 

/.^-пространство. 

1. Определим пространства Lpr(wlt да2) = Lpr(wx, w2; Rn) следующим образом: 

L*,r(Wi,' w,)={f(x):feL,(wl), Da feLp(w2)}, « > 0, p> 1, r > I , 

где Da f— оператор риссова дифференцирования 

( 2 ) 

n,l \t | > e 

В (3) (Д' / ) (x)—центрированная или нецентрированная разность • функции f(x) порядка / 
с шагом teR", d (a) — постоянная, значение которой можно найти в [1], [2]. 

п, I 
Нас будет интересовать случай степенных весов 

W L (JC) = | JC Г ((1 + \х\Г), да2(*) = | * 1 т ((1 + \х\? ) . 

Относительно выбора / в (3) будем считать в дальнейшем, что 
/ > max К я — л + ?/(/>—1), а — л + (*/(/•—1)]. (4) 

В пространстве Lp г (wx, да,) введем норму равенством 

pi Т 1 2 

Пусть далее да (х) = | л: | т , — п<-\ < п(р —\), или да (х) = (1 + I х \ ) R , 7 > — л. Через 
I" (,Lp (да)) будем обозначать пространство риссовых потенциалов с плотностями из Lp(w) 

/ а ( £ р (да)) = { / : / = /Г<р, 4eLp(w)}, а > 0, р>1, (5) 

где / < а ср = £ а

 :-)f 9—- риссов потенциал 

M J 0 = _ L _ М * Г » , « - л ^ О , 2,4....; 
Т Г I | л: | а ~ Л In | л: | , а —в = 0, 2, 4, ... 

Потенциал f=Ka<f в (5) будем понимать в обычном смысле при 0 < а < л, />>1, ар— л < 
< 7 < л ( / > — 1) (в соответствии с теоремой Стейна—Вейса [6]) и в смысле свертки с ядром 
ka(x) в пространстве Ф' в остальных случаях. Пространство / а (Lp (w))—банахово относительно 
нормы | | f l , * , l L p i v ) ) = MLplw) • 

Т е о р е м а 1. Пусть а > 0, 1 < р < оо, 1 < г < оо и wx (х) = (1 + | х [ f , — л < jx, ила 
щу(.*)= | * f , — н < jx< л (г — 1); да2(х) = (1 + U I ) т , — п < Y, или да2 (х) = | л: | т , — Ж у < 
<я( />—1) . Тогда i p i ( . ( w i > = КШС\ /а (h №г)). пР" этом lf\Lp f О , , w2) = " ^ L

r (WJ + 

+ Wf\\ia {Lp(W2)) • 

Доказательство вложения 

/. г(да 1)П/ г(/-р(^))с-/4. г(^ 1, »,); ||/[| i a ^ = WLr(Wi) + l l / l l / a ( i . ( w ) (6) 
J), / " 1 2 . jD 2 

основано на следующем интегральном представлении „усеченных" риссовых производных (3): 
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(Dt f) (х) = f Ki, . (|t I") <P (x - si) Л, 9 e ^ («,), (7) 
Rn 

где „ (11 [)—некоторое „усредняющее" ядро: АГЛ a (I * I) € А (/?"), j " K!t a (11 | ) dt = 1. Вло-

жение (6) обосновывается предельным переходом в (7) при Е->0. При доказательстве (7) суще­
ственно использовалась 

Л е м м а 1. Пусть весовые функции W\(x) и w2(x) такие же, как в формулировке тео­
ремы 1, f(x)eLr(wl), g(x)eLp(w2) и f(x) = g(x) в смысле Ф ' . Тогда f(x) = g(x) почти 
всюду. 

Эта лемма содержательна при Lr(wx) Ф Lp(w2), являясь тривиальной в противном случае. 
Доказательство обратного к (6) вложения 

L'; Т (ю,, w2) с LT («>,) п / " Щ («*)); II Пр. { L p = И f kp (w2) 

основано на представлении (в слабом смысле) конечных разностей функций f(x) 6Lp r (wx, w2): 

J (Aj»/) (x)^(x)dx = J ^xjdxj A m < e ( * - 6, A) (Da f) ( g ) » 6 Ф , 

где Am,Jx, A) = (AJ»A„)(*). 
Пусть wx(x), w2 (JC)—весовые функции из теоремы 1. Из теоремы 1 вытекают такие утвер­

ждения. 
С л е д с т в и е 1. Пространства Lpr(wl, w2) не зависят от типа разности, определяющей 

Da f в (2), (3) и от порядка / этой разности (при указанном в (4) выборе /). 
С л е д с т в и е 2. Пространства L a (w^, w2) полны. 
2. Будем говорить, что функция f(x)eLr(wi) имеет обобщенную производную DJfeLp(w2), 

если существует gjeLp(w2) такая, что 

[ f(x) {DU)(xj<*.* = ( — j gj(x)^jdx, с о 6 Ф . 

I? if 

Пусть m—целое положительное число. Обозначим через Wp

m

r(wi, w2) класс функций f(x) 6 
eLr(Wi), имеющих обобщенные производные DJ' feLp(w2) для всех мультииндексов / длины т. 
Положим 

Р' г 1 j \ = tn ^ 

Т е о р е м а 2. Пусть г > 1, р > 1 и весовые функции wi (х) и w2 (х) такие же, как в тео­
реме 1, с той разницей, что — п < \>. < я (г — 1), когдя Ш] (х) = (1 + | х | )',х и —п < f < и (р—1) 
когда w2 (х) = (1 + | х \ )т . Тогда пространства L p < , (wx , w2) и Wp

m

r (wx , w2) совпадают 
с точностью до эквивалентности норм. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. С а м к о С. Г. О -пространствах риссовых потенциалов.—Изв. АН СССР. Сер. матем. 
1976, т. 40, № 5, с. 1143-1172. 

2. С а м к о С. Г. Пространства L p r(Rn) и гиперсингулярные интегралы.—Изв. АН БССР. 
Сер. физ.-матем. н., 1976, № 2, с. 34—41. 

3. Л и з о р к и н П. И. Описание пространств Lr

p(Rn) в терминах разностных сингулярных 
интегралов.—Матем. сб., 1970, т. 81 (123): 1, с. 79—91. 

4. С а м к о С. Г., У м а р х а д ж и е в С . М. Описание пространства риссовых потенциалов 
в терминах старших производных.—Изв. вузов. Матем., 1980, № 11, с. 79—82. 

5. Л и з о р к и н П. И. Обобщенное лиувиллевское дифференцирование и функциональные 
пространства Lr

p(En). Теоремы вложения.—Матем. сб., 1963, т. 60 (102): 3, с. 325—353. 
6. S t e i n Е. М., W e i s s G. Fractional integrals on я-dimensional Euclidean space.—J. Math, 

and Mech., 1958, v. 7, № 4 , p . 503—514. 

г. Ростов-на-Дону Поступила 
23 XI 1981 


