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УДК 517.43 

П. А. Ибетов 

ОБ ОПЕРАТОРНЫХ КЛАССАХ ЖЕВРЕ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 

1. Понятие класса Жевре относительно оператора [L (I-класс Жевре), обоб­
щающее понятие обычного класса Жевре, введено Г. С. Салеховым [4] и В. Р. Фрид-
лендером [5]. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть 2 ограниченная область из Rm, 5 == ( 8 , , . . . , Ът), 
0 < 8 ; - < о о ( / = 1 т). Классом Жевре G2 (5) будем называть совокупность ком-
плекснозначных функций f(x) 6 С°° (2), если для любого компакта KdQ существуют 
такие положительные постоянные М = М(К, / ) , В = В (К, / ) , что для всех a£Nm 

и всех х£ К. выполняются неравенства 

| Z)" / I = I />"'... D™ / К МВ\ * I Г «а, 8> + 1), 

где Dj = — id(dXj ( / = 1, ... , /и), | а | = а, + . . . - | - а „ , , <а, 8) = 0,8, + ... + атЪт , 
a/bj = 0, если <у = 0 и 8;- = оо, ajbj = оо, если а,- > О и 8̂  = оо ( j = 1, ... , /и). 

О п р е д е л е н и е 2. Классом Жевре G2 (5) будем называть совокупность обоб­
щенных функций (над пространством СЦ° (2)), если для всякого г > 0 и для всех 
41 6 С™ (Sr) свертка /-)f ^ £ G2 (8), где Sr — шар радиуса г с центром в начале коор­
динат, Qr — множество точек 2, расстояние которых до границы 2 больше г. 

Согласно [7], если 8;- > 1 ( / = 1 , . . . , т), то G2 (8)ПС°° (2) = G2 (В). 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть L — оператор, 0 < х < о о . I-классом Жевре G2 (х) 
будем называть совокупность комплекснозначных функций <р (х), удовлетворяющих 
следующим условиям: 1) для любого п 6 N Ln ? S С (2); 2) для любого компакта 
АСС2 существуют положительные постоянные М=^М{К, <р) и В = В (К, <?), что 
для всех /г € N и всех л: 6 К выполняются неравенства | Ln <р (х) \ < Мб" Г (лх -f-1). 

И. Г. Галяутдинов и В. Р. Фридлендер [2] показали, что если L — обыкновен­
ный дифференциальный оператор порядка р с постоянными коэффициентами, то 
бесконечно дифференцируемая функция принадлежит I-классу Жевре Gfa ^ (рх) 
тогда и только тогда, когда она из класса G.a й, (х). 

Перенесение этих результатов на операторы с частными производными, вообще 
говоря, возможно только для отдельных классов операторов. Это показано в [3]. 

Для эллиптических операторов аналогичные факты установлены в работах 
[8]—[10]. Наиболее общий результат содержится в работе Ж. Л. Лионса и Э. Мад-
женеса [10]. Ими установлено, что если L — эллиптический оператор порядка р 
с коэффициентами из G2(x) и * ^ 1 , то из принадлежности функции i-классу Жевре 

Ой ('/»•) следует ее принадлежность обычному классу Жевре G2 (%) == G2 (х,... , х). 
В настоящей работе аналогичная задача решается для 8-гипоэллиптических 

операторов. 
О п р е д е л е н и е 4. Пусть 8 £ Rm, 1 < 8 < оо. Оператор с постоянными коэффи­

циентами L (D) называется 8-гипоэллиптическим, если любое обобщенное решение 
(над С™ (2)) уравнения L (£>) « = 0 в области 2 принадлежит классу Жевре Gs (Ь). 

В работе рассматриваются такие 8-гипоэллиптические операторы, для которых 
8;- < оо при j < т' < т, bj = оо при j > т'. 

5* 
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Можно показать, что для характеристического многочлена L (5) 5-гипоэллипти-
ческого оператора L (D) существуют такие положительные постоянные С, Yi. •••. YOT' i 
что для всех £ 6 Rm имеет место 

ц (5) | + 1 > с <е>1/7 ^ с (i e, iTl +. . . +1 em, Гт ' + « - « ' +1). d) 
Основным результатом работы является 
Т е о р е м а 1. Пусть L = L(D) — Ь-гипоэллиптический оператор. Тогда, если 

/ € GQ(-*.)[)C°° (2), ото / с Ga (Э), где р;-=со /г/>и у >/я ' , р;-= max{%/Y/; ту} при ра­
циональном *, р;- = max {x/f/ + в; 5;} d/гя любого е > О яры иррациональном f. 
(j = 1, ... , /и'), Yi , ... , Ym' — постоянные неравенства (1), которому удовлетво­
ряет характеристический многочлен оператора L, и выбраны наибольшими из 
возможных. 

2. Для доказательства теоремы 1 потребуются следующие вспомогательные 
предложения. 

Лемма 1. Пусть L^L(D) — Ь-гипоэллиптический оператор с постоянными 
коэффициентами, и пусть характеристический многочлен этого оператора удовле­
творяет неравенству (1). Тогда любое дифференцируемое в области Q1CZ/?m+1 

решение уравнения 
(DPm+l + L«{D))u = 0, (2) 

аналитическое по переменной хт+х, принадлежит классу Жевре 

GSi(3, l ) s G B f ( 3 , . . . . , К" °° °°. 1). 

где Ру = max { М<П;'); 6;} ( / = 1, - , «')• 
Для доказательства этого предложения достаточно показать, что характеристи­

ческий многочлен уравнения (2) удовлетворяет условию ш) теоремы 3.2.1 работы [6]. 
Лемма 2. Пусть / 6 GQ(P/Q), где L = L(D) — дифференциальный оператор 

с постоянными коэффициентами. Тогда существует открытая область 2 1 d^? m + 1 , 
2i L _п = 2, 8 которой существует обобщенное решение уравнения (2), анали-

1 m+i 
тическое по переменной хт+1, удовлетворяющее начальным условиям: 

и (х, 0) = f{x), (3) 

Я * + 1 и (х, 0) = 0 (А = 1, ... , р - 1). (4) 

Доказательство этого утверждения содержится в [5]. 
3. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть f(x) б G2 (%), где L = Z. (D)—диф­

ференциальный оператор, удовлетворяющий условиям теоремы, % = .р/<7 — положи­
тельное рациональное число. Тогда по лемме 2 можно указать область Q.xdRm+l, 
в которой существует обобщенное решение щ (х, xm+i) уравнения (2), удовлетво­
ряющее условиям (3)—(4). 

Для любого г > 0 и любой функции ф (х) 6 С™ (Sr) в области Qj С Qj, где 
^1 I, =о = 2/-- Функция Vrm+i 

«о(*. m̂ + O-X-^W (5) 
удовлетворяет уравнению (2). Функция (5) аналитическая по переменной хт+1 и 
бесконечно дифференцируемая в Q2 . Тогда, согласно лемме 1, функция (5) принад-

г 
лежит классу G2 (Р, 1). Следовательно, щ{х, 0)^-ф(х)6б 2 (3). Так как /• и f 
произвольные, то это, согласно определению 2, означает, что f(x) = и0 (х, 0) € Gffi (p). 
Так как f(x)€C°°(Q) и S > 1, то /(JC) € Gs 0). Для рациональных х теорема дока­
зана. 
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Пусть % иррациональное число. Тогда для любого с > 0 можно указать рацио­
нальное число plq > %, что p/q — х < е. Отсюда, учитывая, что Gg (%) d G2 (plq), и 
повторяя рассуждения, проведенные выше, получим утверждение теоремы для 
иррационального %. Теорема доказана. 

4. Укажем соотношения между обычными и I-классами Жевре, когда L является 
квазиэллиптическим оператором с постоянными коэффициентами. Понятие квази­
эллиптического оператора введено Л. Р. Волевичем [1]. 

Т е о р е м а 2. Пусть L = L (D) — квазиэллиптический оператор с постоянны­
ми коэффициентами веса Ь и порядка р. Пусть х > 1 рациональное число. Тогда 
G a 0 , * , . . . . Sm-x.) = G£(/>Y.). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как характеристический многочлен квазиэллиптиче­
ского оператора веса 8 и порядка р удовлетворяет неравенству (1) с y = pfij 
( / = 1 т), то по теореме 1 Gg (pv.) CZ Gs (\ у. Ът%). 

Обратное включение является следствием теоремы 1 работы [3]. Теорема дока­
зана. 

Любой эллиптический оператор порядка р есть квазиэллиптический оператор 
веса (1, 1,... , 1). Поэтому теорема 2 охватывает аналогичную теорему Ж. Л. Лионса 
и Э. Мадженеса [10] для рациональных %. 
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Ю. И. Маковоз, М. А. Шешко УДК 517.968 

О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ СИНГУЛЯРНОГО 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

В последние годы возрастает интерес к приближенному решению сингулярных 
интегральных уравнений (СИУ) [1]—[5]. Это обусловлено, с одной стороны, рас­
ширением сферы приложения СИУ, а с другой — недостаточной разработкой алго­
ритмов, реализующих их решение на ЭВМ, хотя в теоретическое плане в'э|ом. 
даправлении накопилось уже достаточно много результатов, 


