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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ðÕÓÔØ G | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, F | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F ÔÒÁÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ FÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÓÄ×ÉÇÏ×)�y : f(x) 7→ f(x+ y); f(x) ∈ F ; y ∈ G; (1:1)É ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å F .úÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ⊆ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ �y(H) ⊆ H ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ G.üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��Ù G × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��ÕÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÇÒÕ��ÙG × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ. æÕÎË�ÉÑ x 7→ P (a1(x); : : : ; am(x)) ÎÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ P | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É a1; : : : ; am |ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ É ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ, Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ.ðÕÓÔØ F | ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁ ÇÒÕ��Å G, H | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × F .ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ, ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù,ÆÕÎË�ÉÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.182



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 183ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ × F ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞ-ËÉ ×ÓÅÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × H ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å FÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ× Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï H ⊆ F ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ.ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ ÂÅÒÅÔ Ó×ÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÓÒÁÂÏÔÙ ì. û×ÁÒ�Á [1℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏÓÉÎÔÅÚÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ G = R, Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F ÍÏÖÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ C(R) ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R ÉÌÉ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ E(R) = C∞(R) ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ
R (×ÓÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÙÞÎÙÍÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑÍÉ). éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ äÖ. çÉÌÂÅÒÔÁ [2℄ ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁ R, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. äÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁ R, × ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ× [3℄.÷ [1℄ ì. û×ÁÒ� ×ÙÓËÁÚÁÌ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ× ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù G = R

n, n > 2, ËÏÇÄÁ F ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×C(Rn) ÉÌÉ E(Rn) = C∞(Rn). üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔÁ ä. é. çÕÒÅ-×ÉÞÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ × [4℄ �ÏÓÔÒÏÉÌ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á × E(R2), × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ-ÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ G = R
n, Á �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï F ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ S ′(Rn) ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÅÄÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÎÁ R

n, Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× (ì. û×ÁÒ� [5℄).äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ G| ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C(G), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G, Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÓÉÎÔÅÚÅ ÉÅÇÏ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ËÎÉÇÅ [6℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎ-ÔÅÚ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C(G) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù Z
n (í. ìÅÆÒÁÎË [7℄), ÄÌÑÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù [8℄, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅ-ÓËÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù [9℄. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C(G) ÎÅ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎ-ÔÅÚÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ G| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÇÒÕ��Á G ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ), Á ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å G. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.



184 ó. ó. ðìá�ïîï÷÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÚÁ�ÉÓØ F1 ,→ F2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï F1 ×ÌÏÖÅÎÏ × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F2, �ÒÉÞÅÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ.ðÕÓÔØ G | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ, ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á Ó Ï�Å-ÒÁ�ÉÅÊ + É Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 0. ðÕÓÔØ v1; : : : ; vn | ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��Ù G. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ G ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅx = t1v1 + · · · + tnvn, ÇÄÅ tj ∈ Z. äÌÑ x ∈ G Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ |x| ∈ Z+ :=
{0; 1; 2; : : : } ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

|x| := inf{|t1|+ · · ·+ |tn| : x = t1v1 + · · · + tnvn; tj ∈ Z}: (1:2)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ x 7→ |x| ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:1) |x| = 0 ⇔ x = 0; 2) | − x| = |x|; 3) |x + y| 6 |x| + |y|; x; y ∈ G;4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d ∈ Z+ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ |x| 6 d ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G.æÕÎË�ÉÑ |x| Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ë×ÁÚÉÎÏÒÍÙ ÎÁ ÇÒÕ��Å G (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [10℄). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÅ Ë×ÁÚÉÎÏÒÍÏÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ v1; : : : ; vn.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 0 ÞÅÒÅÚ Ck(G) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x) ÎÁ G, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|f(x)| e−k|x| → 0 �ÒÉ |x| → ∞: (1:3)ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ

‖f‖k := supx∈G |f(x)| e−k|x| (1:4)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ck(G) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏCk1(G) ,→ Ck2(G) �ÒÉ k1 < k2. ðÕÓÔØC∗(G) := ⋃k>0Ck(G): (1:5)ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∗(G) ÓÎÁÂÄÉÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ÂÁÎÁÈÏ-×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ck(G). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∗(G) �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å G.éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ë×ÁÚÉÎÏÒÍÙ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÂÁÎÁÈÏ-×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ck(G) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁ ÇÒÕ��Å G, Á ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÉÎÄÕË-ÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11℄) ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∗(G) ÂÕÄÅÔ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎ-ÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(G) ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��Ù G. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 185ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÕÓÔØ v11 ; : : : ; v1n É v21 ; : : : ; v2m | Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÈ ÇÒÕ��Ù G É �ÕÓÔØ |x|1 É |x|2 | Ë×ÁÚÉÎÏÒÍÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ �Ï ÜÔÉÍÓÉÓÔÅÍÁÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(G), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ �Ï Ë×ÁÚÉÎÏÒ-ÍÁÍ | · |1 É | · |2, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ 1C∗(G) É 2C∗(G).ðÕÓÔØ x ∈ G, x = t1v11 + · · ·+ tnv1n, �ÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÁ t1; : : : ; tn ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË,ÞÔÏ |x|1 = |t1|+ · · ·+ |tn|. �ÏÇÄÁ
|x|2 6

n∑j=1 |tj ||v1j |2 6 
1|x|1; (1:6)ÇÄÅ 
1 = max{|v1j |2; j = 1; : : : ; n}| ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ x �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|x|1 6 
2|x|2; x ∈ G; (1:7)ÇÄÅ 
2 > 0 | ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ x ÞÉÓÌÏ. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (1.6) É (1.7) ÌÅÇËÏ�ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ 1C∗(G) = 2C∗(G) ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÔÁÔØÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊÇÒÕ��Ù G × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C∗(G) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× Ó�ÅËÔÒÁÌØ-ÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ.÷ §2 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏ-ÇÄÁ ÇÒÕ��Á G ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Z

n. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ. ïÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(Zn)�ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ C ′
∗(Zn), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÅÒÔËÉ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ⊆ C∗(Zn) ÂÙÌÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ H⊥ ÂÙÌ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ C ′

∗(Zn). äÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ� ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó×ÅÒÔÏÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C ′
∗(Zn) ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ A(
), ÓÏ-ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ⊂ C

n,ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ. äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÉÄÅÁÌ �(H⊥) ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍ ×ÁÌÇÅÂÒÅ A(
) É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ×ÁÌÇÅÂÒÅ A(
). ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÄÕÁÌØÎÏÓÔÉ É ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,



186 ó. ó. ðìá�ïîï÷ÏÂÚÏÒ î. ë. îÉËÏÌØÓËÏÇÏ [12℄, ËÎÉÇÉ á. ç. âÁÓËÁËÏ×Á [13℄, ÷. ÷. îÁ�ÁÌËÏ-×Á [14℄, â. íÁÌØÇÒÁÎÖÁ [15℄). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑÄÌÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ G = Z
n É F = C∗(Zn). ÷ §3 ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1 ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∗(G) ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ C(G), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏÓÉÎÔÅÚÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÓÍ. [6℄).á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÕ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÄÌÑ G = Zn÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á G ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Z
n. üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÇÒÕ��Ù Z

n ÉÍÅÀÔ ×ÉÄx = (x1; : : : ; xn), ÇÄÅ xj ∈ Z. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ × Z
nÓÌÕÖÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ v1 = (1; 0; : : : ; 0); : : : ; vn = (0; : : : ; 0; 1). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

|x| (ÓÍ. (1.2)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |x| = |x1|+ · · ·+ |xn|. ëÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× Ck(G) É C∗(G), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × §1, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁCk(Zn) É C∗(Zn).þÅÒÅÚ C ′
∗(Zn) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊg(x) ÎÁ Z

n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 0
|g(x)| ek|x| → 0 �ÒÉ |x| → ∞: (2:1)íÎÏÖÅÓÔ×Ï C ′

∗(Zn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÓ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÏÌÕÎÏÒÍ (ÄÁÖÅ ÎÏÒÍ)
nk(g) := supx∈Zn |g(x)| ek|x|; k > 0: (2:2)ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C ′
∗(Zn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁ ÇÒÕ��Å Z

n.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C ′
∗(Zn) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ Ë ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ C∗(Zn), ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

〈g; f〉 := ∑x∈Zn g(x)f(x); f ∈ C∗(Zn); g ∈ C ′
∗(Zn): (2:3)òÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.3) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ f ∈Ck(Zn), ÔÏ

∑x∈Zn |g(x)| |f(x)| = ∑x∈Zn |g(x)|e(k+1)|x||f(x)|e−k|x|e−|x| 6 
 nk(g)‖f‖k < ∞;
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 = ∑x∈Zn e−|x|:åÓÌÉ H | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(Zn), ÔÏ �ÕÓÔØH⊥ | ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ (ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ) × C ′
∗(Zn), Ô. Å.H⊥ = {g ∈ C ′

∗(Zn) : 〈g; f〉 = 0 ∀f ∈ H}:åÓÌÉ H | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(Zn), ÔÏ H⊥ | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C ′
∗(Zn), ÔÁË ËÁË
〈�yg; f〉 = 〈g; �−yf〉;ÇÄÅ f ∈ C∗(Zn), g ∈ C ′

∗(Zn), y ∈ Z
n, �y | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ (ÓÍ. (1.1)).óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ H 7→ H⊥ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × C∗(Zn) É C ′

∗(Zn).ìÅÍÍÁ 2.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C ′
∗(Zn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÅÒÔËÉ(g1 ∗ g2)(x) := ∑y∈Zn g1(x− y)g2(y); g1; g2 ∈ C ′

∗(Zn):ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ⊆ C ′
∗(Zn) ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H Ñ×ÌÑÅÔÓÑÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ × C ′

∗(Zn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g1; g2 ∈ C ′
∗(Zn), k > 0. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ |x| 6

|x− y|+ |y|, �ÏÌÕÞÉÍ
|g1 ∗ g2(x)| 6

∑x∈Zn |g1(x− y)|ek|x−y||g2(y)|ek|y|e−k|x| 6 nk(g1)nk(g2)e−k|x|:(2:4)éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ g1 ∗ g2 ∈ C ′
∗(Zn) É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï

nk(g1 ∗ g2) 6 nk(g1) nk(g2); (2:5)ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g1 ∗ g2 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ g1 É g2, Ô. Å. C∗(Zn)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ Z
n Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀea(x) = {0 �ÒÉ x 6= a,1 �ÒÉ x = a.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (g ∗ ea)(x) = g(x− a) = (�−ag)(x) (2:6)



188 ó. ó. ðìá�ïîï÷ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ C ′
∗(Zn). éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.6) É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ea, a ∈ Z

n, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï× C ′
∗(Zn), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ⊆ C ′

∗(Zn)ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ C ′
∗(Zn). �ðÕÓÔØ C∗ = C \ {0}, C

n
∗ = C∗ × · · · × C∗ | ÄÅËÁÒÔÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ nÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C∗. äÌÑ z = (z1; : : : ; zn) ∈ C

n
∗ É x = (x1; : : : ; xn) ∈

Z
n �ÕÓÔØ zx := zx11 : : : zxnn . üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÇÒÕ��Å Z

n ÉÍÅÀÔ×ÉÄ x 7→ zx ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ C
n
∗ , Á ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÆÕÎË�ÉÉ ×ÉÄÁ f(x) = P (x)zx, ÇÄÅ P (x) = P (x1; : : : ; xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(z) = '(z1; : : : ; zn) ÇÏÌÏ-ÍÏÒÆÎÙÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ C

n
∗ ⊂ C

n. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÎÁÂÖÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ × C
n
∗ É ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÂÕÄÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(x) ∈ C ′

∗(Zn) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀĝ(z) := ∑x∈Zn g(x)zx; z ∈ C
n
∗ : (2:7)ìÅÍÍÁ 2.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : g(x) 7→ ĝ(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C ′

∗(Zn) ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g(x) ∈ C ′
∗(Zn), k > 0,
k := {z = (z1; : : : ; zn) ∈ C
n
∗ : e−k 6 |zj | 6 ek; j = 1; : : : ; n}:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 
k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × C

n
∗ É ÌÀÂÏÅ ËÏÍ-�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × C

n
∗ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
k.ðÕÓÔØ z ∈ 
k, ÔÏÇÄÁ

∑x∈Zn |g(x)||zx| 6
∑x∈Zn |g(x)|ek|x| = ∑x∈Zn |g(x)|e(k+1)|x|e−|x| 6 
 nk+1(g); (2:8)ÇÄÅ 
 = ∑x∈Zn e−|x|| ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ g �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.éÚ (2.8) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.7) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
k, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C

n
∗ . éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.8) ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕsupz∈
k |ĝ(z)| 6 
 nk+1(g); (2:9)



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 189ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : g(x) 7→ ĝ(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ C ′
∗(Zn) × A.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ' ∈ A. æÕÎË�ÉÀ '(z) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

C
n
∗ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ '(z) = ∑x∈Zn g(x)zx; (2:10)ÇÄÅ g(x) | ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ.ðÕÓÔØ � = (�1; : : : ; �n), �j | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,T� := {z ∈ C

n : |zj | = �j ; j = 1; : : : :n}:ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ g(x) ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ëÏÛÉ:g(x) = (2�i)−n∫ T�'(z) z−x dzz ; (2:11)ÇÄÅ dzz := dz1z1 : : : dznzn :÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÞÉÓÅÌ �j ×ÏÚØÍÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ:�j = {ek; ÅÓÌÉ xj < 0,e−k; ÅÓÌÉ xj > 0.�ÏÇÄÁ �xjj = e−k|xj |, É ÅÓÌÉ z ∈ T�, ÔÏ
|zx| = e−k|x|: (2:12)éÚ (2.11) É (2.12) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ

|g(x)| 6 e−k|x| supz∈T� |'(z)| 6 e−k|x| supz∈
k |'(z)|: (2:13)ðÕÓÔØ dk(') := supz∈
k |'(z)|;ÔÏÇÄÁ dk(·), k > 0, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÏÌÕÎÏÒÍ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ× ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÅÎËÕ (2.13), × ËÏÔÏÒÏÊk ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ (k + 1), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ nk(g) 6 dk('), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �−1 : '(z) 7→ g(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A × C ′
∗(Zn). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× C ′

∗(Zn) É A. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g1; g2 ∈ C ′
∗(Zn) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(g1 ∗ g2) = �(g1)�(g2);Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ó×ÅÒÔËÕ ÆÕÎË�ÉÊ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �ÏÜÔÏÍÕ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ. �



190 ó. ó. ðìá�ïîï÷äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊆ C
n = R

2n �ÕÓÔØ E(U) | ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÁ U . íÎÏÖÅÓÔ×Ï E(U) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U . óÏ�ÒÑÖÅÎ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E ′(U) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁU Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. äÌÑ f ∈ E ′(U) É ' ∈ E(U) ÞÅÒÅÚ 〈f; '〉 ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ '.åÓÌÉ r = (r1; : : : ; rn) ∈ Z
n+, ÔÏ �ÕÓÔØ |r| := r1 + · · · + rn, r! := r1! : : : rn!.äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ E(U) �ÕÓÔØ�j' := �'�zj ; �r' := �r11 : : : �rnn ':ïÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �r �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ, Ô. Å.

〈�rf; '〉 := (−1)|r|〈f; �r'〉; f ∈ E ′(U); ' ∈ E(U): (2:14)þÅÒÅÚ Æ� ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Æ-ÆÕÎË�ÉÀ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ × ÔÏÞËÅ � ∈ U , Ô. Å.
〈Æ� ; '〉 := '(�); ' ∈ E(U):äÌÑ � = (�1; : : : ; �n) ∈ C

n ÞÅÒÅÚ F� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ n ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ �.üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ F� ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ� = ∑r∈Z
n+ ar(z − �)r; ar ∈ C; (2:15)ÇÄÅ r = (r1; : : : ; rn) ∈ Z

n+, z = (z1; : : : ; zn) ∈ C
n, (z−�)r := (z1−�1)r1 : : : (zn−�n)rn .íÎÏÖÅÓÔ×Ï F� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ É, ÅÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ �ÏËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. [14, ÇÌ. I, §5℄), ÔÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.óÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F ′� ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ F = ∑

|r|6N 
r�rÆ�; (2:16)ÇÄÅ N ∈ Z+, r ∈ Z
n+, 
r ∈ C. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ F ′ É

F ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
〈F;�〉 = ∑r∈Z

n+(−1)|r|r!ar
r; (2:17)



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 191ÇÄÅ F ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.16), Á � | ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.15).þÅÒÅÚ A� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌØ�Ï ÒÏÓÔËÏ× ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÔÏÞËÅ �.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ A� ⊂ F� , ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ A� ÅÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ �.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÌÅ� A� É F� ([14, ÇÌ. I, §5℄ ÉÌÉ [16℄):1◦. ëÏÌØ�Ï A� ÎÅÔÅÒÏ×Ï, Ô. Å. ×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ÉÚ A� �ÏÒÏÖÄÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ I.2◦. ÷ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å F� ÚÁÍËÎÕÔ.3◦. ðÕÓÔØ f; g1; : : : ; gk ∈ A�. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ f ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ × ÉÄÅÁÌÅËÏÌØ�Á A�, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g1; : : : ; gk, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ, ÞÔÏÂÙ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ ÉÄÅÁÌÕ ËÏÌØ�Á F�, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉg1; : : : ; gk.þÅÒÅÚ Dj ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ(Djf)(z) := −
��zj (zjf(z)) = −zj �f�zj (z)− f(z); j = 1; : : : ; n:ìÀÂÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ P (x) = P (x1; : : : ; xn) ∈ C[x1; : : : ; xn℄ (C[x1; : : : ; xn℄ |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒP (D) := P (D1; : : : ;Dn):åÓÌÉ r = (r1; : : : ; rn) ∈ Z

n+, ÔÏ �ÕÓÔØ Dr := (D1)r1 : : : (Dn)rn .ìÅÍÍÁ 2.3. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ F ∈ F ′�, � ∈ C
n
∗ , ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅF = P (D)Æ�ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ∈ C[x1; : : : ; xn℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ F ′� ⊂ E ′(C′

∗). äÌÑ ÌÀÂÙÈF1; : : : ; Fd ∈ E ′(C′
∗) �ÕÓÔØ Lin{F1; : : : ; Fd} | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ F1; : : : ; Fd. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ∈ Z+ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍVn := Lin{�rÆ� : r ∈ Z

n+; |r| 6 N};~Vn := Lin{DrÆ� : r ∈ Z
n+; |r| 6 N}:ðÕÓÔØ F ∈ F ′�. ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ F ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ (2.16),ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ~VN = VN .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D∗j ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ(D∗j f)(z) := zj�jf(z): (2:18)ï�ÅÒÁÔÏÒ D∗j Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ Ë Dj, Ô. Å.

〈Djf; '〉 = 〈f;D∗j'〉; f ∈ E ′(Cn
∗ ); ' ∈ E(Cn

∗ ): (2:19)



192 ó. ó. ðìá�ïîï÷äÌÑ r = (r1; : : : ; rn) ∈ Z
n+ �ÏÌÁÇÁÅÍ (D∗1)r := (D∗)r1 : : : (D∗n)rn .ðÕÓÔØ |r| = N . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ(D∗)r'(z) = zr�r'(z) + ∑

|s|<N as(z)�s'(z); (2:20)ÇÄÅ s = (s1; : : : ; sn) ∈ Z
n+, as(z) = as(z1; : : : ; zn) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÔ n-�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ (2.19) É (2.20), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ' ∈ E(Cn

∗ ) Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
〈DrÆ� ; '〉 = 〈Æ� ; (D∗)r'〉 = 〈Æ� ; zr�r'(z) + ∑

|s|<N as(z)�s'(z)〉= �r(�r')(�) + ∑

|s|<N as(�)(�s')(�)= (−1)|r|�r〈�rÆ�; '〉 + ∑

|s|<N(−1)|s|as(�)〈�sÆ�; '〉;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
DrÆ� = (−1)|r|�r�rÆ� + ∑

|s|<N(−1)|s|as(�)�sÆ� : (2:21)éÚ (2.21) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ~VN ⊆ VN , Á ÔÁË ËÁË �r 6= 0, ÔÏ ÉÚ (2.21)×ÙÔÅËÁÅÔ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ VN ⊆ ~VN , ÏÔËÕÄÁ Vn = ~VN . �ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ f(x) = P (x)�x, x ∈ Z
n, � ∈ C

n
∗ , P (x) ∈ C[x1; : : : ; xn℄.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(x) ∈ C ′

∗(Zn) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
〈g; f〉 = 〈P (D)Æ� ; ĝ〉; (2:22)ÇÄÅ ĝ(z) = �(g) ∈ A.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒP (D∗) := P (D∗1; : : : ;D∗n);ÇÄÅ D∗j | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × (2.18). éÚ (2.19)×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

〈P (D)F;'〉 = 〈F; P (D∗)'〉 (2:23)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ F ∈ E ′(Cn
∗ ), ' ∈ E(Cn

∗ ).éÚ (2.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
〈g; f〉 = ∑x∈Zn g(x)P (x)�x: (2:24)



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 193ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ(D∗)rzx = xrzx;ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ P (D∗)zx = P (x)zx: (2:25)åÓÌÉ ĝ(z) = ∑x∈Zn g(x)zx;ÔÏ ÉÚ (2.29) ×ÙÔÅËÁÅÔ P (D∗)ĝ(z) = ∑x∈Zn g(x)P (x)zx: (2:26)éÓ�ÏÌØÚÕÑ (2.23) É (2.26), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ
〈P (D)Æ� ; ĝ〉 = 〈Æ� ; P (D∗)ĝ〉 = ∑x∈Zn g(x)P (x)�x;ÏÔËÕÄÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ (2.24) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.22). �ðÕÓÔØ H | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(Zn), H⊥ | ÅÇÏ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ × C ′

∗(Zn), I = �(H⊥) | ÏÂÒÁÚ H⊥ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ� : g(x) 7→ ĝ(z). �ÏÇÄÁ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ A. äÌÑÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ � ∈ C
n
∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I� ÉÄÅÁÌ ËÏÌØ�Á A�, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊÉÄÅÁÌÏÍ I, Á ÞÅÒÅÚ E� | ÉÄÅÁÌ ËÏÌØ�Á F�, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌÏÍ I (Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ A ⊂ A� É A ⊂ F�). ðÕÓÔØ E⊥� |ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë E� × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F ′� .ìÅÍÍÁ 2.5. üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÍ f(x) = P (x)�x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁP (D)Æ� ∈ E⊥� .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f(x) = P (x)�x ∈ H, � ∈ C

n
∗ ,P (x) | �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ P (D)Æ� ∈ E⊥� .åÓÌÉ g ∈ H⊥, ÔÏ ĝ(z) ∈ I, É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

〈P (D)Æ� ; ĝ〉 = 〈g; f〉 = 0;Ô. Å.
〈P (D)Æ� ; '〉 = 0 ∀' ∈ I: (2:27)ðÕÓÔØ 	 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ F� , ' ∈ I. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ

〈P (D)Æ� ; '	〉 = 0: (2:28)



194 ó. ó. ðìá�ïîï÷åÓÌÉ 	 = ∑r∈Z
n+ ar(z − �)r; (2:29)ÔÏ �ÕÓÔØ 	(N)(z) = ∑

|r|6N ar(z − �)r; N ∈ N: (2:30)�ÏÇÄÁ 	(N) ∈ A É '	(N) → '	 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F� �ÒÉ N → ∞. �ÁËËÁË I | ÉÄÅÁÌ × A, ÔÏ '	(N) ∈ I, Á ÔÁË ËÁË P (D)Æ� | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F�, ÔÏ ÉÚ 〈P (D)Æ� ; '	(N)〉 = 0×ÙÔÅËÁÅÔ (2.28).�ÁË ËÁË E� | ÉÄÅÁÌ × F�, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌÏÍ I, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ� ∈ E� ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ� = ∑j 'j	j;ÇÄÅ 'j ∈ I, 	j ∈ F�. éÚ (2.28) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
〈P (D)Æ� ;�〉 = ∑j 〈P (D)Æ� ; 'j	j〉 = 0;ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ P (D)Æ� ∈ E⊥� .äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ P (D)Æ� ∈ E⊥� . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f(x) = P (x)�x ∈ H.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ P (D)Æ� ∈ E⊥� , ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

〈P (D)Æ� ; ĝ〉 = 0 ∀ĝ ∈ I:�ÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.4 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 〈f; g〉 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ H⊥, ÏÔËÕÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f ∈ H. �ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ g(x) ∈ C ′
∗(Zn), � ∈ C

n
∗ , H | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(Zn), I = �(H⊥), I� | ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å A�, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊÉÄÅÁÌÏÍ I. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(i) ÆÕÎË�ÉÑ ĝ(z) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I� ;(ii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ H ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ f(x) =P (x)�x Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 〈g; f〉 = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) ⇒ (ii). ðÕÓÔØ ĝ(z) ∈ I� , f(x) = P (x)�x ∈ H. ðÏÌÅÍÍÅ 2.5 ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f(x) ∈ H, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P (D)Æ� ∈ E⊥� . �ÁË ËÁËI� ⊂ E�, ÔÏ ĝ ∈ E� É ÉÚ (2.22) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

〈g; f〉 = 〈P (D)Æ� ; ĝ〉 = 0:(ii) ⇒ (i). ðÕÓÔØ 〈g; f〉 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ f ∈ H.éÚ Ó×ÏÊÓÔ× 1◦ É 3◦ ËÏÌÅ� A� É F� ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 195×ËÌÀÞÅÎÉÑ ĝ ∈ I� ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ĝ ∈ E�. éÄÅÁÌ E� ÚÁÍËÎÕÔ× F� (Ó×ÏÊÓÔ×Ï 2◦), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ĝ ∈ E� ÍÏÖÎÏ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ É �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ ÉÚ F ′�, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë E�, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ĝ.ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.3 ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ F ∈ F ′� ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅF = P (D)Æ� . ðÕÓÔØ P (D)Æ� ∈ E⊥� , ÔÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 2.5 ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊÍÏÎÏÍ f(x) = P (x)�x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × H, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 〈g; f〉 = 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ2.4 ÉÚ 〈g; f〉 = 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ 〈P (D)Æ� ; ĝ〉 = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ĝ ∈ E� . �äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊆ C
n ÞÅÒÅÚ A(U) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ × U ÆÕÎË�ÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A(U) ÓÎÁÂÖÁÅÔÓÑÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ × UÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ A(U) ÂÕÄÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A(U) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A = A(Cn

∗ ).äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ U ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ A(U) ⊂ A�. åÓÌÉI | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ A(U), ÔÏ �ÕÓÔØ I� | ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å A�,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌÏÍ I. éÄÅÁÌ I� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÉÄÅÁÌÁI × ÔÏÞËÅ �. úÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ I ËÏÌØ�Á A(U) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍÙÍ,ÅÓÌÉ I = ⋂�∈U I� :�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ H | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(Zn),I = �(H⊥) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A. éÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ I ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓ�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ. ìÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ĝ = �(g) ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(x) ∈ C ′
∗(Zn). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ĝ(z) ∈ I� ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ � ∈ C

n
∗ .åÓÌÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÍ f(x) = P (x)�x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ H, ÔÏ �ÏÌÅÍÍÅ 2.6 P (D)Æ� ∈ E⊥� . éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 2.4 É ×ËÌÀÞÅÎÉÅ I� ⊂ E�, �ÏÌÕÞÉÍ

〈g; f〉 = 〈P (D)Æ� ; ĝ〉 = 0;Á ÔÁË ËÁË H ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÓÅÈÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ×H ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÁ ×H, �ÏÜÔÏÍÕg ∈ H⊥ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ĝ ∈ I, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ I.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏHÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ. ðÕÓÔØ g(x) ∈ C ′
∗(Zn) É 〈g; f〉 = 0 ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ f(x) = P (x)�x ∈ H. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 2.6



196 ó. ó. ðìá�ïîï÷ĝ ∈ I� ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ C
n
∗ . éÚ ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ I ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏĝ ∈ I, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g ∈ H⊥. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×ÉÚ H ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó H, Ô. Å. H ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÄÌÑ G = Z

n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1, ÞÔÏÂÙ ÄÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C∗(Zn), ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ I ÁÌÇÅÂÒÙ A ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍ.ðÕÓÔØ U | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × C
n, A(U) | ÁÌÇÅ-ÂÒÁ ×ÓÅÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ × U ÆÕÎË�ÉÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A(U) ×ÓÅÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍÙ, ÅÓÌÉ U | ÏÂÌÁÓÔØ ûÔÅÊÎÁ (ÓÍ. [17℄). ÷ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ U = C

n
∗ = C∗ × · · · × C∗, C∗ = C \ {0} | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï × C

1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × C
1 ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ûÔÅÊÎÁ ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ(ÓÍ. [18, ÇÌ. I, �. G10℄). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÏÂÌÁÓÔÅÊ ûÔÅÊÎÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ûÔÅÊÎÁ [19, ÇÌ. III℄, �ÏÜÔÏÍÕ

C
n
∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ûÔÅÊÎÁ × C

n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊÉÄÅÁÌ I × ÁÌÇÅÂÒÅ A = A(Cn
∗ ) ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍ. �

§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1 ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞ-ÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÍÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.ðÕÓÔØ G̃ É G| ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù, � : G̃ 7→ G| ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : G 7→ C �ÕÓÔØ ~f := f ◦ �.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ ~f = f ◦� ÂÙÌÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�É-ÁÌØÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÎÁ ÇÒÕ��Å G̃, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑf ÂÙÌÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÎÁ ÇÒÕ��Å G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. [6, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.24℄. �äÁÌÅÅ �ÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á,v1; : : : ; vn | ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��Ù G, G̃ = Z
n | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ-×Á ÇÒÕ��Á. üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù Z

n ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ t = (t1; : : : ; tn),tj ∈ Z, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù G | ÞÅÒÅÚ x. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� : t = (t1; : : : ; tn) 7→ x = t1v1 + · · ·+ tnvn (3:1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��Ù Z
n ÎÁ ÇÒÕ��Õ G. äÌÑÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÞÅÒÅÚ C(G) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G.



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 197ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : C(G) 7→ C(Zn) ÆÏÒÍÕÌÏÊ A(f)(t) := ~f(t) =f(�(t)), t ∈ Z
n. ðÕÓÔØ K = {t ∈ Z

n : �(t) = 0} | ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ�. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ C(Zn) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ g = A(f) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ∈ C(G) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑg(t+ s) = g(t) ∀t ∈ Z
n; s ∈ K: (3:2)åÓÌÉ H | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × C(G), ÔÏ �ÕÓÔØ ~H = A(H) | ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁH �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ A. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ck(G), Ck(Zn), C∗(G) É C∗(Zn) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÙ × §1. þÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÎÏÒÍÙ × ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ck(G)É Ck(Zn) (ÓÍ. (1.4)) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ‖ ·‖G;k ÎÏÒÍÕ × Ck(G), Á ÞÅÒÅÚ

‖ · ‖k | ÎÏÒÍÕ × Ck(Zn).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. (i) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(G) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∗(Zn).(ii) åÓÌÉ H | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(G), ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ~H = A(H) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × C∗(Zn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ f(x) ∈ Ck(G), ~f(t) = f(�(t)). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
|x| ÄÌÑ x ∈ G É |t| ÄÌÑ t ∈ Z

n ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |�(t)| 6 |t| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ Z
n.�ÏÇÄÁ

| ~f(t)|e−k|t| = |f(�(t))|e−k|t| 6 |f(�(t))|e−k|�(t)| 6 supx∈G |f(x)|e−k|x| = ‖f‖G;k:(3:3)éÚ (3.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
| ~f(t)|e−(k+1)|t| 6 ‖f‖G;k e−|t|; (3:4)�ÏÜÔÏÍÕ ~f ∈ Ck+1(Zn). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ (3.4) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

‖ ~f‖k+1 = supt∈Zn | ~f(t)|e−(k+1)|t| 6 ‖f‖G;k; (3:5)�ÏÜÔÏÍÕ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÂÁÎÁÈÏ×Á�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ck(G) × ÂÁÎÁÈÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ck+1(Zn), Á ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁC∗(G) × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∗(Zn).2) ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, �ÕÓÔØK | ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅCK
∗ (Zn) := {g(t) ∈ C∗(Zn) : g(t+ s) = g(t) ∀s ∈ K}:íÎÏÖÅÓÔ×Ï CK
∗ (Zn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ× C∗(Zn). ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(Zn), ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï CK

∗ (Zn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ A(C∗(G)) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ CK
∗ (Zn) É



198 ó. ó. ðìá�ïîï÷ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(G) ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏCK
∗ (Zn).÷ÌÏÖÅÎÉÅ A(C∗(G)) ⊆ CK

∗ (Zn) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ g(t) ∈ CK
∗ (Zn), ÔÏÇÄÁg(t) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ g(t) = f(�(t)) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ∈ C(G). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ∈ C∗(G) É ÞÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A−1 : g(t) 7→ f(x) ÉÚ CK

∗ (Zn) × C∗(G) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.ðÕÓÔØ g(t) ∈ CK
∗ (Zn) ∩ Ck(Zn), k > 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔt ∈ Z

n ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x = �(t) É |t| = |x|, ÏÔËÕÄÁ
|f(x)|e−k|x| = |f(�(t))|e−k|�(t)| = |g(t)|e−k|t| 6 ‖g‖k: (3:6)éÚ (3.6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|f(x)|e−(k+1)|x| 6 ‖g‖k e−|x|; (3:7)�ÏÜÔÏÍÕ f(x) ∈ Ck+1(G). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ (3.6) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
‖f‖G;k+1 6 ‖g‖k;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ CK

∗ (Zn)× C∗(G). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ A(C∗(G)) = CK
∗ (Zn) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ AÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(G)ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï CK

∗ (Zn).3) ðÕÓÔØ H | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(G), Ô. Å. H | ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÅ É � -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(G). ðÒÏ×ÅÒÉÍ,ÞÔÏ H̃ = A(H) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × C∗(Zn).�ÁË ËÁË A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× C∗(G) É CK
∗ (Zn), ÔÏ H̃ = A(H) ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × CK

∗ (Zn), Á ÔÁË ËÁË CK
∗ (Zn) ÚÁÍËÎÕÔÏ × C∗(Zn), ÔÏH̃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × C∗(Zn).ðÕÓÔØ g(t) ∈ H̃, ÔÏÇÄÁ g(t) = f(�(t) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ H.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ Z

n(�sg)(t) = f(�(t+ s)) = f(�(t) + �(s)) = A(��(s)f)(t):�ÁË ËÁË ��(s)f ∈ H, ÔÏ �sg = A(��(s)f) ∈ H̃, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H̃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × C∗(Zn). ��Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 (ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, v1; : : : ; vn | ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀ-ÝÉÈ ÇÒÕ��Ù G, � : Z
n 7→ G | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3.1). ðÕÓÔØ H | ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × C∗(G), ÔÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2 H̃ = A(H)



óðåë�òáìøîùê óéî�åú ÷ ðòïó�òáîó�÷å æõîëãéê 199Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × C∗(Zn). �ÁË ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù Z
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