
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

Ю. А. Шашкин, Л. Г. Шарабурова, Теорема Хелли для вы-
пуклых конусов,
Изв. вузов. Матем., 1978, номер 11, 104–107

https://www.mathnet.ru/ivm5867

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru подразу-

мевает, что вы прочитали и согласны с пользовательским соглашением

https://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 18.97.14.83

7 августа 2025 г., 16:39:35

https://www.mathnet.ru/ivm5867
https://www.mathnet.ru/ivm5867


И З В Е С Т И Я ВЫСШИХ У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И И 
1978 МАТЕМАТИКА М 11 (198) 

УДК 517.98 

Ю. А. Шишкин, Л. Г. Шарабурова 

ТЕОРЕМА ХЕЛЛИ ДЛЯ ВЫПУКЛЫХ КОНУСОВ 

1. Мы рассматриваем конечные семейства 2R={C} выпуклых 
конусов в евклидовом пространстве R" с общей вершиной в нуле 
(в дальнейшем слово „выпуклый" мы иногда опускаем). Различные 
теоремы типа Хелли о пересечении конусов (или, что то же, 
о пересечении сферически выпуклых множеств) были доказаны 
в работах [1] — [6]. В этих теоремах существенно использовался 
такой алгебраический инвариант конуса С, как его линейность 
(или линейная размерность) lin С, т. е. размерность наибольшего 
содержащегося в С линейного подпространства. 

В предлагаемой заметке дается еще один вариант теоремы 
Хелли для семейства выпуклых конусов, в котором, кроме линей­
ности, учитывается также кратность покрытия этим семейством 
некоторых подпространств в пространстве R" (точную формули­
ровку см. ниже, в теореме 2). При этом под кратностью покры­
тия множества А семейством множеств {В} мы понимаем наи­
меньшее натуральное число k такое, что каждая точка х£А 
содержится по крайней мере в k множествах семейства {В}. 

2. Напомним некоторые нужные нам определения и факты 
(см. по этому поводу статьи [4], [5] и цитированную там литера­
туру). Говорят, что множество М отличных от нуля векторов 
пространства R" имеет положительное разбиение, если имеются 
такие непустые множества А и В, что 

M = A\jB, A{]B=0, posA(]posB={0}. 
Здесь pos А обозначает положительную оболочку множества А, 
т. е. наименьший выпуклый конус с вершиной в нуле, содержа­
щий это множество. Множество M<^R"\{0} называется строго 
положительно независимым (с. п. независимым), если оно не 
имеет положительного разбиения. С. п. независимое множество М 
в R" всегда конечно; более того, его мощность \М\ удовлетворяет 
неравенству \М\<2п. 

Множество BdR" называется положительным базисом про­
странства R", если posB = Rn и В положительно независимо, т. е. 
х (£ pos(5\{x}) для всех х£В. Мощность положительного базиса В 
удовлетворяет неравенствам п + 1 < \В\ < 2п. Если при этом \В\ = 
= п + 1, то базис В называется минимальным, а если \В\ — 2п, то— 
максимальным. Положительный базис, который является с. п. неза­
висимым множеством, называется строгим положительным (с. п.) ба­
зисом. В частности, этим свойством обладают минимальный и макси­
мальный базисы. Полезно еще заметить, что всякий минимальный 
положительный базис в R" получается из линейного базиса {х1,..., хп} 
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этого пространства добавлением к нему вектора — (а1х1 + ...+ алх„), 
а, > 0, а максимальный базис —из линейного базиса {хг,..., хп\ 
добавлением системы векторов {— а ^ , . . . , — а.„хп}, щ > 0. 

В дальнейшем существенно используется следующая теорема 
о представлении с. п. независимого множества. 

Т е о р е м а А [4]. Множество MaRn\{0) тогда и только 
тогда с. п. независимо, когда пространство Rn можно предста­
вить в виде прямой суммы его линейных подпространств 

и* = я'°е R"1 e... Ф Rdt 
t d- d так, что М cz \j R \ множество М П R ° линейно независимо, 

/=о 
й-

а множество M[\R является минимальным положительным оа­
зисом пространства Rl ( i = l , . . . , t). 

3. Сформулируем и докажем теперь результаты этой заметки. 
Т е о р е м а 1. Пусть Ш=[СХ,..., Ст\ — семейство выпуклых 

конусов в пространстве R" с общей вершиной в нуле такое, что 
т 

п с , = {0}, (1) 
и минимальное относительно этого свойства, т. е. каждое его 
собственное подсемейство имеет пересечение, отличное от нуля. 
Пусть п + 1 < т < In. Тогда существует подпространство Rd cz R" 
такое, что т — Ж d < /г и кратность покрытия подпростран­
ства Rd семейством 9Л не меньше, чем т — d. Кроме того, 
min {lin'C,: 1 < i < т\ > т — п—\. 

З а м е ч а н и я . 1°. Неравенства /г + 1 </га < 2га в теореме 1 
являются точными. Действительно, при т*Сп семейство *ЭЛ не 
покрывает никакого подпространства RdaRn, а при т > 2п + 1 
семейства ЭД не существует в силу теоремы Робинсона [1], со­
гласно которой конечное семейство конусов в R" имеет общий 
луч, если этим свойством обладает каждое его подсемейство мощ­
ности 2/г. 

2°. Теорему 1 интересно сравнить с теоремой Перлеса о по­
крытии пространства Rn т. н. невырожденными семействами 
конусов [7]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Рассмотрим множество 
М= {*,,..., хт], где 

х^ ПС.-, хьф0, 1 <i<m, 1 <j<m. (2) 
. ;¥=-' 

Легко видеть, что М с. п. независимо. По теореме А существует 
такое разложение пространства R" в прямую сумму его под­
пространств 

Rn = Rd°®Rdl®...'®R\ . . • 
что Ma U R', M\]R° линейно независимо, МП/? ' есть мини-

1 = 0 • • ' • 

мальный положительный базис в пространстве R' (i = l,...-, t). 
Положим d = dx + ... dt и 

Ra=Rdl® ...® Rd(, 
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Очевидно, т — га < d < га. Покажем, что Rd есть то подпростран­
ство, существование которого утверждается в теореме. Множе­
ство M[\Rd является положительным базисом в Rd, поэтому 
Rd=pos(M(]Rd). Пусть x£Rd, хфО. Согласно конической тео­
реме Каратеодори (см., напр., [8], лемму 2.1), x^posU, где 
UczM[\Rd, \U\<d. Иначе говоря, 

х= 2 *txt, Ч>0, (3) 
/g Q 

где Q = {i: 1 < i < т , л:,, £ U\. Ввиду (2), x^Cj, i=f= j , и поэтому,-
в силу (3), х ^ (]{Cj-. 1 <; ' <m, y'^Q}. Таким образом, точка х 
содержится в m—\Q\ конусах семейства 9Л. Так как |Q|<of, то 
первое утверждение теоремы доказано. 

Докажем второе ее утверждение. Рассмотрим такой конус 
С^Ж, что Xi£Mf}Rd°. Тогда М[\НйаСп и т. к. M[\R* есть 
положительный базис в Rd, то RdczCl, и linCi>d. 

Пусть теперь конус Ct такой, что xl^M(]Rd и, в частности, 
xt£M[\RJ. Тогда конус Ct содержит множество 

Mj = м П (Rdl U - U R"^1 U Rdj+1 U... U R\ 

и т. к. pos Mj = R ', где 

RPi=*Rai®:..®Rdi-l®R*'+i®:..®R\ 

то CtZDR ;. Поэтому linCt>Pj = d — dj. 
Для завершения доказательства теоремы достаточно показать, 

что d — dj> m — ri — l. Имеем d — d} — dx + ... + </,•_, + flfy+1 + 
+ ... + d{> t — 1. С другой стороны, |Af| = /ra < d 0 + 0А + 1) + 
+ ... + (at •+ 1)==^0 + ^i + ••• + dt + i = n + t. Поэтому t>m—n 
nd —dj>t —1>т —п—1. Теорема 1 доказана. 

Т е о р е м а 2. Пусть 5Л — конечное семейство выпуклых кону­
сов в пространстве Rn с общей вершиной в нуле. Пусть I 
(0 < / < п — 1) — максимум линейностей конусов семейства 9Л 
и пусть для любого числа d (Kd < га) кратность покрытия 
семейством Эй любого подпространства Rdc.Rn не превосходит 
числа га + l — d— 1. Если каждые п + / — 1 конусов из Ш имеют 
общий луч, то и все конусы из Щ имеют общий луч. Число 
п + I — 1 является здесь точным в следующем смысле. Для лю­
бых чисел п и I (га > 2, 0 < / < га—1) в пространстве R "существует 
семейство 92 конусов, покрывающее любое подпространство 
RadRn (/<й?<га) не более чем (га + / — d—\)-KpamHo, и такое, 
что каждые га + / — 2 членов семейства У1 имеют общий луч, 
но пересечение всех его членов равно нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем первое утверждение теоремы 
от противного: пусть 904= {С,,..., Ст), т> га + / — 1, каждые 

т 
« + / —1 членов семейства имеют общий луч, но П Ci—{0). Pac-
смотрим подсемейство УЯХ семейства 9Л такое, что (~) {Q: C^OTj} == 
= Щ, и минимальное относительно этого свойства. Пусть, напр., 
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9JJ, = {С,,..., Ср]. Тогда р>п + 1. Применяя к семейству 9Л; тео­
рему 1, получаем подпространство RdaRn, I < d < n, покрытое 
этим семейством не менее чем (п + I — cQ-кратно, что противоре­
чит условию теоремы 2. 

Для доказательства точности числа п + I — 1 построим семей­
ство 91, указанное в формулировке теоремы. Возьмем в R" фикси­
рованное подпространство Rn~l и представим его в виде прямой 
суммы R"-1 = Rl ® кп~1^. В пространстве R1 выберем максималь­
ный положительный базис Вх = {хх,..., х21\, а в пространстве 
Rn~l~l —линейный базис 5 2 = {х21+х,..., хп+1_х\. Положим В = ВхUВ2, 
Q = pos(5\{jc/}), где xt£B, и 91= {С,,..., Сп+г_,}. Ясно, что 
max {lin Ct: Ct £ 9}} = /. Так как все конусы семейства 91 являются 
подмножествами конуса pos В и lin pos В = I, то кратность покры­
тия семейством 91 любого подпространства RdczRn, d>l, равна 
нулю. С другой стороны, кратность покрытия семейством ЧЯ под­
пространства R1 равна л — 1 . Тот факт, что пересечение всех ко­
нусов из 91 равно нулю, а пересечение каждых п + / — 2 из них 
отлично от нуля, доказывается так же, как в теореме 3 работы [5] 
Теорема 2 доказана. 
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