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Аннотация. В статье представлен вариант разработки автоматизированной информационной системы математического 
моделирования движения высокоскоростного малоразмерного тела на основе дифференциальных уравнений и аппроксима-
ции траектории движения высокоскоростного малоразмерного тела численными методами, а также сравнительный анализ 
различных вариантов численных решений. Автоматизированная информационная система позволяет произвести вычисле-
ние координат полетной траектории высокоскоростного малоразмерного тела на основе дифференциального уравнения, 
также определение координат траектории полета методом Эйлера, с помощью интерполяционного многочлена Ньютона 
и интерполяционного многочлена Лагранжа. В работе выполняется поиск подходящего варианта численных решений, а так-
же расчеты движения высокоскоростного малоразмерного тела в условиях ограниченного времени на принятие решений. 
Проводится обоснование применения автоматизированной информационной системы для автоматизации расчета и анализа 
движения высокоскоростного малоразмерного тела. При проектировании автоматизированной информационной системы 
расчета и анализа полета высокоскоростного малоразмерного тела предлагается применить четыре модуля расчетов траек-
тории полета высокоскоростного малоразмерного тела численными методами и модуль для сравнительного анализа и вы-
дачи результатов оптимально варианта. Предлагаемая автоматизированная информационная система должна предостав-
лять пользователям бесперебойную работу, удобный интерфейс, требуемое время реакции системы на запрос, создание 
необходимых отчетов. Отчеты должны отражать все виды расчетов, а также сравнительный анализ с выбором оптимально 
варианта расчета траектории полета высокоскоростного малоразмерного тела. Автоматизированная информационная систе-
ма необходима для повышения качества расчетов и анализа движения при разработке нового и модернизации имеющегося 
стрелкового оружия. 

Ключевые слова: автоматизированная информационная система, дифференциальное уравнение, метод Бернулли, метод 
Эйлера, интерполяционный многочлен Ньютона, интерполяционный многочлен Лагранжа
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Abstract. The article presents a variant of the development of an automated information system for mathematical modeling 
of the movement of a high-speed small-sized body based on differential equations and approximation of the trajectory of a high-speed 
small-sized body by numerical methods, as well as a comparative analysis of various options for numerical solutions. The automated 
information system allows calculating the flight trajectory coordinates of a high-speed small-sized body based on a differential equation, 
as well as determining the flight trajectory coordinates by the Euler method, using the Newton interpolation polynomial and the Lagrange 
interpolation polynomial. In the article, a search for a suitable variant of numerical solutions is carried out, as well as calculations 
of the movement of a high-speed small-sized body under conditions of limited time for decision-making. The substantiation of the use 
of an automated information system to automate the calculation and analysis of the movement of a high-speed small-sized body 
is carried out. While designing an automated information system for calculating and analyzing the flight of a high-speed small-sized 
body, it is proposed to apply four modules for calculating the flight trajectory of a high-speed small-sized body by numerical methods 
and a module for comparative analysis and making the results of the optimal variant. The proposed automated information system 
should provide users with uninterrupted operation, a convenient interface, the required system response time to a request, and 
the creation of necessary reports. The reports should reflect all types of calculations, as well as a comparative analysis with the choice 
of the optimal option for calculating the flight path of a high-speed small-sized body. An automated information system is needed 
to improve the quality of calculations and analysis of movement in the development of new and modernization of existing small arms.

Key words: automated information system, differential equation, Bernoulli method, Euler method, Newton interpolation 
polynomial, Lagrange interpolation polynomial
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность задачи расчета движения высокоско-
ростного малоразмерного тела (ВМТ) обуславливается 
сложностью расчета движения ВМТ, а также возника-
ющим выбором оптимального варианта решения по-
ставленной задачи. 

Цель задачи состоит в разработке математической 
модели движения ВМТ на основе дифференциальных 
уравнений и аппроксимации траектории движения тела 
численными методами, моделирование характеристик 
измерительной системы на основе точной математи-
ческой модели траектории, а также в сравнительном 

анализе различных вариантов численных решений, где 
анализ и преобразование информации, выполняется 
с помощью вычислительной техники.

Поиск подходящего варианта численных решений, 
а также расчеты движения высокоскоростного ма-
лоразмерного тела могут отнять много времени, что 
не очень удобно в условиях ограниченного времени 
на принятие решений. Также вычисления, выполняе-
мые вручную, могут быть недостаточно точными в от-
личие от результата, полученного с помощью вычис-
лительной техники, поэтому предлагается разработать 
автоматизированную информационную систему для 
автоматизации расчета и анализа движения ВМТ.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для расчета движения ВМТ необходимо сформули-
ровать математическую постановку задачи и составить 
алгоритм основных этапов численной обработки ин-
формации. 

Предполагаем, что траектория полета ВМТ, опреде-
ляющегося параметрами a1 и a2, описывается диффе-
ренциальным уравнением:

d
d
y
t
a y
t
a t= +1 2

3 .

Требуется получить точное аналитическое решение 
заданного дифференциального уравнения с началь-
ным условием y(t0) = y0 – выражение y(t) координаты 
траектории полета, приближенное решение методом  
Эйлера на отрезке времени 0,1 мин после начала движе-

ния ВМТ при начальном условии y(t0) = y0, построить 
приближенное аналитическое выражение траектории 
полета ВМТ с помощью интерполяционного многочле-
на Ньютона, построить приближенное аналитическое 
выражение траектории полета ВМТ с помощью интер-
поляционного многочлена Лагранжа, провести сравни-
тельный анализ траекторий полета ВМТ, полученных 
численными методами.

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ

При проектировании автоматизированной инфор-
мационной системы расчета и анализа полета ВМТ 
предлагается применить четыре модуля расчетов 
траектории полета ВМТ численными методами и мо-
дуль для сравнительного анализа и выдачи резуль-
татов оптимально расчета траектории полета ВМТ  
(рис. 1).

Вывод сравнительных данных по расчету координат траектории полета ВМТ
[Conclusion of compara
ve data on the calcula
on of the coordinates of the flight trajectory of a high-speed small-sized body]

Ввод исходных данных полета ВМТ на отрезке времени [1; 1,1], с шагом 0,01
[Input of ini
al flight data of a high-speed small-sized body on the 
me interval [1; 1,1], with a step of 0,01]

Расчет траектории полета ВМТ на основе дифференциального уравнения
[Calcula
on of the flight trajectory of a high-speed small-sized body based on a differen
al equa
on]

Определение координат траектории полета ВМТ методом Эйлера
[Determina
on of the coordinates of the flight trajectory of a high-speed small-sized body by Euler method]

Определение координат траектории полета ВМТ с помощью интерполяционного многочлена Ньютона
[Determina
on of the coordinates of the flight trajectory of a high-speed small-sized body using Newton’s interpola
on polynomial]

Определение координат траектории полета ВМТ с помощью интерполяционного многочлена Лагранжа
[Determina
on of the coordinates of the flight trajectory of a high-speed small-sized body using the Lagrange interpola
on polynomial]

①

②

③

④

Выполнен расчет
траектории полета ВМТ на отрезке

времени [1; 1,1], с шагом 0,01?
[The flight trajectory of a high-speed small-sized body

was calculated on the 
me interval [1; 1,1],
with a step of 0,01?]

Определение оптимального варианта расчета координат траектории полета ВМТ
[Determina
on of the op
mal op
on for calcula
ng the coordinates of the flight trajectory of a high-speed small-sized body]

⑤

Да [Yes]

Нет [No]

Рис. 1. Структурная схема автоматизированной информационной системы расчета и анализа полета ВМТ
Fig. 1. Structural diagram of the automated information system for calculating  

and analyzing a high-speed small-sized body flight

Данная автоматизированная информационная 
система должна предоставлять пользователям бес-
перебойную работу, удобный интерфейс, требуемое 
время реакции системы на запрос, создание необхо-
димых отчетов. Отчеты должны отражать все виды 

расчетов, а также сравнительный анализ с выбо-
ром оптимально варианта расчета траектории по- 
лета ВМТ.

Структурная схема состоит из пяти функциональ-
ных модулей:
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•  м о д у л ь  1: расчет траектории полета ВМТ на осно-
ве дифференциального уравнения;

•  м о д у л ь  2: определение координат траектории по-
лета ВМТ методом Эйлера;

•  м о д у л ь  3: определение координат траектории по-
лета ВМТ с помощью интерполяционного многочле-
на Ньютона;

•  м о д у л ь  4: определение координат траектории по-
лета ВМТ с помощью интерполяционного многочле-
на Лагранжа;

•  м о д у л ь  5: определение оптимального варианта 
расчета координат траектории полета ВМТ.

ВАРИАНТЫ РЕШЕНИЯ  
ПОСТАВЛЕННОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ

Модуль 1.	Расчет	траектории	полета	
на	основе	дифференциального	уравнения
Исходные параметры ВМТ:

a1 = 2;    a2 = 2.

и начальное условие:

t0 = 1;    y0 = 6.

Таким образом, поставлена задача Коши для линей-
ного дифференциального уравнения первого порядка

d
d
y
t

y
t

t= +2 2 3

при t =1, y = 6

d
d
y
t

y
t

t− =2 2 3 .

Получим точное аналитическое решение. Применя-
ем метод Бернулли [2]. Полагаем, что:

y = UV,

тогда

d
d

d
d

d
d

y
t
U V

t
V U

t
UV VU= + = +′ ′.

Подставляя выражения для y и dy/dt в уравнение, 
будем иметь:

′ ′+ − =U V V U UV
t

t2 2 3 ,

или

U V V
t

U V t′ ′−





 + =2 2 3 .

Выберем функцию V такой, чтобы выполнялось

d
d
V
t

V
t

− =2 0.

Разделяя переменные, в этом дифференциальном 
уравнении относительно функции V и интегрируя,  
получаем:

d
d

d d

d d

V
t

V
t

V
V

t
t

V
V

t
t

V t

V t

V t

=

=

=

=

=

=

∫ ∫

2

2

2

2

2

2

;

;

;

ln ln ;

ln ln

.

;

Учитывая, что 

′ − =V V
t

2 0,

вспомогательное уравнение записываем в виде:

d
d
U
t
V t= 2 3 .

Подставляя в это уравнение найденное выражение 
для функции V, получаем:

d
d
U
t
t t2 32= ,

или

d
d
U
t

t= 2 ,

откуда

d d

d d

U t t

U t t

U t C t C

=

=

= + = +

∫ ∫

2

2

2
2

2
2

;

;

.

Следовательно, общее аналитическое решение за-
данного уравнения будет иметь вид:

y = UV = t 2 (t 2 + c),

y = t 4 + ct 2.

Найдем частное решение, удовлетворяющее задан-
ному начальному условию y = 6 при t = 1. 

Таким образом, с = 5, искомое частное решение 
дифференциального уравнения – точное аналитиче-
ское решение задачи Коши – таково:

y(t) = t 4 + 5t 2.
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Модуль 2. Определение	координат	 
траектории	полета	ВМТ	методом	Эйлера
Приближенное решение методом Эйлера – это 

численное решение дифференциального уравнения, 
удовлетворяющее начальному условию при t = 1,  
y = 6, на отрезке [1; 1, 1], выбрав шаг, h = 0,001. Вы-
числим абсолютную погрешность в табличных точках.

Согласно условию, имеем:

f t y y
t

t, . ( ) = +2 2 3

так как 

h
m

= =
−0 01 1 1 1, , ,

то 

� ,
,

,
,

,m =
−

= =
1 1 1
0 01

0 1
0 01

10

то есть m = 10, k = 1 10, .

Значения tk, y͂k, где k = 1 10, , вычисляем по форму-
лам:

t t kh

y y t y h

k k

k k k k

= +

= + ( )

−

− − −∫

1

1 1 1

;

, .� � � 

Таким образом

� � �

� � �

�

� �

y y t y

y y t y

y y t

1 0 0 0

2 1 1 1

10 9 9

0 01

0 01

= + ( )

= + ( )

= +

∫

∫

, , ;

, , ;

 

 

,, , . �y9 0 01( )∫

Результаты вычислений представим в табл. 1.

Таблица 1

k tk y͂k

Вычисляем  
[Calculate]  

f t y
y
t

tk
k

k
k,  �

�(( )) == ++2 2 3 y͂k  + 1 = y͂k + ∫(tk, y͂k)h

Точное значение 
решения  

[The exact value 
of the solution]  

y(tk + 1)

abcпогрΔ = |y(tk + 1 – y͂k  + 1)|

0 1,00 6,0000 14,0000 6,1400 6,1411 0,0011

1 1,01 6,1400 14,2190 6,2822 6,2844 0,0022

2 1,02 6,2822 14,4404 6,4266 6,4300 0,0034

3 1,03 6,4266 14,6642 6,5732 6,5779 0,0047

4 1,04 6,5732 14,8906 6,7221 6,7280 0,0059

5 1,05 6,7221 15,1192 6,8732 6,8805 0,0073

6 1,06 6,8732 15,3503 7,0267 7,0353 0,0086

7 1,07 7,0267 15,5840 7,1825 7,1925 0,0100

8 1,08 7,1825 15,8203 7,3407 7,3529 0,0122

9 1,09 7,3407 16,0592 7,5013 7,5141 0,0128

10 1,10 7,5013

Модуль 3. Определение	координат	 
траектории	полета	ВМТ	с	помощью	 
интерполяционного	многочлена	Ньютона
Построим приближенное аналитическое выраже-

ние траектории полета ВМТ с помощью интерполяци-
онного многочлена на основе первой интерполяцион-
ной формулы Ньютона. Вычисления ведем с четырьмя 
знаками после запятой. Используем интерполяцион-
ную формулу Ньютона в форме

P t y q y
q q

y

K
q q K q n

n
y

n

n

( ) = + +
−( )

+ +
−( ) − +( )

+�
!

!
,

0 0
2

0

0

1
2

1 1

∆ ∆

∆

где

q
t t
h

=
−

� ;0

Δnyi = Δn – 1 yi + 1 – Δn – 1 yi – конечные разности

n = 1, 2, K;

i = 0, 1, 2, K;

Δy0 = y1 – y0;

Δ3y0 = Δ2y1 – Δ2y0.

Предварительно для y͂k (k = 0,10) составим таблицу 
конечных разностей (табл. 2).
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Таблица 2

k tk y͂k Δ y͂k Δ2 y͂k

0 1,00 6,0000 0,1400 0,0022

1 1,01 6,1400 0,1422 0,0022

2 1,02 6,2822 0,1444 0,0022

3 1,03 6,4266 0,1466 0,0023

4 1,04 6,5732 0,1489 0,0022

5 1,05 6,7221 0,1511 0,0024

6 1,06 6,8732 0,1535 0,0023

7 1,07 7,0267 0,1558 0,0024

8 1,08 7,1825 0,1582 0,0024

9 1,09 7,3407 0,1606

10 1,10 7,5013

Составляя таблицу конечных разностей для y͂k  
( k = 1 10, ), убеждаемся, что вторые разности практиче-
ски постоянны 

Δ2 y͂k = Δ y͂k  + 1 – Δ y͂k (k = 0,8)

и поэтому ограничиваемся ими и полагаем, n = 2. При-
меняем первую интерполяционную формулу Ньютона 
второй степени [2], используя подчеркнутые конечные 
разности первой (k = 0) строки таблицы.

P t y q y
q q

y

q t t

q

2 0 0
2

0
1

2

1
0 01

100 1

1

( ) = + +
−( )

=
−( )

= −( )

−

�
!

�
,

� � � ;

;� �∆ ∆

==
− −

= −( )

= =

� ,
,

� � � , ;

, ; , ;

t t

y yk

1 0 01
0 01

100 1 01

6 0000 1 40000     ∆ �     ∆2
0

2

0 0022

6 100 1 0 14
100 1 100 1 01

�y

P t t
t t

=

( ) = + −( ) +

+
−( ) −( )

, ;

,
,

22
0 0022

6 14 14 11 1 01 1 01

14 8 11 2 01

2

2

!
,

� , ,

� ,

=

= + − + − − +( ) =
= − + −

t t t t

t t tt

t t t

t t

+( ) =
= − + − + =

= − +

1 01

14 8 11 22 11 11 11

11 8 11 3 11

2

2

,

� , ,

, , .

Итак, P2(t) = 11t 2 – 8,11t + 3,11 – приближенное ана-
литическое решение дифференциального уравнения, 
построенное с помощью интерполяционного многоч-
лена Ньютона.

Модуль 4. Определение	координат	 
траектории	полета	ВМТ	с	помощью	 
интерполяционного	многочлена	Лагранжа
Для функции y(t) по найденным методам Эйлера 

приближенным значениям на отрезке [1; 1, 1] постро-
им приближенное аналитическое решение с помощью 
интерполяционного многочлена Лагранжа той же сте-
пени n = 2, что и построенный интерполяционный 
многочлен Ньютона.

Интерполяционная формула Лагранжа имеет вид:
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При n = 2

L t
t t t t
t t t t

y

t t t t
t t t

2
1 2

0 1 0 2
0

0 2

1 0 1

( ) =
−( ) −( )
−( ) −( )

+
−( ) −( )
−( )

+�

−−( )
+

−( ) −( )
−( ) −( )t

y
t t t t
t t t t

y
2

1
0 1

2 0 2 1
2 .�

Таким образом, для построения интерполяцион-
ного многочлена Лагранжа второй степени на отрез-
ке [1; 1, 1] понадобится три узла интерполирования 
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ti = (i = 0,2) на этом отрезке [1; 1, 1]. Выберем их сле-
дующим образом:

t0 = 1,00;

t1 = 1,05;

t2 = 1,10.

y1 (1 0 2= , ) приближенные значения функции y(t), най-
денные в этих узлах методом Эйлера:

y1 = y͂0 = 6,0000;

y1 = y͂5 = 6,7221;

y1 = y͂10 = 7,5013.

Для выбранных значений узлов интерполирования 
ti ( i = 0 2, ) вспомогательная таблица приобретает вид:
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Далее строим L2(t):
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Итак, L2(t) = 11,42t 2 – 8,97t + 3,55 – приближенное 
аналитическое решение дифференциального уравне-
ния, построенное с помощью интерполяционного мно-
гочлена Лагранжа.

Модуль 5. Определение	 
оптимального	варианта	расчета	 
координат	траектории	полета	ВМТ
Проведем сравнительный анализ траекторий, по-

лученных численными методами. Вычислим фактиче-
ские ошибки (модуль разности между точным анали-
тическим и приближенным аналитическим решением 
в табличных точках tk (k = 0,11)) для построенных ин-
терполяционного многочлена Ньютона и интерполя-
ционного многочлена Лагранжа. Составим свободную 
таблицу для вычисленной ранее абсолютной погреш-
ности метода Эйлера, фактической ошибки интерполя-
ционного многочлена Ньютона, фактической ошибки 
интерполяционного многочлена Лагранжа (табл. 3).

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Приближенное решение заданного дифференци-
ального уравнения методом Эйлера с шагом h = 0,01, 
приближенное аналитическое решение с помощью 
интерполяционного многочлена Ньютона и прибли-
женное аналитическое решение с помощью интерпо-
ляционного многочлена Лагранжа имеют практически 
одинаковую точность на отрезке времени 0,1 мин.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проводя заключительный анализ, напомним, что 
в работе был предложен метод расчета изменения коор-
динат ВМТ в зависимости от координат точки выстре-
ла с помощью теории дифференциальных уравнений 
и численных методов состоящий из четырех модулей.

Сравнительный анализ в пятом модуле по опреде-
лению оптимального варианта расчета координат тра-
ектории полета ВМТ показал практическое совпадение 
результатов до двух знаков после запятой. Указанное 
обстоятельство подтверждает достоверность прове-
денных исследований. 

Таблица 3

k tk y(tk) y͂k P2(tk) L2(tk) Δabc = |y(tk) – y͂k |
Фактические ошибки  

[Factual erros]
|y(tk) – P2(tk)| |y(tk) – L2(tk)|

0 1,00 6,0000 6,0000 6,0000 6,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 1,01 6,1411 6,1400 6,1400 6,1398 0,0011 0,0011 0,0013

2 1,02 6,2844 6,2822 6,2822 6,2887 0,0022 0,0022 0,0025

3 1,03 6,4300 6,4266 6,4266 6,4263 0,0034 0,0034 0,0037

4 1,04 6,5779 6,5732 6,5732 6,5730 0,0047 0,0047 0,0049

5 1,05 6,7280 6,7221 6,7220 6,7220 0,0059 0,0060 0,0060

6 1,06 6,8805 6,8732 6,8730 6,8733 0,0073 0,0075 0,0072

7 1,07 7,0353 7,0267 6,0262 7,0268 0,0086 0,0091 0,0085

8 1,08 7,1925 7,1825 7,1816 7,1826 0,0100 0,0109 0,0099

9 1,09 7,3529 7,3407 7,3392 7,3408 0,0122 0,0129 0,0121

10 1,10 7,5141 7,5013 7,4990 7,5012 0,0128 0,0151 0,0129
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