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р е а г и р о в а н и я с р е д ы н а внешнее воздействие , к о т о р ы й по своей п р и р о д е с г е о м е т р и ч е с к о й р а з м е р н о с т ь ю 
с и с т е м ы не связан . 

В ы р а ж а ю б л а г о д а р н о с т ь Г . Л . Б р о в к о и И. А. К и й к о з а в н и м а н и е и д о б р о ж е л а т е л ь н о е о т н о ш е н и е к 
п р е д с т а в л е н н о й р а б о т е . 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Ревуженко А.Ф. Механика упругопластических сред и нестандартный анализ. Новосибирск, 2000. 
2. Ревуженко А.Ф, Механика сыпучей среды. Новосибирск: О Ф С Е Т , 2003. 
3. Хилл Р. Математическая теория пластичности. М.: ГИТТЛ, 1956. 

П о с т у п и л а в р е д а к ц и ю 
20.06.2004 

У Д К 532.516.013.4 
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Исследуется с п е к т р а л ь н а я з а д а ч а , к к о т о р о й с в о д и т с я определение м а л ы х н е у с т о й ч и в ы х в о з м у щ е ­
н и й о с е с и м м е т р и ч н о г о т е ч е н и я в свободном в и х р е . Р а с с м а т р и в а е м о е т е ч е н и е о п и с ы в а е т с я п р о ф и л я м и 
с к о р о с т и , п о л у ч е н н ы м и из а в т о м о д е л ь н о г о р е ш е н и я Б э т ч е л о р а [1]. В ы б о р о ч н ы е р а с ч е т ы для п е р в ы х 
т р е х - ч е т ы р е х м о д с п е к т р а с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й в невязкой п о с т а н о в к е п р е д с т а в л е н ы в [2, 3], с у ч е т о м 
в я з к о с т и — в [4]. Новая в я з к а я м о д а н е у с т о й ч и в о с т и исследована в [5]. Н е у с т о й ч и в о с т ь п е р в ы х т р е х 
м о д п р и большой з а к р у т к е п о т о к а п о к а з а н а в [6]. 

В н а с т о я щ е й р а б о т е н а основе п о д р о б н ы х р а с ч е т о в проведен а н а л и з с о б с т в е н н ы х р е ш е н и й с выделе­
н и е м р а с т у щ и х в о з м у щ е н и й в о с ь м и т и п о в (мод н е у с т о й ч и в о с т и ) . Р а с с м о т р е н ы поведение к а ж д о й м о д ы 
в о т д е л ь н о с т и и с в о й с т в а полного н а б о р а м о д в з а в и с и м о с т и о т с в о б о д н ы х п а р а м е т р о в . О б н а р у ж е н о и 
исследовано свойство ветвления с о б с т в е н н ы х р е ш е н и й . В ы ч и с л е н ы к о о р д и н а т ы т о ч е к в е т в л е н и я и с и х 
п о м о щ ь ю п о с т р о е н ы н е й т р а л ь н ы е к р и в ы е в п л о с к о с т я х R e = cons t . 

1. Постановка задачи. П у с т ь и м е е т с я о д н о р о д н о е о с е с и м м е т р и ч н о е т е ч е н и е вязкой н е с ж и м а е м о й 
ж и д к о с т и с полем с к о р о с т е й 

U(r) = e x p ( - r 2 ) , W(r) = qr~l [ l - e x p ( - r 2 ) ] , V(r) = 0. (1) 

З д е с ь '[/", V, W — осевая , р а д и а л ь н а я и а з и м у т а л ь н а я к о м п о н е н т ы с к о р о с т и в ц и л и н д р и ч е с к о й с и с т е м е 
к о о р д и н а т z,r,(p; q — п а р а м е т р з а к р у т к и (величина , о б р а т н а я к числу Р о с с б и ) . П р о ф и л и (1) в ы в о ­
д я т с я из а в т о м о д е л ь н о г о р е ш е н и я у р а в н е н и й Н а в ь е - С т о к с а , п о л у ч е н н о г о Б э т ч е л о р о м [1], для в я з к о г о 
з а к р у ч е н н о г о следа в п р е д п о л о ж е н и и локальной плоскопараллельности п о т о к а . 

Р а с с м о т р и м м а л ы е в о з м у щ е н и я т е ч е н и я (1) к а к р е ш е н и я л и н е а р и з о в а н н ы х у р а в н е н и й Н а в ь е - С т о к с а 
т и п а б е г у щ е й в о л н ы ( н о р м а л ь н ы е м о д ы ) 

WXX'P'} = {F,iS,H,P}exp[i(az + n<p-act)], (2) 

в к о т о р ы х а, п — волновые числа , п р и ч е м целые п о л о ж и т е л ь н ы е з н а ч е н и я п с о о т в е т с т в у ю т р а с п р о с т р а ­
н е н и ю в о л н ы в н а п р а в л е н и и з а к р у т к и , а о т р и ц а т е л ь н ы е — в п р о т и в о п о л о ж н о м н а п р а в л е н и и . Т о г д а для 
к о м п л е к с н ы х а м п л и т у д н ы х ф у н к ц и й F(r), S(r), H(r), Р(г) п о л у ч и м с и с т е м у у р а в н е н и й 

r2jF + ar2P + r2SU' = [r(rF')' - (a2r2 + n2)F] , 

r2jS + 2rHW - r2P' = 4r \r{rS')' - (a2r2 + n2 + 1 ) 5 - 2пН] , 
e (3) 

r 2

7 t f + r2s(w' + y) + rnP = -L [r(rH'Y - (a2r2 + n2 + 1)H - 2nS] , 

arF + (rS)' + n # = 0, 7 = a ( t f - c ) + ^ , R e = ^ , 
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(4) 

где UQ — с к о р о с т ь н а оси г = 0; L — р а д и у с в и х р е в о г о я д р а , о п р е д е л я е м ы й по м а к с и м а л ь н о м у з н а ч е н и ю 
W(r); ш т р и х о з н а ч а е т п р о и з в о д н у ю по г. 

Г р а н и ч н ы е условия для с и с т е м ы (3) в ы в о д я т с я из т р е б о в а н и й з а т у х а н и я в о з м у щ е н и й н а бесконеч­
н о с т и и р е г у л я р н о г о поведения р е ш е н и я вблизи оси г = 0: 

5 ( 0 ) = Я ( 0 ) = 0, F ( 0 ) , Р ( 0 ) < оо (п = 0) ; 

5 ( 0 ) ± Я ( 0 ) = 0, F ( 0 ) = Р ( 0 ) = 0 (п = ± 1 ) ; 

5 ( 0 ) = Я ( 0 ) = Р ( 0 ) = Р ( 0 ) = 0 ( |n | > 1); 

5 ( о о ) = Я ( о о ) = Р ( о о ) = Р ( о о ) = 0 (Vn). 

Б у д е м р а с с м а т р и в а т ь в о з м у щ е н и я (2), в к о т о р ы х а д е й с т в и т е л ь н о е . Т о г д а р е ш е н и е м с и с т е м ы (3) 
с г р а н и ч н ы м и условиями (4) п р и ф и к с и р о в а н н ы х п а р а м е т р а х R e , g, а , п о п р е д е л я ю т с я к о м п л е к с н ы е 
с о б с т в е н н ы е числа с = сг + гс{ , в к о т о р ы х сг — ф а з о в а я с к о р о с т ь , шг = асг — ч а с т о т а колебаний 
и ui = aci — к о э ф ф и ц и е н т усиления. П р и С{ > 0 а м п л и т у д ы в о з м у щ е н и я (2) р а с т у т , п р и С{ < 0 — 
з а т у х а ю т с т е ч е н и е м в р е м е н и . 

Д л я н а х о ж д е н и я с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й з а д а ч и (3), (4) применялся м е т о д [5, 6]. Вблизи о с о б ы х т о ч е к 
г = 0 и г = оо с т р о я т с я а с и м п т о т и ч е с к и е р е ш е н и я по м е т о д у Ф р о б е н и у с а , к о т о р ы е п о з в о л я ю т п е р е н е с т и 
г р а н и ч н ы е условия в т о ч к и г = га и г = г& с о о т в е т с т в е н н о . О т э т и х т о ч е к р е ш е н и я п р о д о л ж а ю т с я 
ч и с л е н н ы м и н т е г р и р о в а н и е м по м е т о д у Р у н г е - К у т т а с а в т о м а т и ч е с к и м в ы б о р о м ш а г а , к о н т р о л и р у е м о й 
т о ч н о с т ь ю и п р о ц е д у р о й о р т о г о н а л и з а ц и и Г р а м м а - Ш м и д т а . Ч и с л е н н ы е р е ш е н и я с к л е и в а ю т с я в т о ч к е гс 

{ra < rc < rd) п у т е м р е ш е н и я м е т о д о м Н ь ю т о н а с о о т в е т с т в у ю щ е г о х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о у р а в н е н и я . 
П р и з а д а н н о й т о ч н о с т и е = 1 0 _ 3 - 1 0 ~ ~ 6 и н т е г р и р о в а н и я с и с т е м ы (3) к о л и ч е с т в о т о ч е к н а о т р е з к е [ г а , г ^ ] 
составляло 1 0 2 — 3 • 1 0 4 . В р а с ч е т а х полагалось га = 0 ,01 , в е л и ч и н а гс для р а з н ы х м о д и з н а ч е н и й ч и с л а 
Р е й н о л ь д с а з а д а в а л а с ь в и н т е р в а л е гс = 0 , 2 - 2 . З н а ч е н и е для вычисления к а ж д о г о с о б с т в е н н о г о ч и с л а 
подбиралось и н д и в и д у а л ь н о , исходя из з а д а н н о й т о ч н о с т и , и в а р ь и р о в а л о с ь о т 3 до 1200. Наиболее 
ш и р о к а я о б л а с т ь и н т е г р и р о в а н и я т р е б о в а л а с ь для длинноволновых в о з м у щ е н и й , в я з к о й н е у с т о й ч и в о й 
м о д ы и больших чисел Рейнольдса . 

2. М о д ы н е у с т о й ч и в о с т и . Р а с с м а т р и в а е т с я с п е к т р а л ь ­
ная з а д а ч а (3), (4) с т р е м я с в о б о д н ы м и п а р а м е т р а м и Re , g, а. 
З н а ч е н и е а з и м у т а л ь н о г о волнового числа полагалось р а в н ы м 
п = — 1, т а к к а к в э т о м случае о т м е ч а ю т с я наиболее опасные 
в о з м у щ е н и я [2-4]. К а ж д о е собственное число с = cr + ic{, т а ­
кое , ч т о С{ > 0, о п р е д е л я е т м о д у н е у с т о й ч и в о с т и , поскольку 
а м п л и т у д а с о о т в е т с т в у ю щ е г о н е у с т о й ч и в о г о р е ш е н и я (2) воз­
р а с т а е т со в р е м е н е м . Х а р а к т е р н а я о с о б е н н о с т ь р а с с м а т р и в а е ­
м о й з а д а ч и с о с т о и т в т о м , ч т о к о л и ч е с т в о т т а к и х м о д п р и вы­
б р а н н о м с о с т о я н и и м е х а н и ч е с к о й с и с т е м ы (Re, g, а з а д а н ы ) , к а к 
правило , не единственно , а именно 1 ^ т ^ 8. К а ж д а я м о д а на­
ч и н а е т с я в с о о т в е т с т в у ю щ е й к р и т и ч е с к о й т о ч к е ( R e m , g m , a m ) 
с о б с т в е н н ы м числом c r m , С{Т « 0 п р и н а и м е н ь ш е м в о з м о ж н о м 
числе R e и м о ж е т б ы т ь п р о д о л ж е н а п а р а м е т р и ч е с к и в п р о с т р а н с т в е с о с т о я н и й по к а ж д о м у из т р е х сво­
б о д н ы х п а р а м е т р о в . И н т е р е с п р е д с т а в л я е т п р е ж д е всего п р о д о л ж е н и е по числу Р е й н о л ь д с а R e ^ R e m . 
Д л я к а ж д о й м о д ы С{ > 0 т а к о е п р о д о л ж е н и е у д а е т с я п р о в е с т и численно до R e = 1 0 5 . В т а б л . 1 д а н ы 
з н а ч е н и я величин Re , g, а в к р и т и ч е с к и х т о ч к а х . 

В т а б л . 2 п р и н е с к о л ь к и х R e д а н ы з н а ч е н и я о с н о в н ы х величин , х а р а к т е р и з у ю щ и х к а ж д у ю м о д у 
н е у с т о й ч и в о с т и , — м а к с и м а л ь н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в усиления и* и ч а с т о т колебаний о;*, к о т о р ы е д о с т и ­
г а ю т с я п р и з н а ч е н и я х п а р а м е т р о в а*, а т а к ж е г р а н и ч н ы е з н а ч е н и я волновых чисел а и в е л и ч и н 
з а к р у т к и <?, т а к и х , ч т о а ^ 0 п р и a m i n ^ а ^ a m a x , qmin 9тах. 

П о л у ч е н н ы е з н а ч е н и я с о б с т в е н н ы х чисел п р и R e = 1 0 5 м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к а с и м п т о т и ч е с к и е 
п р и R e -> оо, т а к к а к с увеличением R e они м е н я ю т с я н е з н а ч и т е л ь н о . По х а р а к т е р у поведения п р и 
R e -> оо м о д ы н е у с т о й ч и в о с т и д е л я т с я н а две г р у п п ы , а именно н а невязкие (1 , 3-8) и в я з к и е (2) м о д ы , 
для к о т о р ы х в ы п о л н я ю т с я с о о т в е т с т в е н н о условия U{ —> const ф 0, Ш{ —У 0. По з н а к у ф а з о в о й с к о р о с т и 
и н а п р а в л е н и ю р а с п р о с т р а н е н и я в д о л ь оси с и м м е т р и и п о т о к а наиболее р а с т у щ и е волновые в о з м у щ е н и я 
д е л я т с я н а м о д у к о н в е к т и в н о й н е у с т о й ч и в о с т и ( с г > 0, м о д ы 1, 2) и м о д у а б с о л ю т н о й н е у с т о й ч и в о с т и 
( с г < 0, м о д ы 3-8) . С п р и б л и ж е н и е м п а р а м е т р а з а к р у т к и q к g m a x или qm-m в о з м о ж н ы о т к л о н е н и я о т э т о г о 
правила . Н а рис . 1 п р е д с т а в л е н ы з а в и с и м о с т и м а к с и м а л ь н о г о к о э ф ф и ц и е н т а усиления и* ( сплошные 
линии) и ч а с т о т ы колебаний и* ( п у н к т и р н ы е линии) о т з а к р у т к и q для м о д 1-5 п р и R e = 5000. 

Т а б л и ц а 1 

Значения критических параметров 
Re, </, а для мод 1-8 

Мода Re Ч а 
1 13,905 0,337 0,415 
2 43,934 0,6603 0,5012 
3 165,56 0,4576 0,5962 
4 428,086 0,6095 0,5062 
5 887,79 0,6403 0,5547 
7 1579,73 0,700 0,6054 
8 3526,77 0,6131 0,5679 
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Т а б л и ц а 2 

Границы областей неустойчивости и значения LJ* , а*, q*, отвечающие 
максимальным коэффициентам усиления и* для мод 1-8 

Мода 4* < a* q* O^min Ômax Qm'm <Zmax 
Re = 140 

1 0,1902 0,288 0,784 0,415 0,005 1,8 0 1,12 
2 0,1123 0,191 0,783 0,690 0 1,305 0,195 0,875 

Re = 300 
1 0,2158 0,302 0,803 0,431 0,021 2,005 0 1,42 
2 0,0690 0,231 0,880 0,748 0 1,22 0,08 0,9 
3 0,0361 -0 ,142 0,512 0,666 0,09 0,828 0,05 1,07 

Re = 450 
1 0,2241 0,305 0,807 0,438 0,014 2Д 0 1,53 
2 0,0541 0,259 0,928 0,755 0 1,24 0,05 0,9 
3 0,0549 -0 ,161 0,518 0,697 0,06 0,96 0,04 1,18 
4 0,0022 -0 ,1362 0,504 0,607 0,41 0,6 0,48 0,74 

Re = 1000 
1 0,2339 0,307 0,811 0,448 0,006 2,2 0 1,78 
2 0,0290 0,110 0,848 0,700 0 1,26 0,08 0,9 
3 0,0807 - 0 , 1 8 3 0,525 0,728 0,04 1,25 0,02 1,36 
4 0,0338 -0 ,184 0,532 0,701 0,19 0,79 0,15 1,12 
5 0,0038 -0 ,154 0,549 0,646 0,38 0,68 0,41 0,82 
6 0,0073 -0 ,080 0,547 0,499 0,08 0,94 0,04 0,78 

Re = 5000 
1 0,2407 0,306 0,812 0,456 0,001 2,39 0 1,65 
2 0,0128 0,094 0,848 0,700 0 1,3 0,008 0,9 
3 0,1040 -0 ,190 0,544 0,749 0,01 2,85 0,01 2,66 
4 0,0671 -0 ,240 0,534 0,776 0,04 0,91 0,038 1,45 
5 0,0428 -0 ,249 0,539 0,779 0,07 0,8 0,12 1,28 
6 0,0252 - 0 , 2 2 1 0,528 0,723 0,02 1,49 0,015 1,15 
7 0,0126 -0 ,200 0,553 0,703 0,18 1,22 0,17 1,05 
8 0,009 -0 ,2036 0,660 0,785 0,27 0,74 0,26 0,9 

Е д и н с т в е н н а я м о д а , н е у с т о й ч и в а я о д н о в р е м е н н о в н е з а к р у ч е н н о м и з а к р у ч е н н о м п о т о к е , — э т о 
первая мода . О н а и м е е т н а и м е н ь ш е е к р и т и ч е с к о е число Р е й н о л ь д с а , н а и б о л ь ш и й к о э ф ф и ц и е н т усиления 
и в ы з ы в а е т р а з в и т и е к о н в е к т и в н о й н е у с т о й ч и в о с т и в п о т о к е . С р о с т о м ч и с л а Р е й н о л ь д с а в з а к р у ч е н н о м 
п о т о к е п р и q > qm\n р а з в и в а е т с я последовательно 3-8 м о д а б с о л ю т н о й н е у с т о й ч и в о с т и . О п р е д е л я е м ы е 
и м и в о л н ы н е у с т о й ч и в о с т и р а с п р о с т р а н я ю т с я п р о т и в п о т о к а в д о л ь оси с и м м е т р и и . П р и у в е л и ч е н и и 
числа Р е й н о л ь д с а р а с т е т т а к ж е м а к с и м а л ь н о е значение в е л и ч и н ы з а к р у т к и g m a x , п р и к о т о р о м т е ч е н и е 
н е у с т о й ч и в о . 

П е р в ы е численные р а с ч е т ы [2], в ы п о л н е н н ы е по невязкой т е о р и и для м о д ы 1, п о к а з а л и , ч т о исследу­
емое т е ч е н и е с т а н о в и т с я у с т о й ч и в ы м п р и q ^ 1,5. И з у ч а я о д н о в р е м е н н о т р и п е р в ы е н е у с т о й ч и в ы е м о д ы 
п р и к о н е ч н ы х числах Р е й н о л ь д с а , а в т о р ы р а б о т ы [6] в ы я в и л и н е у с т о й ч и в о с т ь т е ч е н и я (1) п р и большой 
з а к р у т к е п о т о к а 1,5 < q < 4,882. Н а с т о я щ и м и р а с ч е т а м и установлено , ч т о м о д ы 4 - 6 т а к ж е н е у с т о й ч и в ы 
п р и q > 1,5. З а в и с и м о с т и qmax о т числа Р е й н о л ь д с а для м о д 1-7 п р и в е д е н ы н а рис . 2. 

3. Нейтральные кривые в плоскости ( a , q). О б р а т и м с я к исследованию с о б с т в е н н ы х р е ш е н и й 
з а д а ч и (3), (4) в п л о с к о с т и с в о б о д н ы х п а р а м е т р о в ( a , q) п р и R e = cons t . Ц е л ь ю я в л я е т с я п о с т р о е н и е 
н е й т р а л ь н ы х к р и в ы х ^ = 0 и определение х а р а к т е р н ы х з н а ч е н и й в о л н о в ы х чисел по п р о с т р а н с т в е н н о й 
к о о р д и н а т е . О т м е т и м в связи с э т и м одно в а ж н о е свойство с о б с т в е н н ы х р е ш е н и й . О к а з ы в а е т с я , суще­
с т в у ю т т о ч к и в п р о с т р а н с т в е Re , g, а , в к о т о р ы х з а д а ч а на с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я и м е е т к р а т н ы й к о р е н ь 
с(к) _ с ( т ) д т о о з н а ч а е т , ч т о р е ш е н и я для д в у х м о д в т а к о й т о ч к е с о в п а д а ю т , а в малой о к р е с т н о с т и 
п р о и с х о д и т ветвление э т и х м о д . П р и э т о м в е т в и т ь с я м о г у т р а з н ы е п а р ы га) и з н а б о р а н е у с т о й ч и в ы х 
м о д , с у щ е с т в у ю щ и х п р и в ы б р а н н о м з н а ч е н и и R e . В т а б л . 3 п р е д с т а в л е н ы н е к о т о р ы е п р и м е р ы , в к о т о р ы х 
число т о ч е к ветвления q^ и з м е н я е т с я о т одной п р и R e =• 140 до д е в я т и п р и R e = 5000. 

П р и переходе п а р а м е т р а q ч е р е з % две в е т в я щ и е с я м о д ы о б м е н и в а ю т с я ч а с т я м и з а в и с и м о с т е й о ; г ( а ) , 
Ui(a) и к а к следствие з н а ч е н и я м и a m a x , a m i n . Т а к а я п е р е с т р о й к а м о д о т ч е т л и в о п р о с л е ж и в а е т с я н а рис . 3, 
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п о с т р о е н н о м для м о д (1 , 2) . З н а ч е н и я волнового числа a m a X 5 п р и к о т о р о м щ = 0 н а верхней ч а с т и ней­
т р а л ь н о й к р и в о й , с о с т а в л я ю т для м о д (1 , 2) с о о т в е т с т в е н н о 1,323; 0,67 п р и q = 0 ,68 (рис. 3, а) и 0,653; 
1,305 п р и q = 0 ,69 (рис. 3, б). В самой т о ч к е ветвления — 0,689 ( т о ч к и ветвления у к а з а н ы п у н к т и р о м 
н а рис . 4) исходная з а д а ч а н а с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я и м е е т к р а т н ы й к о р е н ь , а ф а з о в ы е с к о р о с т и и ко­
э ф ф и ц и е н т ы усиления д в у х м о д с о в п а д а ю т : и>\ = и2 = 0,027, и>\ = uf = 0,055 п р и а = 0,602. В ч а с т н о м 
случае п р и R e = 115 в т о ч к е ветвления q^ = 0,65 м о д (1 , 2) в о з м у щ е н и я (2) п р е д с т а в л я ю т собой с т о я ч и е 
н а р а с т а ю щ и е волны: и\ = и; 2 = 0, и- = cjjf = 0,061 п р и а = 0,527. 1 - ,.,2 _ 

Т а б л и ц а 3 

Точки ветвления мод 1-8 в плоскости (a,q) 
Re Чь{к,т) 
140 0,689 (1, 2) — — — — 
300 0,74 (1 , 2) 0,52 (3, 2) — — — 
450 0,755 (1, 2) 0,595 (2, 3) — — — 
1000 0,76 (1, 2) 0,675 (2, 3) 0,495 (2, 4) 0,225 (4, 6) — 
5000 0,78 (7, 8) 0,745 (1, 2) 0,73 (3, 1) 0,71 (7, 6) — 

0,68 (2, 4) 0,54 (2, 5) 0,43 (6, 7) 0,37 (1, 3) 0,36 (8, 7) 
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0,2 

0,1 
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Рис. 1. Зависимости максимального коэффи­
циента усиления CJ* (сплошные линии) и ча­
стоты и)* (пунктирные линии) от закрутки 
для мод 1-5 (кривые 1-5) при Re = 5000 
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Рис. 2. Максимальные значения закрутки 
(Zmax, при которой течение неустойчиво: моды 
1-7 при а = 0,4; 0,6; 0,2; 0,3; 0,6; 0,7; 0,8 соот­

ветственно (кривые 1-7) 

А н а л о г и ч н ы м о б р а з о м п р о и с х о д и т ветвление мод во всех д р у г и х случаях , п р и ч е м н о в ы е т о ч к и в е т ­
вления в о з н и к а ю т с р о с т о м R e по м е р е появления н о в ы х н е у с т о й ч и в ы х с о б с т в е н н ы х р е ш е н и й с п е к т р а л ь ­
ной з а д а ч и (3), (4). 

О б л а с т и у с т о й ч и в о с т и и н е у с т о й ч и в о с т и исходного п о т о к а (1) к в о з м у щ е н и я м (2) р а з д е л я ю т с я в 
плоскости ( a , q) н е й т р а л ь н о й к р и в о й — линией , н а к о т о р о й в ы п о л н я е т с я условие Ш{ = 0. Д л я к а ж д о й 
м о д ы н е у с т о й ч и в о с т и м о ж н о п о с т р о и т ь с о о т в е т с т в у ю щ у ю н е й т р а л ь н у ю к р и в у ю . Н е й т р а л ь н а я к р и в а я 
м о д ы т о п и с ы в а е т с я о т д е л ь н ы м з а м к н у т ы м к о н т у р о м т о л ь к о п р и з н а ч е н и я х R e > R e m , б л и з к и х к к р и т и ­
ческому для д а н н о й м о д ы . По м е р е п р о д в и ж е н и я по R e о т к р и т и ч е с к о й т о ч к и в о з н и к а ю т ее б и ф у р к а ц и и 
со вновь в о з н и к а ю щ и м и м о д а м и . П р и э т о м ф о р м а о б л а с т и н е у с т о й ч и в о с т и к а ч е с т в е н н о м е н я е т с я : п р о ­
и с х о д и т с к а ч к о о б р а з н о е изменение г р а н и ц о т д е л ь н ы х областей н е у с т о й ч и в о с т и , а н е й т р а л ь н ы е к р и в ы е 
о б ъ е д и н я ю т с я в единую к р и в у ю сложной ф о р м ы с т о ч к а м и самопересечения . 

Н а рис . 4, а о б л а с т и н е у с т о й ч и в о с т и двух мод ( 1 , 2 ) п р и R e = 140 п е р е с е к а ю т с я , а н е й т р а л ь н ы е 
к р и в ы е о б ъ е д и н я ю т с я в одну к р и в у ю , ч а с т ь к о т о р о й с о о т в е т с т в у е т первой моде , а ч а с т ь — в т о р о й . 
Н е й т р а л ь н ы е к р и в ы е для ш е с т и н е у с т о й ч и в ы х мод п р и R e = 1000 п о к а з а н ы н а рис . 4, б. О т м е т и м , ч т о 
м о д а 6 ф о р м и р у е т с я из ч а с т и м о д ы 2 п р и 900 < R e < 1000 и ее н е й т р а л ь н а я к р и в а я не и м е е т о т д е л ь н о г о 
з а м к н у т о г о к о н т у р а в о т л и ч и е о т всех о с т а л ь н ы х исследованных мод . П р и R e = 5000 н е й т р а л ь н ы е 
к р и в ы е и м е ю т наиболее сложную с т р у к т у р у , в к л ю ч а я восемь т о ч е к ветвления . 
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Рис. 3. Зависимости коэффициента усиления 
Ui (сплошные линии) и частоты иг (пунктир­
ные линии) от волнового числа для мод 1 и 2 
(кривые 1, 2) при Re = 140: а — q — 0,68; б— 

0,69 

1 Я 

Рис. 4. Нейтральные кривые при Re = 140 для 
мод 1, 2 (а); при Re = 1000 для мод 1-6 (б) 

4. Заключение. П р о в е д е н н ы е численные исследования п о к а з а л и с у щ е с т в о в а н и е до в о с ь м и н е у с т о й ­
ч и в ы х м о д о д н о в р е м е н н о в р а с с м а т р и в а е м о м т е ч е н и и п р и ф и к с и р о в а н н о м числе Р е й н о л ь д с а , с р е д и ко­
т о р ы х о д н а м о д а в я з к а я , а о с т а л ь н ы е — невязкие . Д л я всех н е у с т о й ч и в ы х м о д определены к р и т и ч е с к и е 
числа Р е й н о л ь д с а и м а к с и м а л ь н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы усиления. Н а и б о л ь ш и й к о э ф ф и ц и е н т усиления с о о т ­
в е т с т в у е т невязкой м о д е с н а и м е н ь ш и м к р и т и ч е с к и м числом Р е й н о л ь д с а . Д р у г и е н е в я з к и е м о д ы более 
слабые, п р и ч е м ч е м н и ж е к р и т и ч е с к о е число Р е й н о л ь д с а R e m , т е м м о д а более н е у с т о й ч и в а . Ф а з о в ы е 
с к о р о с т и , с о о т в е т с т в у ю щ и е м а к с и м а л ь н ы м к о э ф ф и ц и е н т а м усиления, п о л о ж и т е л ь н ы для наиболее не­
у с т о й ч и в о й невязкой м о д ы и е д и н с т в е н н о й вязкой м о д ы и о т р и ц а т е л ь н ы для всех о с т а л ь н ы х м о д . 

П о к а з а н о , ч т о ветвление м о д и с к а ч к о о б р а з н о е изменение г р а н и ц о б л а с т е й н е у с т о й ч и в о с т и с в я з а н о 
с с у щ е с т в о в а н и е м к р а т н ы х к о р н е й в исходной з а д а ч е н а с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я . 

Р а б о т а в ы п о л н е н а п р и ф и н а н с о в о й п о д д е р ж к е Р Ф Ф И , п р о е к т № 0 3 - 0 1 - 0 0 0 4 2 . 
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У Д К 539.3 

Д В И Ж Е Н И Е ТОНКОГО ЖЕСТКОГО ТЕЛА В УПРУГОЙ СРЕДЕ 

А. В. Звягин 

В д а н н о й р а б о т е исследуется з а д а ч а о д в и ж е н и и с п о с т о я н н о й с к о р о с т ь ю ж е с т к о г о т е л а в н е о г р а ­
н и ч е н н о й л и н е й н о - у п р у г о й среде . Подобно т о м у к а к в г а з о в о й д и н а м и к е р а с с м а т р и в а е т с я д в у м е р н а я 
з а д а ч а о б т е к а н и я у с т а н о в и в ш и м с я п о т о к о м т о н к и х тел , здесь р е ш а е т с я а н а л о г и ч н а я з а д а ч а для у п р у г о й 
с р е д ы . Т а к и е з а д а ч и в о з н и к а ю т , н а п р и м е р , п р и м о д е л и р о в а н и и д в и ж е н и я в г р у н т е п л у г а , п р о н и к а ю щ и х 
снарядов . Д л я р ы х л ы х г р у н т о в м о д у л ь с д в и г а д о с т а т о ч н о мал , п о э т о м у с к о р о с т ь п о п е р е ч н ы х волн неве­
л и к а и с к о р о с т ь д в и ж е н и я т е л м о ж е т б ы т ь с р а в н и м а с ней. С у щ е с т в е н н о й о с о б е н н о с т ь ю т а к и х з а д а ч для 
у п р у г о й с р е д ы я в л я е т с я н а л и ч и е п р о ч н о с т и , т р е н и я н а п о в е р х н о с т и т е л а и н е в о з м о ж н о с т ь б е з о т р ы в н о г о 
о б т е к а н и я . Э т о п р и в о д и т к н е о б х о д и м о с т и р е ш е н и я с м е ш а н н ы х к р а е в ы х з а д а ч т е о р и и у п р у г о с т и [1]. 
В р а б о т е получено в к о н е ч н о м виде р е ш е н и е т а к и х з а д а ч для тел , к о н т у р к о т о р ы х и м е е т п о с т о я н н у ю 
к р и в и з н у . 

1. Основные уравнения. Д в у м е р н о е д в и ж е н и е у п р у г о й с р е д ы в н е п о д в и ж н о й с и с т е м е к о о р д и н а т 
х\0\у\ в о т с у т с т в и е м а с с о в ы х сил о п и с ы в а е т с я у р а в н е н и я м и Л а м е 

pU = (Л + р) • g r a d div U + p • ДЕ7, (1) 

где p — п л о т н о с т ь ; U — (^1,^2) — в е к т о р перемещения ; А, р — у п р у г и е п о с т о я н н ы е Л а м е ; т о ч к а м и 
о б о з н а ч е н ы п р о и з в о д н ы е по в р е м е н и t. 

К о м п о н е н т ы т е н з о р а н а п р я ж е н и й сг^ с в я з а н ы с д е ф о р м а ц и я м и з а к о н о м Г у к а 

o~ij = XekkSij + 2/j.Sij, (2) 

где по п о в т о р я ю щ е м у с я индексу к п о д р а з у м е в а е т с я с у м м и р о в а н и е , а д е ф о р м а ц и и о п р е д е л я ю т с я ч е р е з 
перемещения выражениями 

£ij = 2 K j + u J,i)' (3) 

З д е с ь и далее з а п я т а я и следующие з а ней и н д е к с ы о з н а ч а ю т ч а с т н ы е п р о и з в о д н ы е по п е р е м е н н ы м с 
с о о т в е т с т в у ю щ и м и и н д е к с а м и . 

Воспользуемся п р е д с т а в л е н и е м в е к т о р н о г о поля п е р е м е щ е н и й в ф о р м е Л а м е 

U = g r a d ср + ro t ip, d iv ф = 0. (4) 

Если п о д с т а в и т ь п р е д с т а в л е н и е (4) в у р а в н е н и я Л а м е (1) и п р и м е н и т ь к н и м о п е р а т о р div , п о л у ч и м 
волновое у р а в н е н и е для п о т е н ц и а л а п р о д о л ь н ы х волн <р 

ф = а2А<р, а = ^^у^. (5) 

А н а л о г и ч н о после п р и м е н е н и я к у р а в н е н и ю (1) о п е р а т о р а ro t п о л у ч и м волновое у р а в н е н и е для определе­
ния п о т е н ц и а л а п о п е р е ч н ы х волн ф 

гр = Ь 2 Дг/>, Ь 


