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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

МАРТ 1995 г., ТОМ 31, Л"» 3 

УДК 517.95 

И. И. СКРЫПНИК 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ П О В Е Д Е Н И Е Р Е Ш Е Н И Й 
Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Х З А Д А Ч 

С Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы М И ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

Пусть Q — ограниченная область в Rn

y [Gs] — последовательность открытых мно­
жеств, содержащихся в Rn, rs=Gs()d&. Рассмотрим задачу 

- | ^ « , ( * - £ ) - / < * > . - О . ( • ) 

us(x)=0, j c e r s , (2) 

£ ai(x, J ^ c o e ( v , * ) = 0 , xzEdQ\r5. (3) 

Здесь v — внешняя нормаль к dQ. 
Подобные задачи для линейных уравнений при некоторых геометрических предпо­

ложениях рассматривались в [1,2] (подробные ссылки имеются в [2]). В случае квази­
линейных уравнений при «правильном> распределении множеств аналогичная задача рас­
сматривалась в [3]. 

Предполагаем, что щ(ху £), i= 1, . . . , л, — функции, определенные при Х Е Й , £е=/? п, 
удовлетворяют условию Каратеодори и выполнены неравенства при 2^р<!<х> с поло­
жительными ПОСТОЯННЫМИ Со, С\\ 

п 
£ М*.Е)-М*.С)1 (Ь-М>со1Е-С1р, 

/ = 1 

\щ(х, I) -а,(х, t) | < c i ( \Ц + Ш )p-2\Z-SI • 

При 1 < р < 2 предполагаем выполненными неравенства 
п 
£ [в,(*. g)-<*(*, 0 ] ( b - W > c o ( I E I + l t l ) p - 2 IE -C I 2 , 

i= 1 

I а, (*,£)-<*,(*, O K ^ I g - C I " " 1 . 
при jce=Q, 5, £ e / ? n , / = 1, . . . , п. Кроме того, предполагаем выполненным следующее усло­
вие: сц(х, tl) = \t\p-2tai(x, £ ) , JCGEQ, /«ЕЕ/?1, £е=/Г, при этом U | ' - 2 / = 0 для t=0 и l < / ? < 2 . 
Пусть Wl

p{Q) — обычное пространство С. Л. Соболева, [ ^ ( Q ) ] * — сопряженное про­
странство. Через Wl

p(Q> Ts) обозначим пространство функций, полученных замыканием про­
странства C°° (Q) , обращающихся в нуль в окрестности Г8, по норме 

H « « r i ( Q , - { j ( l « l ' + ЩУХ) '• 

Если \i — положительная мера на Q, то через LP(Q \ \л) обозначим пространство измеримых 
функций с конечной нормой 

Й«11МЙ;|.) = { $ | И | ' * } , / ' . 

Говорим, что утверждение Р(х) выполнено квази всюду на множестве £, если су­
ществует множество # c z £ , Ср(М)=0 такое, что Р(х) выполнено для всех x&E\N. 

Множество AczQ назовем квази открытым, если для любого е > 0 существует откры­
тое подмножество UeaQ такое, что С р ( ( / 8 ) < е и A[jUt открыто. Здесь Cp(U)—p-
емкость множества U. 
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Под радоновой мерой будем понимать непрерывный линейный функционал* на C(Q). 
Через Мо обозначим пространство положительных борелевских мер ц на Q таких, что 

1) ц ( £ ) = 0 для любого борелевского множества £, такого, что С р ( £ ) = 0 ; 
2) ц(Е) = inf \i(A), А квази открыто, Е^А, для любого борелевского множества Е^й. 
Подобные классы мер были введены в [4] (подробные библиографические ссылки см. 

там же). 
Для любого множества E^Q через о о Е обозначим меру, принадлежащую Мо и опре­

деленную следующим образом: 

( R ^ ( °. е с л и Ср(Е[)В)=0, 
1 Н-оо , если Ср(Е(]В)>0. 

Далее говорим, что радонова мера к на Q принадлежит [UP P (Q)]\ если существует /ЕЕ 
ЕЕ [№P(Q)J* такая, что 

</,Ф> = \<?dk (4) 
Q 

для любой 9 e C ° ° ( Q ) . 
Для любого положительного функционала /ЕЕ [UPP(Q)]* существует положительная 

радонова мера к такая, что выполнено (4). Известно, что любая положительная радонова 
мера, которая принадлежит [№ Р (Й)]*, принадлежит также Мо (см. [5, гл. 4 ] ) . 

Пусть ц5е=Мо, /ЕЕ [№p(Q)]*, рассмотрим следующую задачу: найти us^Wp(Q)(] 
f\Lp(Q; \ L S ) , удовлетворяющую 

t=lQ ^ ' 1 о Q 
(5) 

для любой функции ф Е WP(Q) П Lp(Qy p.s)-
Аналогичные задачи были рассмотрены в [4,6—12]. В данной работе используется 

метод, разработанный в [4]. 1 

Аналогично [13,14] можно показать, что если MSEE WP(Q, Г 5 ) , FsczdQ, то us = 0 
квази всюду в окрестности Г 5. 

Поэтому справедлива 
Т е о р е м а 1. Пусть ц 5 = о о Г / Функция MSE= Wl

p(Q, Ts) является решением задачи (5) 
тогда и только тогда, когда us — решение задачи (1)—(3). 

Аналогично работе [15] доказывается 
Т е о р е м а 2. Пусть /ЕЕ [Wl

p(Q)]\ {ks} — последовательность радоновых мер, ЫЧЕЕ 
EEHPp(Q) —решение уравнения 

Пусть us сходится слабо к и в Wl

p(Q), ks удовлетворяет условию: для любого компакта К 
существует постоянная С к такая, что \ks \ (К) < С/с для всех s. Тогда us сходится к и сильно 

в Wl(Q) для всех r<Lp. 
Справедлива следующая 
Л е м м а 1. Пусть ЩЕЕМ?, fs=[Wp(Q)]\ пусть HSEE Wl

p(Q) f\Lp(Q\ \ks) — решение 
задачи (5). Пусть ks —элемент, принадлежащий [WP(Q)]*, определенный следующим 

образом: — a, (х, \ + ks — f. Тогда ks — радонова мера и для любого компак-

та К выполнена оценка 

i ^ i ( i C ) < 2 [ c p ( W ] l / 4 c i l l ^ ^ l l L 7 ( I o ) + ll« \w\my\-
Лемма 1 доказывается аналогично утверждению 1.11 работы [4]. 
Таким образом, из теоремы 2 и леммы 1 заключаем, что us сходится сильно к и в 

Wl(Q)9 г<р. 

Определим O>SE= WP(Q) f | L P ( Q ; \LS) как решение задачи 

(6) 

Можем предположить, что ws сходится слабо к w в Wl

p(ii). 
Справедлива следующая 
Т е о р е м а 3. Пусть { ^ — последовательность мер из Ml, /ЕЕL«>(£). Пусть uSt 

ws — решения задач (5), (6) и сходятся слабо к и, w соответственно в Wl

p(Q). Тогда 
справедливо следующее асимптотическое разложение: 

dUs/dXi^du/dXi + ^ix, и)+Я/Р(х) п. в. в й, / = 1, . . . , п, 
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pW/ \ _ / (u/w) [dws/dxi—dw/dxi}, если ш > 0, 

При этом Rs

l)(x) сходится сильно к нулю в LP(Q). 
Теорема 3 доказывается аналогично [ 4 ] , сформулируем лемму, из которой следует 

теорема 3 . 
Для любого е > 0 рассмотрим множества 

£ / е = { о > > е } П { | и | > еш}, K e = { w < e ) , Wt=[w> в]{][\и\ <еа> ) . 

Л е м м а 2 . Пусть выполнены все условия теоремы 3, для любого е > 0 положим 
ul = uws/we, rl = us — uSy wE = max{w, e(. Тогда us, Г*ЕЕ WP(Q) ft LP(U\ \x.s) и 

lim lim ( \ \-^-и5

 ?dx+ \ \us\pd^\=^ 
e+Q s-+oo V I dx ^ ) 

l i r a l i r a / t | j L „ / ^ + \ | « s | ^ s L o . 

О п р е д е л е н и е . Пусть p,SE=Mo, [IEMO , скажем, что ц5 ?-сходится к ц , если д л я 

любой f(=[Wp(Q)]* решение USEE tt^(Q) (]LP(Q; \ L S ) задачи ( 5 ) сходится с л а б о н WP(Q) 

к функции *и(х) ^Wl

p(Q)()Lp(Q; JA), которая является решением задачи 

I $а<(*' \ \ и \ р ~ 2 и ^ = \fvdx (7) 

д л я любой функции фЕЕ U^P(Q) (Н ,>№ ц) . 
Подобная у сходимость была рассмотрена в работах [ 4 , 8, 16]. 
Пусть {\is}—последовательность мер из Мо, р, ЕЕ МО, ws^Wp(Q) (]LP(U; \is)y ШЕЕ 

ЕЕ WP(Q)(]LP(Q; \i) — решения задач 

для любой функции ф Е = ^ ( Q ) П^,»(й; Us), 

для любой функции ф Е = Wp(Q) П L P (Q; ц). 
Справедлива , 
Т е о р е м а 4 . Следующие два условия эквивалентны: а) ws слабо сходится KW в WP(Q); 

б) \is у-сходится к 
При этом если TsczdQ, p s = 00 Г , то supp ц с д й . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

/ л - J | / | Р ~ 2 / П р И | / | > Е ' 
Ф е ( ) _ I ( е ) ' " 2 ' при | / | < е . 

Пусть у е ( х ) = ф е ( м / ш в ) , р > | р — 2 1 + 1. Подставляя в ( 5 ) ф = ш ^ , в ( 7 ) q>=vKw% где 
1|)ЕЕ^(0)П^оо (й) , и вычитая из одного полученного равенства другое, имеем 

+ J | l 4 , r - 2 « , w V l * « - - Jw.wl + P " 4 ^ s -

— \fw*tydx+ \v*w*ydx = 0. 

5 4 4 
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Аналогично [4] получаем 

где lim £ e = 0 . 
e-M) 

Положим v = 1 + У — — on (x> - ^ Л . Можно показать, что v — положительная радо-
, dxi V ^ / 

нова мера. Определим 

\ - ^ г г . , если С „ ( { ш = 0 } П £ ) = 0 , 

- f оо , если С р ( { ш = 0 } П ^ ) > 0 . 

Подобно [4] доказывается, что IPj(Q) П^оо плотно в w£(Q) Р)> по­
этому из (9), переходя к пределу при е->-0, получим 

i = l Q V 7 ' Q Q 

для любой ф € = У £ ( О ) П М в ; | 0 - Если |1,= о о Г в > то для любой функции Ф е = ^ ( Й ) имеем 

= lim \\ws\p~lWs4>d o o r = 0 

в силу определения <» rs» поэтому suppvczdft, а значит, suppu.cz д Й . 
С л е д с т в и е . Из определения у-сходимости и теоремы 4 заключаем, что предельная 

функция и(х) для последовательности решений задачи (1)—(3) является решением задачи 

-««>•'-»• 
П / д \ 

. Х а ' ( ^ ' " ^ F ) c o s ( v ' ^) + l " r _ V = 0 , Х Е Е д Й , 

с некоторой мерой ц., supp цегдй. 
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- i i « > 4 r ) - K - < - ^ * -

Q Q 

где lim lim £ = 0 . Переходя к пределу при s->oo в (8), получаем 
Е->0 S—*- ОО 

| ] « ( ' ' ^ ) ^ г ( " 4 " " -

/ = 1 Q v 

= J/aAM*— \vBw*ydx+E\ (9) 
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