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В конце 50-х — начале 60-х годов в теории функций мно­
гих комплексных переменных был получен ряд фундаменталь­
ных результатов. Прежде всего, в работе Серра [114] было 
впервые четко сформулировано понятие комплексного прост­
ранства. Комплексные пространства, т. е. грубо говоря, ком­
плексные многообразия с особыми точками, являются в 
настоящее время основным объектом исследования в рассмат­
риваемой теории. Более общее, чем у Серра, понятие комп­
лексного пространства, подсказанное алгебраической геомет­
рией, ввел Грауэрт [66]. Были выделены некоторые классы 
комплексных пространств, естественные с точки зрения теории 
и представляющие наибольший интерес для применений. На­
стоящий обзор посвящен одному из этих классов — голоморф­
но полным пространствам, которые представляют собой наи­
более естественное многомерное обобщение областей комп­
лексной плоскости, рассматриваемых в теории функций одного 
комплексного переменного. Голоморфно полные комплекс­
ные пространства называют также пространствами Штейна, 
а голоморфно полные многообразия — многообразиями Штей­
на— по имени Штейна, впервые рассмотревшего в 1951 г. этот 
класс многообразий. Алгебраическим аналогом пространств 
Штейна ЯВЛЯЮТСЯ аффинные алгебраические многообразия. 

Пространства Штейна исследовались с разных точек зре­
ния — геометрической, гомологической, теоретико-функцио­
нальной, в результате чего были открыты различного рода 
характсризации этих пространств. Одна из них связана с так 
называемой проблемой Леви, которая была поставлена и ре­
шена для комплексных пространств Грауэртом [65] и Нара-
симхапсм [97, 98]. Развитые при этом методы оказали боль­
шое влияние на дальнейшее развитие всей теории комплекс­
ных прс jTpancTB. 

В настоящем обзоре рассматриваются работы, прорефери-
рованньк3. в Реферативном журнале «Математика» с января 
1964 но март 1973 года, вышедшие из печати, как правило, 
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в 1963—72 гг. Более ранние работы цитируются только в слу­
чае, если они содержат основополагающие результаты. Эти 
результаты мы формулируем в начале каждого параграфа, 
после чего дается обзор работ по данному разделу теории. 
§ 1 посвящен основным определениям. Заметим, что этот об­
зор почти не затрагивает некоторых важных разделов теории 
комплексных пространств, например, теории продолжения 
аналитических объектов, теории аппроксимации (в частности, 
пар Рунге), дифференциального исчисления на комплексных 
пространствах, хотя эти разделы тесно связаны с пространст­
вами Штейна. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Пусть X — топологическое пространство, A — пучок ком­
мутативных ассоциативных комплексных алгебр с единицами 
над X. Тогда пара (X, A) называется кольцованным (или 
окольцованным) пространством. Пучок А называется струк­
турным пучком. Морфизмом кольцованного пространства 
(X, А(Х)) в кольцованное пространство У, A(У)) называется 
пара (фо, ф1), где ф0: X-ьУ — непрерывное отображение, ф1: 
щ1А(¥)-+А(Х) —гомоморфизм пучков (через ф0~М(У) 
обозначается обратный образ пучка A(Y)). Кольцованные 
пространство и их морфизмы образуют категорию <g. 

Подпространством кольцованного пространства (X, А) на­
зывается кольцованное пространство (У, .8), где YdX, вместе 
с морфизмом вида (1, ФО : (У, B){to}(X, A). 

Пучок A-модулей F на кольцованном пространстве (X, А) 
называется когерентным, если для каждой точки x(~X суще­
ствует окрестность U, над которой имеется точная последова­
тельность вида (A|U)-P{to}(A|U)e{to}F|U{to}0. Это означает, что 
F порождается над U конечным числом сечений, пучок соот­
ношений между которыми также порождается конечным чис­
лом сечений. Множество непрерывных сечений пучка F будем,. 
как обычно, обозначать через T(X, F), а группы когомоло-
гий — через Я-3 (X, F) (/7=0, 1, 2,...). 

Рассмотрим кольцованное пространство (D, О), где D — 
открытое множество в О , О — пучок ростков голоморфных 
функций в D. Как известно (теорема Ока, см. [72]), подпучок 
идеалов /СО является когерентным тогда и только тогда,. 
когда / локально порождается конечным числом сечений. Под­
множество XCD называется аналитическим, если в окрестно­
сти каждой точки x £ D оно определяется конечным ЧИСЛОМ 
аналитических уравнений. Каждый когерентный пучок идеа­
лов IdO определяет аналитическое множество XCZD, кото­
рое называется множеством нулей пучка / и задается услови­
ем: Х = {х£О\1хф0х}, Если в окрестности -L/CD пучок / по­
рождается функциями fb .... fp£T(U, / ) , то XC\U задается: 
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уравнениями h(x) ==0 (£.—1, ..,, р). Наоборот, если X — лю­
бое аналитическое множество в D, то, как показал А. Картан 
(см. [72]), пучок 1(Х) всех ростков голоморфных функций, 
обращающихся в 0 на X, является когерентным пучком идеа­
лов в О. 

Пусть X — аналитическое множество в D, / С О —некото­
рый когерентный пучок идеалов, множеством нулей которого 
является X. Кольцованное пространство (X, Н), где Я— 
= 0/1 \Х, являющееся естественным образом подпространст­
вом в (D, О), называется локальной моделью. Локальная мо­
дель называется приведенной, если 1 = 1 (X). Кольцованное 
пространство (X, Я) называется комплексным (или комплекс­
ным аналитическим) пространством (в смысле Грауэрта), ес­
ли X — хаусдорфово пространство со счетной базой и каждая 
точка х£Х обладает такой окрестностью U, что (-7, H\U) 
изоморфно локальной модели. Морфизмы комплексных про­
странств определяются как морфизмы кольцованных прост­
ранств т. е. комплексные пространства образуют полную под­
категорию @ CZ<§. Если рассматривать только приведенные 
локальные модели, то мы получим понятие приведенного 
комплексного пространства (или комплексного пространства 
в смысле Серра). Пространство (X, Я) является приведенным 
тогда и только тогда, когда стебли Нх(х£Х) не содержат 
нильпотеитных элементов. В этом случае пучок Н отождест­
вляется с некоторым подпучком пучка ростков непрерывных 
функций на X. Если (фо, ф-) — морфизм двух приведенных 
комплексных пространств, то ф. однозначно определяется по 
Фо как обратное отображение функций. В этом случае ф0 на­
зывается голоморфным отображением. Для любого комплекс­
ного пространства (X, Я) существует однозначно определен­
ное приведенное пространство (X, О) и гомоморфизм пучков 
red: Н—*-0, причем пара (I, red) является морфизмом. Про­
странство (X, О) называется редукцией пространства (X, Н). 

Если f 6T(X, Я) , то можно говорить о значении, принимае­
мом / в точке х£Х (оно совпадает со значением голоморфной 
функции red/ на (X, О)). Поэтому алгебру21 = Г(X, Я) и в не-
приведенном случае часто называют алгеброй голоморфных 
функций на (X, Я) . 

Пучки Я-модулей на комплексном пространстве (X, Н) 
называются также аналитическими пучками. 

Если (X, Н) — комплексное пространство, то каждое от­
крытое UC.X определяет открытое подпространство (U, H\U). 
С другой стороны, можно ввести понятие аналитического под­
пространства в (X, И), которое обязательно замкнуто. Мно­
жество YdX называется аналитическим, если в окрестности 
каждой точки х£Х оно определяется конечным числом голо­
морфных уравнений. С таким множеством связан когерент­
ный пучок идеалов / (У)СЯ, состоящий из ростков, равных 0 
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на Y. Обратно, каждый когерентный пучок идеалов / С Я оп­
ределяет аналитическое множество УСХ. Пара (У, H]I\Y) яв­
ляется комплексным пространством и называется аналитиче­
ским подпространством в (X, Я); имеется естественный мор-
физм (1, ф1) : (Y, H/I\Y)-+(X, Я). Примером аналитического 
подпространства в пространстве (X, Я) служит его редукция. 

Пусть ж* — максимальный идеал в локальном кольце 
Нх (х£Х). Положим emdim,. X=dimttym2. emdimX= 
= sup emdimaX. Число em dim-Д является наименьшим из та-

*£x 
рих n, что (X, Я) в окрестности точки х вкладывается в окре-
ртность нуля пространства О в виде аналитического подпро-
ртранства. 

Пусть F — когерентный аналитический пучок на (X, Я). 
Глубиной (или когомологической коразмерностью) пучка F 
в точке х£ X называется число pro ixF, равное максимуму 
длин таких последовательностей аь ..., ат £ го, что ai не явля-
^ t—i 
ется делителем нуля в FJYi ajF* (i==l г). Положим 

prof F=inf prof-; F. 
X(-X 

Приведенное комплексное пространство (X, О) называет­
ся нормальным, если каждое Ох(х £_ X) целозамкнуто в сво­
ем поле частных. Геометрическая характеризация нормальных 
пространств была дана Грауэртом и Реммертом [69]. С каж­
дым приведенным пространством (X, О) связано нормальное 
"пространство — его нормализация. 

Пусть (X, О) — комплексное пространство в смысле Грау-
эрта, 11 =Г(Х, О). Пространство (X, О) называется голо­
морфно выпуклым, если для всякого компакта KdX множе-

л 
ство К—{х£_Х\ \f(x) | -^sup|f| (f£-2,)} компактно. Это усло­
вие равносильно тому, что для всякого бесконечного 
дискретного подмножества MdX существует функция f£_W, 
не ограниченная на М. 

^Пространство (X, О) называется /(-полным, если для вся­
кой точки х£Х существуют такие функции /1 fn-c^, ч т о х 

является изолированной точкой слоя f~l (f(x)), где f : X{to}0 — 
отображение, определенное формулой f(x) = (/i(x), ..., /n(x)). 

Пространство (X, О) называется пространством Штейна 
(или голоморфно полным), если оно голоморфно выпукло и 
/(-полно. Как показал Грауэрт [62], в ЭТОМ определении ус­
ловие /(-полноты можно заменить требованием, чтобы функ­
ции'из 21 разделяли точки пространства X (голоморфная от­
делимость), а также условием конечности компактных анали­
тических подмножеств. 
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Отметим некоторые примеры пространств Штейна. Об­
ласть D c C n является многообразием Штейна тогда и ТОЛЬКО 
тогда, когда она является областью голоморфности, т. е. когда 
в D существует голоморфная функция, не продолжаемая 
в большую область (теорема Картана—Туллена) [79]. Вся­
кое аналитическое подпространство пространства Штейна яв­
ляется штейновым. В частности, всякое аффинное алгебраиче­
ское многообразие над С является пространством Штейна. 

Если (X, О) — пространство Штейна и f — голоморфная 
функция на X, то открытое подпространство {х£ X\f(x) {ne}0} 
является штейновым. Симха [116] доказал, что если X — нор­
мальное двумерное пространство Штейна и У — одномерное 
аналитическое множество в X, то X^Y— пространство 
Штейна. 

Нарасимхан [99] доказал, что приведенное комплексное 
пространство является штейновым тогда и только тогда, когда 
его нормализация штейнова. Образ штейнова пространства при 
собственном голоморфном отображении является штейновым. 

С другой стороны, известно [124], что аналитическое на­
крытие пространства Штейна является пространством Штей­
на. Заметим, что Дюкуртью [41] дал классификацию анали­
тических накрытий пространства Штейна (X, О) в терминах 
алгебраических расширений поля мероморфных функций на 
(Х,0). 

Пусть (X, О) — голоморфно выпуклое комплексное прост­
ранство. Тогда существуют пространство Штейна (X, О) 

и собственный сюръективиый морфизм (ф0, cpj) : (X, 0 ) -> 
—>-(X, О) со связными слоями, изоморфно отображающий ал­
гебру Т(Х, О) на T(X, О). Эта теорема была сначала дока­
зана Реммертом и Картаном [34] для приведенных прост­
ранств, а затем Вигман [133] перенес ее на общий случай. 
В частности, (X, О) называется пространством конечного ти­
па, если ф0 биективно вне некоторого компактного аналитиче­
ского подмножества, т. е. если X получается из X «раздува­
нием» конечного числа точек. 

§ 2. КОГЕРЕНТНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПУЧКИ 
НА ПРОСТРАНСТВАХ ШТЕЙНА И ИХ КОГОМОЛОГИИ 

Пусть (X, О) — пространство Штейна, F —• когерентный 
аналитический пучок на X. Справедливы следующие теоремы 
А. Картана: 

A) Пучок F порождается своими глобальными сечениями; 
B) HP(X,F)=0 ( p ^ l ) . 
Картан доказал эти теоремы для многообразий Штейна 

(это доказательство изложено в [5]). Доказательства для 
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приведенных пространств Штейна были опубликованы Ган-
нингом [71] и Андреотти и Везентини [13]. Сю [118] заметил,' 
что теорема A легко выводится из теоремы B и предложил но­
вый вариант доказательства [119], основанный на этом наб­
людении. В случае, когда X — многообразие Штейна, имеется 
также доказательство Хёрмандера [79], основанное на следу. 
ющем утверждении: на строго псевдовыпуклом многообразии 
X (см. § 5) всякая d-замкнутая гладкая форма типа (0, р) 
(p>0)i является <5-ТОЧНОЙ, т. е. НР(Х, О ) = 0 (р>0). Это 
утверждение выводится автором из Ь2-оценок для решений 
уравнения <Эа==|3. Наконец, отметим, что сведение общего 
случая к приведенному было сделано еще в 1960 г. Грауэр-
том [66]. 

В [72, 16] изложены простейшие свойства пространств 
Штейна, вытекающие из теорем А и В. Бэникэ и Стэнэшилэ 
[20] доказали разрешимость проблемы Пуанкаре на приве­
денных пространствах Штейна (для многообразий это ранее 
сделал Серр). 

В связи с теоремами А и В возникает вопрос о характера-
зации пространств Штейна в терминах когомологий когерент­
ных пучков. Хорошо известно, что свойство В может быть 
принято за определение пространства Штейна [72] (на самом 
деле (X, О) является штейновым, если НР(Х, /)=-0 (р>0), 
для любого когерентного пучка идеалов IdO). Изучался так­
же вопрос, в какой мере свойство А характеризует простран­
ства Штейна. 

Вакабаяси [130] показал, что нормальное комплексное 
пространство, удовлетворяющее условию А для любого коге­
рентного пучка идеалов, /С-полио. Отсюда следует, что если 
(X, 0) нормально, удовлетворяет условию А для любого ко­
герентного FaO и алгебра Т(Х, О) изоморфна алгебре 
Т(Х', О') для некоторого приведенного голоморфно полного 
пространства {X', О'), то (X, О) голоморфно полно. Анало­
гичный результат получили Бэникэ и Стэнэшилэ [25] в слу­
чае, когда 0 ( * £X) и 0'у(у£Х') —области целостности. Там 
же доказаио, что если (X, О) — область наложения над 
n-мерным многообразием Штейна, то эквивалентны следую­
щие условия: X — многообразие Штейна, X удовлетворяет ус­
ловию А, НР(Х, O)=0(l{le}p<n—1). В той же ситуации Сю 
доказал [117], что для штейновости многообразия X доста­
точно, чтобы dimHP(X, О) (l-^p-^n—1) были не более чем 
счетными; это условие на самом деле равносильно конечно­
мерности, так как группы HP(Y, F) ДЛЯ когерентного анали­
тического пучка F на многообразии Y, являющемся объедине­
нием счетного числа компактов, не могут иметь счетную раз­
мерность (см. также [ПО]). Условие dim HP (X, 0)< 
<°°(l{le}p{le}n—1) было введено Лауфером [93], который на-
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кладывал на X дополнительное условие голоморфной отде­
лимости, оказавшееся излишним. Бэникэ и Стэнэшилэ [17, 
25] приводят ряд других достаточных условий штейновости. 

Пусть F — когерентный аналитический пучок на приведен­
ном комплексном пространстве (X, О). Коэн [35] доказал, 
что если У— аналитическое подмножество в открытом множе­
стве пространства X и пучок F\Y порожден сечениями пучка 
F над X, причем все Fy(y £Y) имеют {le}<7 образующих, то 
F\ У порождается ^(dim У+1) сечениями (в случае, когда У — 
точка, этот факт отметил также Сю [118])- В частности, если 
X и F удовлетворяют условию А, то F порождается q(n+l) 
сечениями, где «=dimX, если все Fx(x£X) имеют {le}^ обра­
зующих. Крипке [92] уточнил этот результат, показав, что 
системы образующих пучка F составляют множество второй 
категории в Т(Х, F)'iin+1). 

Из теоремы В легко следует, что если F — когерентный 
аналитический пучок на пространстве Штейна (X, О) и s b .... 
sm (:Г(-^, F) порождают пучок F, то s b ..., sm порождают мо 
дуль T(X, F) над T(X, О). Поэтому перечисленные выше ре­
зультаты дают оценки для числа образующих модуля r(X, F). 
Остановимся теперь на результатах Форстера и Рамшпотта, 
которые получили более точные оценки для этого числа. 

Топологическая алгебра 21 над С называется штейновой 
[47], если она изоморфна алгебре голоморфных функций на 
пространстве Штейна (не обязательно приведенном). Катего­
рии пространств Штейна и алгебр Штейна являются двойст­
венными друг другу [49]. Более того, если (X, Ох) —прост­
ранство Штейна с em dim X < со, то множество всех морфиз-
мов произвольного комплексного пространства (У, Оу) в 
(А', Ох) находится в естественном взаимно однозначном со­
ответствии с множеством непрерывных гомоморфизмов 
Г(Х, Ох) —•*-Г(У, Оу) [19]. Форстер [48] доказал (другое до­
казательство см. в [21]), что для пространства Штейна 
(X, Ох) с d imX<oo любой гомоморфизм алгебр Т(Х, Ох) {to} 
{to} Г (У, Оу) непрерывен. В частности, топология в алгебре 
Г(Х, Ох) полностью определяется ее алгебраической струк­
турой. 

Топологический модуль над штейновой алгеброй 21 назы­
вается штейиовым, если он изоморфен модулю непрерывных 
сечений некоторого когерентного аналитического пучка на 
соответствующем 21 пространстве Штейна. При этом проек­
тивные модули соответствуют локально свободным пучкам, 
т. е. пучкам ростков голоморфных векторных расслоений. 
Форстер доказал [49], что всякий замкнутый максимальный 
идеал m штейновой алгебры 21 порожден k элементами, где 
& = dim m/m2. Далее, идеал 3 (У) голоморфных функций на 
«-мерном многообразии Штейна X, обращающихся в 0 на 
аналитическом множестве Y С X, допускает п образующих 
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(это означает, что У можно задать п уравнениями) [53, 49]. 
Проективный штейнов модуль над Г{Х, О), где X—п-мерное 

образующих, где многообразие Штейна, допускает d + п 

d — размерность слоя соответствующего векторного расслое­
ния [53]. Форстер и Рамшпотт [58] показали также, что 
эта оценка является точной. Для пространств Штейна соот­
ветствующая оценка числа образующих проективного модуля 

- „ _|_ 11 
. В той же работе доказана следующая имеет вид d + 

2 
теорема. Пусть D — голоморфный дивизор на n-мерном про 
странстве Штейна и Ci(D)—соответствующий 1-й класс 
ЧЖЭНЯ. Если 3(D) допускает q образующих, то сх (Z>)9 = 0, а 
при q=\ или n{le}2.7 верно и обратное. В цикле работ Фор­
стера, Рамшпотта и Шнайдера, которые мы рассмотрим в § 6, 
подробно исследован случай, когда 3 (У) допускает k обра­
зующих, где /s = codim У. 

Вигман [135] исследовал комплексные подструктуры в 
комплексном пространстве (X, О), т. е. такие подпучки ло­
кальных подалгебр ACO, что (X, А) — комплексное прост­
ранство. Он показал, что (X, А) — пространство Штейна 
тогда и только тогда, когда (X, О) —пространство Штейна. 
Для пространства Штейна комплексные подструктуры нахо­
дятся в естественном взаимно однозначном соответствии с 
замкнутыми подалгебрами в 21=Г(Х, О), спектр замкнутых 
максимальных идеалов которых совпадает с X. 

Отметим также два результата Сю, относящиеся к штей-
новым алгебрам. В [120] доказано, что для алгебры Штейна 
теорема Гильберта о нулях, вообще говоря, неверна, но она 
верна для простых идеалов, имеющих непустые множества 
нулей. Если (X, О) — пространство Штейна, то компакт 

КаХ называется штейновым в случае, когда он обладает ба­
зисом открытых штейновых окрестностей. Это СВОЙСТВО раш-ю-

л 
сильно равенству К=К (см. § 1). В [122] доказывается, что 
для штейнова компакта К алгебра Г (К, О) нётерова тогда 
и только тогда, когда/СП У имеет конечное число связных ком­
понент для всякого аналитического множества У в окрест­
ности компакта К-

Перейдем теперь к результатам о когомологиях с ком­
пактными носителями. Пусть D — открытое множество в про­
странстве Штейна (X, О) и /V^O — целое число. Сю [121] 
доказал, что если F — когерентный аналитический пучок на 
D и Щ(П, F ) = 0 (p{le}N), то p r o f ^ F ^ N + l (x£D). Далее, 
если F — когерентный аналитический пучок на X и 
HP(D, F)==0 (p>JV), то dim(.OnSuppF){le}N. Связь между 
когомологиями Нр

с(Х, О) и числом prof F была уточнена в ра­
ботах Бэникэ и Стэнэшилэ [18, 24] (подробное изложение 
132 



см. в [14])- Пусть К — штейнов компакт в X, F — когерент­
ный аналитический пучок на X и Л ^ О — целое число. Имеем 
Нр

к (X, E) = 0 (p{le}-V) тогда и только тогда, когда prof,,. F^ 
^N+1 (х£К). Далее, dim Я^ (X, F)<oo (p{le}iV) тогда и 
только тогда, когда существует такая окрестность UZDK, что 
profa-F^N+l ( x £ U \ / C ) . Отсюда выводится эквивалент­
ность следующих трех условий: p r o f F ^ N + l ; Hp

K (X, F) =0 
(g{le}iV) для всех штейновых компактов KCZX; Щ (X, F) =0 
(<7{le}N). Кроме того, dim Нр

с (X, F)<.oo (p-^N) тогда и толь­
ко тогда, когда существует такое конечное множество ACX 
что prof ( F | X \ A ) ^ N + 1 , и dim Щ (X, F) не более чем счет-
ны (p{le}N), если существует дискретное A C X с этим свой­
ством. В [14] содержится ряд приложений этих результатов, 
из которых отметим следующую теорему. Если К — штейнов 
компакт в'А' и F — когерентный аналитический пучок на X \ / ( 
причем рго^.Р;э-3 для х(~Х\К, достаточно близких к К, то 
F единственным образом продолжается до когерентного 

Л Л 
пучка F на X, удовлетворяющего условию profa.F^2 {х £ К) 
[23.14]. 

Кроме того, в работах [24, 14] содержатся следующие тео­
ремы двойственности. Пусть F — когерентный аналитический 
пучок на n-мерном многообразии Штейна {X, О), Qn — пу­
чок ростков голоморфных п-форм на X. Тогда Ext£ -P (X; F, 
Qn) обладает структурой пространства Фреше, причем топо­
логически двойственное пространство алгебраически изоморф­
но Нр (X, F). Аналогично, если К — штейнов компакт в Л, 
то Exty-р (К; F, йи) обладает структурой индуктивного пре­
дела пространств Фреше, причем топологически двойственное 
пространство алгебраически изоморфно Ь1Р

К(Х, F). 
Перечислим теперь некоторые отдельные результаты о ко­

герентных пучках и когомологиях. Удзава [129] доказал, что 
если (X, О) — связное «-мерное многообразие Штейна, 
А—/'-мерное аналитическое множество в X (r{le}«—1, гфп—2), 
то # ' ( X \ A , О)=0, так что в X \ A разрешима 1-я проблема 
Кузена. Если dimA —n—2 и A задается двумя голоморфны­
ми уравнениями, то Н1(Х-^А, О) фО. 

Бэникэ [15] доказал, что если (X, О)—пространство 
Штейна, KCZX — штейнов компакт, F — когерентный анали­
тический пучок на X, то пространства Я-°(Х\/С, F), снабжен­
ные естественной топологией, отделимы. Заметим, что если 
prof* 0^=3 {х £ К), то Н1(Х\К, О ) - 0 . 

Бэникэ и Стэнэшилэ [22] показали, что любой когерент­
ный аналитический пучок на пространстве Штейна может 
быть представлен в виде двойного индуктивного предела пуч­
ков, допускающих глобальные свободные резольвенты-
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Пусть [X, О) — комплексное многообразие, К — пучок 
ростков мероморфных функций на X. Если а, р £ Кх, a{ne}p, то 
определено линейное преобразование %а, р(/) == . _ (f^Kx). 
Открытое подмножество SdK называется когерентным пуч­
ком L-идеалов, если Для каждой х£Х существует окрестность 
U и пара a{ne}[5 мероморфных функций в U, такая, что 
7, a,p(S|t/) —когерентный пучок идеалов в 0\U. Сато [112] 
доказал, что для любого когерентного пучка L-идеалов S на 
многообразии Штейна (X, О) существует глобальный инте-
грализатор, т. е. пара мероморфных функций a{ne}|3 на X, та­
кая, что Xa.P('S) а О. Отсюда следует, что для когерентных 
пучков L-идеалов справедливы аналоги теорем А и В. 

В заключение отметим некоторые бесконечномерные обоб­
щения теорем А и В. Пусть (X, О) — приведенное простран­
ство Штейна, Е— голоморфное векторное расслоение над X, 
слоем которого является пространство Фреше, О(Е) —пучок 
ростков его голоморфных сечений, F — когерентный анали­
тический пучок на X. Положим FE=F ® 0(E) Бишоп [29] и 
Бунгарт [31] доказали теорему В для пучков FE в случае, 
когда Е — тривиальное расслоение. Затем Бунгарт [32] до­
казал, что она верна в случаях, когда F = 0 и когда F — пу­
чок идеалов аналитического подпространства. Наконец, 
A. А. Панков [4] доказал теорему В для любого пучка F и 
банахова расслоения Е. С другой стороны, Силиси [115] до­
казал теоремы А и В для когерентных пучков в окрестности 
компактного полицилиндра счетного прямого произведения 
комплексных прямых. 

§ 3. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПРОСТРАНСТВ ШТЕЙНА 

Пусть X — многообразие Штейна, QP — пучок ростков го­
ломорфных р-форм на X. Как легко следует из теоремы В, 

d d 
последовательность 0{to}C{to}fl°{to}Q1{to}... является ациклической 
резольвентой пучка С, откуда Н*>(Х, С)£ёКег<г/П 
Г(Х, QP)/d(T(X, Q-5-1)) (р^О) («голоморфная теорема де 
Рама»). Суччи [125, 126] доказал относительный вариант этой 
теоремы. Пусть A — аналитическое множество в X, причем 
каждая точка у £A обладает фундаментальной системой окре­
стностей Vi в X, каждая из которых аналитически стягивается 
в точку у так, что при этом Vi Г) А стягивается по себе. Тогда 
группы #-p(JmodA, С) изоморфны группам когомологий 
комплекса голоморфных форм на X, равных 0 на Л. Феррари 
[42] получил обобщение этих результатов на приведенные 
пространства Штейна, удовлетворяющие условию локальной 
стягиваемости, которое аналогично рассмотренному выше. 
Результаты Феррари связаны с вопросом о разумном опреде-
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лении дифференциальных форм на комплексном пространст­
ве, который мы не будем затрагивать в настоящем обзоре. 

Отметим еще результат Лунгулеску [94], который, ис­
пользуя «голоморфную теорему де Рама», показал, что для 
многообразия X(zCn, заданного уравнением 2°' +2.J- + . . .+ 
+ 2 ° " = 1, имеем dimHn-l(X, С) = {ах—1) ...(ап— 1). 

Другой способ вычисления когомологий многообразия 
Штейна с помощью дифференциальных форм указали Френ­
кель, Морге [59] и Эппли [9]. Пусть Av-q — пространство всех 
гладких форм типа (р, q) иа_многообразии X. ПОЛОЖИМ 
V M = Ker((?cT) П АРл1дАр-[л+дАг>*ч-\ A M = Kerd П Ар,'Ч 
[ддАр-{л-[(р, <-7.$-1)- ЕСЛИ X—-многообразие Штейна, то 
V~4 s Нг>+1+1(Х, С), Ap'" — Hp+g(X, С). Можно определить 
также группы Ур

с
,<!, Af1 c компактными носителями, при­

чем на «-мерном многообразии Штейна имеем Vp
c'q =0 (/?+ 

+ <7<я), Л?'" = 0 {p+q^n). Группы V M , Л Л « , V™, Л?' ' 
встречаются в ряде вопросов теории комплексных многообра­
зий и получили название групп Эппли (изложение теории этих 
групп см. в [26]). 

Эппли [8, 9] применил указанные выше результаты к изу­
чению определяющих множеств D в многообразии Штейна X, 
т. е. таких открытых множеств DCX, что всякая голоморфная 
в D функция однозначно продолжается на X. Если это верно 
для всех голоморфных форм, то D называется формоопреде­
ляющим. Оказывается, что если Ci(X)=0, то всякое опреде­
ляющее множество является и формоопределяющим. Далее, 
если D — определяющее множество, то iti (D)—>-л\{Х)—эпи­
морфизм. Отметим в связи с этим результат Ройдена [111], 
который показал, что для оболочки голоморфности X области 
Datn естественное отображение Hl{X, Z)-+-Hl(A, Z) моио-
морфно. Наконец, для q>\ отображение Hq(X, C){to}№(D, С) 
для формоопределяющего множества D не обязано быть мо-
номорфным. 

Из «голоморфной теоремы де Рама» следует, в частно­
сти, что НР(Х, С )=0 (р>п) для любого «-мерного много­
образия Штейна X. Андреотти и Фрэнкл [11] в тех же пред­
положениях доказали, что НР(Х, Z) =0 ( р > « ) , а Нп(Х, Z) 
не имеет кручения. Наконец, Кауп [86] доказал, что если 
X — любое n-мерное комплексное пространство, A — его ана­
литическое подмножество, a G — любая абелева группа, то 
Нр (X той A, G)-=0 {р>п) и #,-(XmodA, Z) не имеет кру­
чения. Кроме того, //^(.YmodA, G) =0 ( р > « + 1 ) и 
Нп+1 (X mod A, G)=0, если G — конечная, безгранично дели­
мая группа или векторное пространство над телом. Часть 
этой теоремы (для групп НР(Х, Z)) передоказал Нарасимхан 
{100], который дал также конструкцию областей голо-
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морфности D С О с заданными группами HP(D, X) при 
малых р. 

В. Л- Гутенмахер [3] также указал конструкцию областей 
голоморфности в О с нетривиальными группами гомологии, 
при помощи которой он построил область голоморфности 
DcC»c.Hrn(Z?,Z){ne}0. 

Заметим еще, что Хиршовиц [76] дал пример стягивае­
мой, области голоморфности в С2, которая не является анали­
тически стягиваемой. 

§ 4. ВЛОЖЕНИЯ И ПОГРУЖЕНИЯ В С" 

Еще в 1957 г, Реммерт доказал, что всякое многообразие 
Штейна X допускает собственное регулярное голоморфное 
вложение в пространство CN при достаточно большом N, т. е. 
изоморфно замкнутому аналитическому подмногообразию в 
CN. Поскольку каждое замкнутое аналитическое подмногооб­
разие в CN штейново, тем самым была получена характери-
зация многообразий Штейна как многообразий, допускающих 
собственные регулярные голоморфные вложения в простран­
ства CN. В дальнейшем этот результат был обобщен на случай 
комплексных пространств. Кроме того, был получен ряд оце­
нок для размерности N пространства CN, в которое можно 
вложить (или погрузить) данное пространство Штейна. 
В дальнейшем под вложением комплексного пространства 
(X, О) в CN мы будем понимать изоморфизм этого прост­
ранства на аналитическое подпространство в (CN, OCN), a 
под погружением комплексного многообразия — аналитиче­
ское погружение. Положим, как и выше,Sl = r(X, О). 

В 1960 г. Нарасимхаи [96] доказал, что для п-мерного 
многообразия Штейна X множество вложений X—>-С2п+1 плот­
но в 0-12"-ы. Если X — приведенное пространство Штейна, /г = 
= dim X, то множество голоморфных собственных инъектив-
ных отображений A'{to}C2n+-, регулярных в каждой неособой 
точке, плотно в Q1 .-"-и. Если при этом т = emdimX<oo, то 
множество вложений Х-уСт+п плотно ъЧ\т+п. Другой подход 
к этим теоремам дал Бишоп [27, 28] (см. также [72, 79]). 
В случае неприведенных пространств Штейна (X, О) анало­
гичный результат получил Вигман [132], который показал, 
что вложения (X, 0)-*CN плотны вШ для N = sup{2n+1, m), 
где п = dimZ, m = emdimX<oo. Если (X, О) приведено и 
т^п + 2, то можно взять N — n + m—1 (для неприведенных 
пространств это неверно). Если же (X, О) нормально и т> 
> п + 3 , то можно взять N = n-\-m—2. В случае, когда 
emdimX<co (что является необходимым условием для вло­
жения в CN), Вигман [134] установил соответствие между 
вложениями пространства Штейна (X, О) в CN и конечно 
порожденными плотными подалгебрами в алгебре Штейна 21. 
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В случае, когда X—n-мерное многообразие Штейна, оцен­
ка 2n+l для числа N была в дальнейшем СИЛЬНО снижена. 
Форстер [51, 52] доказал, что X всегда допускает вложение 

, и что X всегда 
допускает погружение в С2"-1. В то же время для всякого п 
существует n-мерное многообразие Штейна X, не допускаю­
щее вложения в CN и погружения в CN~l, где .V=-n+ я 

_Т _ 
М. Л. Громов и Я- М- Элиашберг [2] показали, что X всегда 

Зга вкладывается в CN и погружается в С^-2, где N= —- + 2. 
Заметим, что Стеле [123] дал явную конструкцию вложения 
единичного круга в С2, 

Нарасимхан [101, 102] называет голоморфное отображе­
ние X{to}CJV сильно собственным, если его проекции на все 
(N—1)-мерные координатные подпространства являются соб­
ственными. Доказывается, что для n-мерного многообразия 
Штейна X любые два сильно собственных вложения X-+CN, 
где JV^2n+3, голоморфно изотопны. Пусть X связно и У — 
его замкнутое подмногообразие. Тогда каждое сильно соб­
ственное вложение y{to}C-"+- продолжается до вложения 
Y{to}C2n+1. Множество сильно собственных вложений х—»-CZn+2 

плотно в 1\2п+2. 

§ 5. ПРОБЛЕМА ЛЕВИ 

Полунепрерывная сверху вещественная функция в обла­
сти D С С"- называется плюрисубгармонической, если ее огра­
ничение на любую аффинную комплексную прямую с С" суб-
гармонично. Функция ср в D называется строго плюрисубгар­
монической, если для любой финитной вещественной гладкой 
функции 0 в D существует такое е > 0 , что cp-,-i,0 плюрисубгар-
монична при |f| < e . Если ср — вещественная функция класса 
С2, то можно определить эрмитову форму L(cp)x — 
= j ; х—(xj и,^ и (x£D), которая называется формой Леви. 

дга аг-. 
Оказывается, что q> плюрисубгармонична (строго плюрисуб-
гармонична) тогда и только тогда, когда Ь(ср)ж^0 (соответ­
ственно, положительно определена) для всех х(~Ь. Плюрисуб-
гармонические функции были введены в рассмотрение Ока и 
Лелоном 30 лет назад (заметим, что Ока назвал эти функции 
псевдовыпуклыми, причем этот термин приобретает в послед­
ние годы все большее распространение). 

Мы будем рассматривать в этом параграфе только при­
веденные комплексные пространства. Для такого простран­
ства также можно ввести понятие плюрисубгармонической 
функции. Пусть X — аналитическое множество в области 
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D CZCn. Функция tp на X называется (строго) плюрисубгармо­
ническои, если ф в некоторой окрестности V каждой ТОЧКИ 
х £ X продолжается до (строго) плюрисубгармоническои 
функции в V. Далее, функция ф на приведенном комплексном 
пространстве называется (строго) плюрисубгармоническои, 
если в некоторой окрестности каждой точки она отождест­
вляется с (строго) плюрисубгармоническои функцией на со­
ответствующей локальной модели. 

Область D в приведенном комплексном пространстве на­
зывается (строго) псевдовыпуклой, если для всякой точки 
x£dD найдутся ее окрестность U в X и (строго) плюрисуб-
гармоническая функция фвС/, такие, чтоГ>Г| U— {х £ U \ ф (х) < 
< 0 } . Для относительно компактной строго псевдовыпуклой 
области функция ф может быть задана глобально в некоторой 
окрестности границы 3D [67]. 

Комплексное пространство X называется (строго) псевдо-
выпуклым, если на X существует такая непрерывная (строго) 
плюрисубгармоническая функция ф, что множества 
\х£Х\у(х) <Сс} (с£К) относительно компактны в X. 

В 1910 г. Леви заметил, что область голоморфности D C С™ 
с достаточно гладкой границей является псевдовыпуклой об­
ластью в смысле определения, данного выше. Область голо­
морфности D является также псевдовыпуклым многообразием 
в смысле данного выше определения; например, если D огра­
ничена, то можно положить (р(х) =—logd(x), где d(x) — рас­
стояние от точки х до 3D (см. [1, 5, 72, 79], где рассмотрены 
различные определения псевдовыпуклой области в О ) . Об­
ратный вопрос — будет ли область в С", являющаяся псевдо-
выпуклым многообразием, областью голоморфности'—полу­
чил название проблемы Леви (некоторые авторы называют 
его обратной проблемой Гартогса). Утвердительный ответ на 
этот вопрос был дан только в 1953—54 гг. в работах Ока 
[105], Норге [104] и Бремермаиа [30]. На самом деле Ока 
доказал даже, что если псевдовыпуклое многообразие М яв­
ляется областью наложения над О , то Ж — область голо­
морфности и, в частности, многообразие Штейна. 

В 1958—1962 ГГ. аналогичная проблема была поставлена 
и решена Грауэртом [65] и Нарасимханом [97, 98] для комп­
лексных пространств. ИХ основные результаты состоят в сле­
дующем. Пусть D — относительно компактная строго псевдо-
выпуклая область в комплексном пространстве X, определен­
ная в окрестности границы непрерывной строго псевдовыпук-
лой функцией, F — когерентный аналитический пучок на X. 
Тогда dim Hv(D, F)<oo ( р>0) . Далее, D — голоморфно вы­
пуклое пространство конечного типа. Отсюда выводится, что 
комплексное пространство X является штейновым тогда и 
только тогда, когда оно строго псевдовыпукло. Достаточно 
даже, чтобы X было псевдовыпуклым и чтобы на X существо-
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вала непрерывная строго псевдовыпуклая функция. Нарасим-
хан [98] доказал также, что комплексное пространство X 
удовлетворяет условию dimHP(X, i ? )<oo (p>0) для любого 
когерентного аналитического пучка F на X тогда и только 
тогда, когда X конечного типа. При этом Hv{X, F) £3 
S^HP(K, F) ( р > 0 ) , где /(—максимальное компактное ана­
литическое множество в X. 

Ряд работ в последующие годы был посвящен уточнению 
перечисленных выше результатов, а также их новым дока­
зательствам. В работе Рихберга [109] доказано, что строго 
псевдовыпуклую область в паракомпактиом комплексном 
пространстве всегда можно задать в окрестности граничной 
точки при помощи непрерывной строго плюрисубгармониче-
ской функции (в [98] это было доказано в предположении, 
что определяющая функция удовлетворяет условию Липши­
ца). Это позволяет сиять условие непрерывности в сформу­
лированной выше теореме Грауэрта — Нарасимхана о строго 
псевдовыпуклых областях. Нарасимхан указал пример отно­
сительно компактной нестрого псевдовыпуклой области D с 
гладкой границей в двумерном комплексном торе X, не до­
пускающей непостоянных голоморфных функций и потому не 
голоморфно выпуклой. Грауэрт [68] построил аналогичный 
пример псевдовыпуклой области DdX, где d i m X ^ 3 и алгеб­
ра голоморфных функций на D не является штейновой. При­
меры псевдовыпуклых, но не голоморфно выпуклых областей 
дал также Кадзивара [80]. 

С другой стороны, развивались и совершенствовались ме­
тоды, предложенные Ока для решения проблемы Леви в обла­
стях над С". Уже давно было известно, что псевдовыпуклая 
область локально (в окрестности каждой точки границы) яв­
ляется штейновой. Основная лемма Ока утверждает, что 
•объединение двух штейиовых областей при определенных ус­
ловиях является штейновой областью. Обобщение этой леммы 
позволило Ыисино [ЮЗ], а затем Андреотти и Нарасимхану 
[12] дать доказательства теоремы о штейновости строго псев-
довыпуклого комплексного пространства, отличные от доказа­
тельства Нарасимхана [98]. Были также выделены некото­
рые случаи, когда из нестрогой псевдовыпуклости комплекс­
ного пространства D следует его штейновость. Докье и Гра­
уэрт [40] показали, что это верно в случае, когда D — область 
наложения над многообразием Штейна, что непосредственно 
обобщает теорему Ока [105], а Андреотти и Нарасимхан 
[12] —в случае, когда D — относительно компактная псевдо­
выпуклая область с глобально определенной границей в 
^-полном пространстве. Фудзита [60] доказал, что на любой 
некомпактной псевдовыпуклой области наложения D над 
проективным пространством Рп существует непрерывная 
строго плюрисубгармоническая функция, откуда следует, что 
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£>_ многообразие Штейна- Такэути [127] показал, что такой 
функцией на D является logd(x), где d —расстояние до 
3D в смысле кэлеровой метрики на Pn. Прямое доказатель­
ство того, что область голоморфности над Рп является много­
образием Штейна, дал Хираи [73]. Результат Фудзита и 
Такэути в случае ОДНОЛИСТНЫХ областей был переформулиро­
ван Кизельманом [87] следующим образом: область D^Pn 

является многообразием Штейна тогда и только тогда, когда 
ее прообраз D c C n + 1 \ { 0 } обладает тем свойством, что Df]Ha 
псевдовыпукла в подпространстве На= {Eai£i= 1} для всех а, 
| а | — 1. Фудзита [61] доказал, что псевдовыпуклая область 
наложения над произведением проективных пространств штей-
нова тогда и только тогда, когда она не содержит одномерных 
компактных аналитических подмножеств. Хиршовиц [75] изу­
чал с этой точки зрения области наложения над многообра­
зиями Грассмана. Обобщая свой указанный выше резуль­
тат, Такэути [128] доказал следующую теорему. Пусть D — 
некомпактная псевдовыпуклая область наложения над много­
образием V, образ которой относительно компактен в V. Если 
V — кэлерово многообразие, на котором существует строго 
плюрисубгармоническая функция, то D — многообразие Штей­
на- Эти условия, в частности, выполнены, если на V существуе'1 
гладкая строго плюрисубгармоническая функция. Заметим в 
связи с этим, что многообразия в указанных выше примерах 
Грауэрта и Кадзивары могут быть реализованы как развет­
вленные области над Рп и Сп соответственно, так что для 
разветвленных областей проблема Леви решается отрица­
тельно. 

С проблемой Леви тесно связано изучение так называе­
мых пар Рунге, т. е. пар YO.X, где X — комплексное прост­
ранство, У — его открытое подпространство, обладающих тем 
свойством, что ограничение алгебры функций <у (X) плотно 
в 21 (У). Пространство X называется голоморфным растяже­
нием открытого множества Y(ZX, если существует такое се­
мейство {Уг}о<г<1 строго псевдовыпуклых относительно ком­
пактных открытых YtCZX, что Уо---У, Yi = X, (J - '(=• ' / , и 

C\Yi=Yt, (0{le}to{le}1). Согласно Докье и Грауэрту [40], пара 
многообразий Штейна YCZX есть пара Руиге тогда и только 
тогда, когда X является голоморфным растяжением множе­
ства У. Нарасимхан [98] и Рихберг [109] показали, что если 
пространство X является голоморфным растяжением некото­
рого У, то X— пространство конечного типа и Ус-X —пара 
Рунге. Если при этом У штейиово, то и X штейиово. Близкий 
результат получил Ватари [131]. 

В работах Кона и Хёрмандера к изучению проблемы Леви 
на комплексных многообразиях'были применены методы тео-

140 



рии дифференциальных уравнений. Кон [88, 89] рассматри­
вает относительно компактную строго псевдовыпуклую об­
ласть D с гладкой границей в многообразии М. На М строит­
ся эрмитова метрика, кэлерова в окрестности границы 3D. 
Используя эту метрику, автор строит аналог разложения 
Ходжа ДЛЯ дифференциальных форм на D, гладких вплоть до 
границы. В качестве следствий выводится, что D голоморфно 
выпукло и что классы -З-когомологий многообразия D пред­
ставляются гармоническими формами. Используя оценки в 
L2 для решений уравнения da = f}, Хёрмандер [78, 79] дока­
зывает» что HP(D, О) = 0 (р>0) для любой псевдовыпуклой 
области D C О , откуда выводится, что D — область голоморф­
ности- С помощью тех же методов он доказывает [79], 
что комплексное многообразие X является многообразием 
Штейна тогда и только тогда, когда на X существует такая 
гладкая строго плюрисубгармоничеекая функция ср, что 
множества {х £ X\q>(x)<c} (с £ R) относительно ком­
пактны. 

Заметим еще, что Адиб [7] дал следующую характериза-
цию строго псевдовыпуклых областей. Пусть D C X — область 
с границей класса С2, причем функции, задающие границу, 
имеют невырожденную форму Леви. Тогда D строго псевдо-
выпукла в том и только том случае, когда для каждой р (~dD 
найдется голоморфная функция f в_ окрестности множества D, 
„для которой \f(p) \>\f{q)\ {q£D, -7{ne}P). 

В последние годы интенсивно изучается проблема Леви 
,для областей в бесконечномерных векторных топологических 
пространствах- Пусть Е— локально выпуклое векторное то­
пологическое пространство над С, D — область в Е. Область 
D называется псевдовыпуклой, если в D существует плюрисуб­
гармоничеекая функция ср, такая, что cp(x){to}oo, если х-УХ0 £dD 
(определение плюрисубгармонической функции такое же, как 
в конечномерном случае [36]). Если D является областью го­
ломорфности, т. е. в D существует голоморфная функция, ко­
торую нельзя продолжить в большую область, то D псевдо-
выпукла [38]. Обратная теорема доказана только для неко­
торых классов пространств Е. А именно, Хиршовиц [74, 77] 
доказал ее в случае, когда E — счетное произведение комп­
лексных прямых. Дииин и Хиршовиц [37, 39] положительно 
решили проблему Леви в случае, когда Е—банахово прост­
ранство с базисом, а пересечение области D с любым конеч­
номерным аффинным подпространством полиномиально вы­
пукло. Затем Динин [38] распространил этот результат на 
случай, когда Е — пространство Фреше с базисом. Наконец, 
Грумам и Кизельман [70] анонсировали решение проблемы 

-Леви в банаховом пространстве с базисом без предположения 
полиномиальной выпуклости. 
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§ 6. ПРИНцИП ОКА И ГОЛОМОРФНЫЕ РАССЛОЕНИЯ 
НАД ПРОСТРАНСТВАМИ ШТЕЙНА 

Как видно из перечисленных выше результатов теории 
пространств Штейна, свойства этих пространств во многом 
аналогичны свойствам гладких многообразий. Например, глад­
кие многообразия реализуются как гладкие подмногообра­
зия в W, а многообразия Штейна—как аналитические под­
многообразия в CJY; числа Бетти гладкого многообразия мож­
но вычислить при помощи гладких форм, а числа Бетти 
многообразия Штейна — при помощи голоморфных форм. Эта 
аналогия часто проявляется и в более конкретном виде. Мы 
имеем в виду такое положение, когда некоторая задача на 
многообразии Штейна разрешима в классе аналитических 
функций в том и только том случае, когда она разрешима в: 
классе гладких или даже непрерывных функций (в этом слу­
чае говорят, что данная задача удовлетворяет принципу Ока).. 
Одно из первых наблюдений такого рода относится ко 2-ой 
проблеме Кузена, препятствие к разрешимости которой на 
многообразии Штейна является чисто топологическим. Глубо­
ким обобщением этого факта являются результаты Грауэрта 
о классификации голоморфных расслоений над многообразия­
ми Штейна, к описанию которых мы переходим. 

Пусть X — приведенное комплексное пространство, G— 
комплексная группа Ли, Е — голоморфное расслоение с базой 
X и слоем G, структурной группой которого является некото­
рая группа автоморфизмов группы G. Тогда пучок ростков 
голоморфных сечений О(Е) расслоения Е является пучком 
групп на X- С О(Е) можно связать группу 0-мерных когомо-
логий ИЛИ сечений #°(X, 0(E)) = Г (J, 0(E)), совпадающую 
с группой голоморфных сечений расслоения Е, и пунктирован­
ное множество 1-мерных когомологий Hl(X, 0(E)), элементы. 
которого интерпретируются как классы эквивалентных между 
собой E-главных голоморфных расслоений с базой X. Ана­
логично, пучок С(Е) ростков непрерывных сечений расслое­
ния Е дает группу Н°(Х, С(Е))=Т(Х, С(Е)) всех непрерыв­
ных сечений расслоения Е и пунктированное множество 
Н1(Х, С(Е)) классов E-главных топологических расслоений. 
В случае, когда £ тривиально, мы получаем соответственно 
группу всех голоморфных или непрерывных отображений 
X-*-G и множество классов главных голоморфных ИЛИ топо­
логических расслоений с группой G. Вложение пучков. 
г: 0(£){to}C(E) порождает гомоморфизмы: 

/* :r(X,0(£){to}r(X,C(E)) 
t\ :Hi(X,0(E))-+W(X,C(E)). 

Грауэрт доказал [63, 64], что в случае, когда X — простран­
ство Штейна, i*0 порождает изоморфизм между группами связ­
ных компонент левой и правой частей, a i\ является изомор-
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физмом. Это значит, во-первых, что гомотопическая класси­
фикация голоморфных сечений совпадает с гомотопической 
классификацией непрерывных сечений, и, во-вторых, что клас­
сификация голоморфных E-главных расслоений совпадает с 
классификацией топологических E-главиых расслоении. При 
этом первый результат остается справедливым, если рассмат­
ривать гомотопическую классификацию тех сечений, которые 
на заданном аналитическом подмножестве A(Z.X совпадают 
с заданным сечением s£r(A, 0(E\A)). Заметим, что усовер­
шенствованное изложение теорем Грауэрта было дано Кар­
т а м и [33]. 

Перейдем теперь к обобщениям и некоторым приложениям 
результатов Грауэрта, которые были получены в последующие 
годы. Бунгарт [32] обобщил теоремы Грауэрта на случай, 
когда G — банахова комплексная группа Ли. Кадзивара и 
Кадзава [85] получили относительный вариант этого резуль­
тата. А именно, пусть Е — голоморфное расслоение на бана­
ховы комплексные группы Ли над X, А — аналитическое мно­
жество в X, 0(Е, А) и С(Е, А) —подпучки в О(Е) и С(Е), 
состоящие из ростков сечений, равных 1 на А. Доказывается, 
что если X—.пространство Штейна, то естественное отобра­
жение НХ(Х, 0(Е, A)){to}#1(X, C(E, А)) является изоморфиз­
мом. Отсюда следует, что голоморфное сечение расслоения 
Е над A продолжается на все X тогда и только тогда, когда 
оно продолжается до непрерывного сечения. Случай, когда 
E-— тривиальное расслоение с абелевым слоем, был рассмот­
рен одним из авторов ранее [83, 84]. Другой результат Кад­
зивара [82] утверждает, что если D — область в С" и 
Hl(D П Р, 0(G)) =0 для любой комплексной абелевой груп­
пы Ли G и любого одиосвязного полицилиндра P d O , TO 
D — область голоморфности. 

Рамшпотт [106, 107] обобщил теорему о .гомотопической 
классификации сечений на случай, когда слой является ком­
плексным однородным пространством комплексной группы 
Ли G, а структурная группа есть замкнутая комплексная под­
группа Ли в G. Отметим в связи с этим следующий резуль­
тат Рамшпотта [108]: если X — многообразие Штейна, то 
dimX{le}n тогда и только тогда, когда для всякого подмного­
образия У С X голоморфное отображение Y-*-Qn, где Q,,— 
n-мерная аффинная комплексная квадрика, продолжается 
на все X. Форстер и Рамшпотт [55] выделили класс пар 
F C G пучков групп на комплексном пространстве, близких 
по своим свойствам к паре 0(E) CG(E) и удовлетворяющих 
условиям, близким к теоремам Грауэрта (так называемые 
пары Ока). Найдены условия, достаточные для того, чтобы 
пара пучков F C G являлась парой Ока. 

ЭТИ результаты были применены к решению следующей 
задачи. Пусть X — многообразие Штейна, YdX — подмного-
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образие чистой коразмерности k. Подмногообразие У назы­
вается полным пересечением, если идеал J (Г) всех голоморф­
ных функций на X, равных 0 на У, порожден k элементами. 
Нужно найти условия, при которых У будет полным пересе­
чением. Форстер и Рамшпотт [56] свели эту задачу к чисто 
топологическому вопросу о существовании непрерывного се­
чения в некотором расслоении. Отсюда вытекают следующие 
результаты. Если dim У < — d i m * , то У является полным 

пересечением тогда и только тогда, когда нормальное рас­
слоение Л/(У) над У тривиально. В частности, неособая кри­
вая в многообразии Штейна размерности 5-=3 является пол­
ным пересечением (частный случай, когда X-=Cn, опублико­
ван в [54]). Если Х---О и n{le}6, то У —полное пересечение 
тогда и только тогда, когда класс Чжэня С"1 (У) =0. При рас­
смотрении той же задачи Шнейдер [113] ввел новый инва­
риант |3(У) £Н2к(Х, 2) —двойственный к У класс когомоло-
гий. Если У — полное пересечение, то |3(У) =0 . Если dim У < 
< - (2dimX—l) и Ня+1(Х, ng(S2''-1))---0 (q>2k) (напри-

О 

мер, если dim Y—— dimX), то из тривиальности расслоения 

ЛГ(У) и класса р(У) следует, что У - п о л н о е пересечение. 
Шнейдер изучал также вопрос, какие классы из H2h(X, Z) 
двойственны некоторым подмногообразиям. В частности, ои 
доказал, что при k = — dimX этим свойством обладают клас­

сы, делящиеся на (k—1)! 
Форстер доказал [50], что если л-мерное подмногообра­

зие YaCN является полным пересечением, то У паралле-
3 

лизуемо. Обратно, если N^.. — n+1 и У параллелизуемо, то 
У — полное пересечение. Отсюда следует, что многообразие 
Штейна параллелизуемо тогда и только тогда, когда оно 
вкладывается в некоторое CN как полное пересечение. Если 
dim J{le}5, то для параллелизуемости многообразия Штейна 
X необходимо и достаточно, чтобы С.(A) = C2(X) =-0. 

Пусть - й - штейнов модуль над алгеброй Штейна ЗД. Фор­
стер и Рамшпотт [57] изучали гомотопическую классифи­
кацию систем образующих модуля 9И, имеющих заданную 
длину г. Оказывается, что две такие системы гомотопны тогда 
и только тогда, когда они переводятся друг в друга обратимой 
квадратной матрицей порядка г над 21, гомотопной единичной 
матрице. В частности, если ЯК- идеал в 21 = Г ( О , О) и г = я - 1 , 
то гомотопические классы систем образующих'находятся во 
взаимно однозначном соответствии с элементами группы 
я 1 (У, Z), где У С О - множество нулей идеала fflt. 
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Остановимся теперь на следующей задаче о голоморфных 
расслоениях, поставленной 20 лет назад и до сих пор еще не 
решенной: будет ли пространством Штейна локально триви­
альное голоморфное расслоение, база и слой которого штей-
иовы? Мацусима и Моримото [95] доказали, что ответ ут­
вердителен в случае, когда база и слой — многообразия, а 
структурная группа G — связная комплексная группа Ли. 
Фишер [44] передоказал эту теорему для комплексных прост­
ранств и при этом ослабил условие на структурную группу, 
воспользовавшись результатом Штейна [124] о том, что на­
крытие пространства Штейна является пространством Штей­
на. Условие Фишера состоит в том, что подгруппа элементов 
из G, переводящих в себя связную компоненту слоя, дол­
жна иметь конечное число связных компонент-

Далее, Фишер [46] ввел следующее новое понятие. Пусть 
У — комплексное пространство, G — некоторая группа его 

автоморфизмов- Пространство У называется пространством 
Банаха — Штейна (соответственно Гильберта — Штейна) от­
носительно G, если в пространстве 21 (У) голоморфных функ­
ций на У существует банахово (гильбертово) подпространство 
Е, обладающее следующими свойствами: Е разделяет точки 
пространства У; для любой дискретной последовательности 
M C У существует функция из Е, не ограниченная на М; вло­
жение £—>-21 (У) непрерывно; ф*(£)=£ и q>*|E непрерывно 
(Ф (~ G); если задано голоморфное семейство автоморфизмов 
Ф : S{to}Aut У, где S — комплексное пространство, и <D(S) C.G 
то отображение s{to}0(s)*|E (s£S) голоморфно. Доказывает­
ся [46], что локально тривиальное голоморфное расслоенное 
пространство с базой X, слоем У и структурной группой G 
является пространством Штейна, если X—-пространство 
Штейна, а У — пространство Банаха — Штейна относительно 
G. Первоначальное доказательство Фишера [44] относилось 
к гильбертову случаю, а доказательство в банаховом случае 
опубликовали также Анкона и Спедер [10]. Фишер [45, 46] 
доказал также, что ограниченная область голоморфности 
АСС" является пространством Гильберта — Штейна в каж­
дом из следующих случаев: 1) я=1 и -Л1(У) конечно порож­
дена; 2) Aut У компактна; 3) У — строго псевдовыпуклая об­
ласть с гладкой границей; 4) У однородна. 

Кёиигсбергер [90, 91] рассматривает ту же задачу в слу­
чае, когда база — многообразие Штейна, а слой — ограничен­
ная область голоморфности в О , керифуикция которой бес­
конечна на границе. Он доказывает, что пространство такого 
расслоения строго псевдовыпукло и, следовательно, штеиново 
(см. § 5). 

Отметим еще результат Фишера [43], утверждающий, что 
линейное расслоенное пространство (в смысле Грауэрта) над 
пространством Штейна есть пространство Штейна. 
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