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УДК 517.9 

Н. Б. Ильинский, Е. Г. Шешуков 

ЗАДАЧА НЕЛИНЕЙНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ С НЕОДНОЛИСТНОЙ 
ОБЛАСТЬЮ ГОДОГРАФА СКОРОСТИ 

В последние годы возрос интерес к задачам фильтрации, не под­
чиняющейся закону Дарси, т. е. когда 

grad« = - (f(v)/v)v, (1) 
где h —- функция напора, v — скорость фильтрации, f(v) — положи­
тельная непрерывная функция [1]. Особый интерес среди этих задач 
представляют те, в [которых фильтрация описывается нелинейным 
законом с начальным градиентом, т. е. когда 

f(v) = K+/4v), . ( 2 ) 
где А0 > 0 — начальный градиент. При рассмотрении таких задач, как 
и в газовой динамике, строится область в>плоскости годографа ско­
рости, соответствующая области фильтрации. В ряде случаев эта 
область получается неоднолистной. Для решения некоторых таких 
задач, когда f*(v) = v, в работе [2] предложен способ перехода к 
системе парных интегральных уравнений путем введения дополни­
тельных условий сопряжения на разрезе. 

В настоящей работе, учитывая инвариантность уравнений филь­
трации при конформных преобразованиях, предлагается переходить 
в подобных задачах на однолистную каноническую область и там 
исследовать разрешимость, а само решение строить методом конеч­
ных разностей. Указывается также метод электромоделирования по­
добных задач непосредственно в многолистной области годографа 
скорости. Сказанное излагается на примере задачи о двух источни­
ках [2]. 

Постановка задачи. В плоскости фильтрации z = x + iy на веще­
ственной оси х в точках А и fi на расстоянии / друг от друга рас­
положены два источника интенсивности: 2q и 2Q соответственно 
(Q > Я)- В силу симметрии течения относительно оси х будем рас­
сматривать лишь верхнюю полуплоскость, где область, фильтрации 
обозначим через Oz. Вид этой области, исходя из физического 
смысла задачи, показан на рис. 1. 

Уравнения фильтрации имеют (см. [1]) вид 

дх v дх ' ду v ду' 

где ф —функция тока;/*(?;) в формуле (2) — непрерывная монотонно 
возрастающая функция, удовлетворяющая условиям /* (0) = 0', / * (г>)~ 
— Xjt)8' при г>—>0 и /* (v) ~ X2t»*» при v-^-oo (8 1 Т 82, 1и Х2 —положи­
тельные постоянные). 
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Рис. 1 

Требуется найти решение нелинейной системы (3) в области Gz, 
непрерывное и ограниченное в Gz, и построить границу застойной 
зоны MEN по краевым условиям 

УАО = 9' ^ S C = - Q > W r a = °- (4) 

причем на искомом участке границы MEN скорость v = 0; на беско­
нечности Ф линейно зависит от 9. 

Сведение к задаче Дирихле для области видоизмененного го­
дографа скорости. Путем преобразования годографа скорости от 
нелинейной системы (3) перейдем (см., например, [3]) к системе 

дер _ 1 dty ду _ 1 дф /,-ч 

№~~ k(s) 77' ~d~s~ k (s) дЬ ' 

где <р = — х0А, -/0 — некоторое постоянное значение х, £(s) = x/x0, 9 — 
угол наклона вектора скорости к оси х, 

ds •• 1(2 dv, Vf (V)\V2 (6) •.vf (v) J f(v)\f(,v) 
Возвращение к физической области течения осуществляется по фор­
муле 

dz = г г У 9 [v (хо/ИГ1^? + Щ]-
S 
В 

( 7 ) 

Таким образом, исходная зада­
ча свелась к построению комплекс­
ной функции w (X) = ср (9, s)+ty (9 , s), 
удовлетворяющей линейной эллип­
тической системе (5 ) и краевым 
условиям ( 4 ) , в области видоизме­
ненного годОграфа скорости Ох, 
где X = 9 + Is. Исходя из физичес­
кого смысла задачи, решение w(X) 
ищется в классе ограниченных и 
непрерывных в С?х функций. 

Следует отметить, что на уча­
стке границы Ох, соответствующем 
границе застойной зоны MEN, сис­
тема (5) вырождается (при •» = () 
функция k(s) обращается в нуль). 

Если проследить за изменени­
ем функций 9 (х, у) и s (х, у) вдоль 
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границы области Ог, то в плоскости X получим область Ох, изобра­
женную на рис. 2. Покажем, что эта область двулистна и имеет 
одну точку ветвления. 

Допустим, что решение задачи (4), ( 5 ) , непрерывное вплоть до 
границы области О Г , существует. Рассмотрим функцию X (ад) = 
= "(?, Ф) + is(«p, т1). Эта функция удовлетворяет в области GW ква­
зилинейной эллиптической системе 

ае 
дер 

k(s) ds 
д<\> ' 

д1. 
di>' 

1 ds_ 
k (s) д<р ' 

(8) 

которая получается обращением системы (5). В тех точках, где яко­
биан 

это преобразование взаимно однозначное. Обращение I в 0 или 
оо будет свидетельствовать о наличии точек ветвления, т. е. неод­
нолистности Ох. Область Gw изображена на рис. 3. 

(У) 
>=<? 

• 

ft •D. 
й п £ 

N -. „ -а 
в ч>---а С 

Рис. 3 

Функция 1 (ад), как это следует из рассмотрения области Ог, во 
всех внутренних точках Gw ограничена и отлична от нуля. Более 
того, эта функция непрерывна вплоть до границы, за исключением 
точек адд и wB, где она имеет интегрируемую особенность; в точ­
ках адж и адс функция Х(ад) обращается в нуль. 

Согласно теореме из [4] (см. с. 391, 397, 398) любое решение 
системы (8) в области Gw может быть представлено в виде 

Х(ад) = Ф[Л(ад)], (9) 
где А = Л (ад) — гомеоморфизм области Gw на себя, Ф (Л) — аналити­
ческая функция комплексно о переменного Л. 

Для о -раниченной и непрерывной функции, представимой в виде 
(9), справедлив принцип аргумента. Воспользуемся им. Проведем 
в Од = Gw некоторый замкнутый контур L*, достаточно близкий к 
границе области. Обозначим через О* область, ограниченную L*. 
Пусть Ф* = Ф (Л*) — значение Ф(Л) в произвольной внутренней точ­
ке Л* = ад* области U*. По принципу аргумента (1/2тс) arg |Ф (Л) — 
— Ф*] — ,1.—р, где «—число нулей, р — число /юлюсов функции 
Ф(Л) — Ф*. Но /> = 0 в силу ограниченности Ф(Л) в О д. При обходе 
L* конец вектора Ф(Л) —Ф* делает два оборота, т. е. я. = 2. Следо­
вательно, произвольному значению А* из G* соответствуют два 
значения Ф(Л*) = Ф*, т. е. область Ох двулистна. Осуществляя пре-
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дельный переход от L* к L (границе области Qw), что возможно 
вследствие сделанного предположения о существовании непрерыв­
ного вплоть до границы решения докажем двулистность об­
ласти Ох. 

Воспользовавшись еще раз принципом аргумента для функции 
d®ldk ( ( 1 / 2 я ) arg (dO/dA.) = я — p, p = 0, n = (l/2ic) (4ic — 2ic) = 1) , нахо­
дим, что лишь в одной точке Л 0 Й?ФД/А = 0 , Т. е. в 0A = GW имеется 
одна точка ветвления; соответствующую точку в Ог обозначим че­
рез Р(Х0), где X0 = 6 0 - f /s 0 . Таким образом, области фильтрации Gz 

в плоскости видоизмененного годографа скорости X = 9 + is соответ­
ствует двулистная полуполоса шириной к с одной точкой ветвле­
ния Х„. 

При заданных величинах q, Q, I картина течения в Ог должна 
определяться, а следовательно, должно находиться и положение 
точки ветвления Х0. Однако мы, как и в [2], будем использовать по­
луобратный прием: положение точки ветвления в Ог, т. е. Х0, будем 
задавать, а картину области течения в Gz — находить. При этом Х0 

будем задавать так, чтобы выполнялось условие 

f f > = 0 . (10 ) 
J / (и) 

MEN 

Тогда расстояние между источниками будет определяться по фор­
муле 

Заметим, что (10) является условием расположения источников 
на оси х (аналог условия расположения границ бьефов на одной вы­
соте в обратных краевых задачах теории фильтрации (см., например, 
[5], с. 243)). 

Таким образом, исходная задача свелась к построению ограни­
ченной и непрерывной в известной двулистной области G^ комплек­
сной функции удовлетворяющей системе (5), краевым усло­
виям (4) и условию 

Ф с о = « ? + ? ) О / * - Q ( 0 < б < г с ) . ( 1 2 ) 

Сведение к краевой задаче для прямоугольника. Предвари­
тельно рассмотрим два способа построения функции Х(£), осуществ­
ляющей конформное отображение двулистной области Ог на верх­
нюю полуплоскость I m C > 0 . Первый способ заключается в непосред­
ственном конформном отображении области С7Х на I m C > 0 , а второй 
состоит в том, что аналитическая функция Х(С) строится как реше­
ние смешанной краевой задачи для верхней полуплоскости. 

1 способ. С помощью функции С = — cosX конформно отобра­
зим область Ог на двулистную полуплоскость I m C > 0 . Далее функ­
цией * = (С —с)/(С — с) область I m C > 0 отобразим на двулистный 
круг |^| < 1 так, чтобы в центр круга _перешла j 04Ka с = — cosX0. 
Наконец, преобразованием Г, = / (ст + \ft) (с1* — Vt)~l ctg(P/2), где а = 
= (Ti+To)/4, • P = (Ti-7o)/4, ТО tIn[(1 + + с)], ц = 
= — i In [(1 — с)/(1 —с)], этот круг переходит на полуплоскость Im С > 0 : 
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Рис. 4 

2 способ. В верхней полуплоскости Im С > 0 по краевым усло­
виям, приведенным на рис. 4, ищем аналитическую функцию Х== 
= 8 + is, ограниченную в точках С= + 1, С = ± 1/Х и на бесконеч­
ности. 

По формуле Келдыша — Седова 

-1/Х 1 

где за /?(С) принята ветвь корня К(С2 — 1)(С2 — 1/Х2), положительная 
на отрезке 1 / Х < ? < с о , TJ = 0 . Параметры a, b и X связаны соотно­
шением 

—Ъ а 

J i/г(х) i j 
-1/Х 1 

Для дальнейших исследований целесообразно перейти от полу­
плоскости Im С > 0 к ограниченной области. При помощи функции 
g = F(k, arc sin С), где g — p + ir, F — эллиптический интеграл 1-го 
рода, отобразим верхнюю полуплоскость Ос на прямоугольник Gg. 
Так как система уравнений (5) инвариантна относительно конформ­
ного отображения, то в Gg имеем 

? = —— - , - = —k(p,r)~k(s(p, г)). (13) 
dp к(р, г) dr' dr k(j>, г) dp' ^ • 

Таким образом, исходная задача свелась к решению системы 
(13) в области Gg, удовлетворяющей краевым условиям (4), (12), где 
6 = 9(р), — К<р < К, а К — полный эллиптический интеграл 1-го ро­
да. Приближенное решение этой задачи в Gg можно находить мето­
дом конечных разностей. 

Геометрические и гидродинамические параметры области филь­
трации, в том числе и граница застойной области, находятся с ис­
пользованием формулы перехода (7). 

Исследование существования и единственности решения. При­
нимая во внимание, что на горизонтальных сторонах прямоуголь­
ника Gg уравнения (13) вырождаются, отобразим конформно Gg на 
полукольцо G o , так, чтобы линии вырождения перешли в отрезки 
оси абсцисс v = 0 (ю = р, + fa), а вертикальные стороны — в полу­
окружности. Область G „ , оказывается удобной при исследовании 
разрешимости полученной задачи (см. [6]). 

В области Ом функции (риф удовлетворяют системе уравнений, 
аналогичной ( 1 3 ) , н которой независимые переменные суть f., v, а 
вместо коэффициента k(p;..г) стоит коэффициент з = /г(s(у, v)) . Ис-
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ключая Ф из этой системы, придем к одному уравнению для функ­
ции Ф: 

J-riWS + irLn^O. • (14) 
dfi. \ <т d[j-J dv \ a dv J 

Коэффициент в ( ц , v) в Оо, может быть представлен в виде 

о = Л>(,1, v), (15) 

где т = (1 + 2/§i) > 1, р (р-, v) — ограниченная непрерывная функция 
в С 7»,, положительно непрерывная в Ош. Причем при 8 2 > 1 функция 
Р (|л, v) ограничена в Оm, а при 0 < 8 2 < 1 обращается в бесконечность 
в точках А и В. 

Переходя к новым независимым переменным \̂  = ^ и. v = &vm+1, 
где Ь = {т+ i ) -< m + 1 ) j и учитывая (15), уравнение (14) запишем в виде 

ajl2 a~2 д(Г a~ 

где п = 2т/(т+ 1) (т.е. 1 </г < 2), %(£ v) = — р"1 (др/д\>), a2Gv v)= 
= $~lbl "'V(dp/cb). Коэффициенты <2 j и а 2 оказываются ограничен­
ными во всей замкнутой области 0~ (со = р. + iv), за исключением то­
чек Л и 5 , в которых может нарушаться конформность отображе­
ния Ох на От. При 8 2 ==1 и 8 2 > ( 3 + K5J/2 коэффициенты ах и а 2 

в точках А я В ограничены, при 1 < 8 2 < ( 3 + 1^5)/2 они имеют ин­
тегрируемые особенности, а при 0 < 8 2 < 1 — неинтегрируемые. Из 
работ [6], [7] следует, что решение задачи Дирихле для уравнения 
(16) с ограниченными коэффициентами ах и а2 существует и притом 
единственно. Следовательно, рассматриваемая нами задача (4), (5), 
(12) при 8 2 = 1 и 8 2 > ( 3 +1/5)/2 разрешима однозначно. Таким обра­
зом, сделанное нами допущение о существовании непрерывного ре­
шения w(X) в Gx является обоснованным. 

О применении метода электромоделирования. Заметим, что 
решение задачи относительно функции ф(6, s) можно искать прибли­
женно методом моделирования на сеточных интеграторах (см., на­
пример, [8]) непосредственно в многолистной области Ог. Для этого 
нужно из точки ветвления по линии перехода с листа на лист про­
вести разрезы и, учитывая, что соответствующие значения функции 
Ф(9, • s) и ее нормальные производные на берегах разрезов должны 
совпадать, соединить проводником узлы сетки, попавшие на соот­
ветствующие стороны разрезов. При этом каждый лист римановой 
поверхности моделируется отдельно; разрезы моделируются полупо­
лосой шириной в один шаг сетки, а узлы сетки, приходящиеся на 
продолжение полуполос, попарно замыкаются. 

З а м е ч а н и е . Аналогично предлагаемыми методами может быть 
исследован ряд других задач подземной гидромеханики и теории 
фильтрации. 

Для нелинейных законов фильтрации без начального градиента 
решение упрощается, так как в этом случае неизвестных границ за­
стойных зон, на которых уравнения вырождаются, не будет. 
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В. А. ДЕМЬЯНЕНКО. О ГИПОТЕЗЕ А. ШИНЦЕЛЯ 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Кэ Чжао доказал, что, если натуральные числа х, у, г, большие 1, удовлетво­
ряют уравнению ххуУ = zz, то числа х, у должны иметь общий делитель rf>l. 
Позднее А. Шинцель установил, что во всяком таком решении или каждый про­
стой делитель числа х является делителем числа у, или каждый простой делитель 
числа у является делителем числа х. 

В 1958 году А. Шинцель поставил более общий вопрос: если х, у, z — нату­
ральные числа, большие 1, такие, что ххуУ= zz, то должны ли х, у иметь одинако­
вые простые делители? 

В настоящей статье дается утвердительный ответ на вопрос А. Шницеля . 
(Работа поступила в журнал „Математика" 20.1.1972.) 

Ю. А. КИРЮТЕНКО. ОБ ОПЕРАТОРАХ ОБОБЩЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ, 
АНАЛИТИЧЕСКИ ПРОДОЛЖИМЫХ ИЗ НУЛЯ 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В статье рассматривается оператор обобщенного интегрирования, определенный 
на пространстве А0 функций, аналитических в z = 0. Для таких операторов в в о ­
дится понятие аналитической продолжимости из нуля в некотором классе 93 об­
ластей, содержащих начало координат, и находятся необходимые и достаточные 
условия аналитической продолжимости оператора обобщенного интегрирования 
в тех случаях, когда 33 есть: 1) класс всех областей, содержащих начало координат; 
2) класс звездных областей с центром в z = 0; 3) класс конечных односвязных 
областей, содержащих начало координат. ("Работа поступила в журнал „Математика"' 
9.Ш.1972.) 


