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High order finite difference scheme for the plane problem of
convection in a porous medium.
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Abstract. Modeling of convection in a porous medium saturated with incompressible fluid
has applications in geophysics, technics, etc. The problem of convection in a porous medium
has a feature that distinguishes it from the problem of free fluid convection. Discovered by
D. V. Lyubimov branching off a family of stationary solutions for the plane Darcy convection
[3] was explained by V. I. Yudovich based on the theory of cosymmetry [4]. Galerkin method
was applied to study one-parameter families of stationary states in the Darcy problem for
rectangles in [5]. Second-order finite-difference scheme ensuring cosymmetry for discrete analogue
was presented in [6].

The problem of convection of a heat-conducting fluid in a rectangular porous region heated
from below is under consideration. We introduce a compact finite-difference scheme to supply a
higher order of accuracy in solving the equations for the stream function and temperature (Darcy
model). Previously, various versions of effective compact schemes for parabolic and hyperbolic
equations have been developed [7–9].

We built a compact finite difference approximation on nine-point stencil by using the balance
method. The constructed scheme ensures cosymmetry for discrete analogues. In a numerical
experiment, we study the spectral problem and calculate critical Raleigh numbers corresponding
to the branching off a family of stationary convective flows. Reducing terms in Taylor series
expansion, we improved the scheme by choosing parameters in the approximation of the Laplace
operator and the first derivative in horizontal coordinate.

Our results show that the accuracy can be increased by choosing an optimal ratio of the
step along horizontal and vertical coordinates. New finite-difference scheme allows to conduct
computations of the family of steady states and its transformations more effectively.
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Введение

Моделирование конвективных дви󰑨ений в пористой среде, насыщенной нес󰑨и-
маемой 󰑨идкост󰑭󰑧 представл󰑱ет интерес в 󰑬адачах геофи󰑬ики и в некоторых техни-
ческих прило󰑨ени󰑱х [1]. В постановке, испол󰑭󰑬у󰑧щей 󰑬акон Дарси [2], 󰑬адача облада-
ет р󰑱дом особенностей отлича󰑧щих ее от 󰑬адачи свободной конвекции. Обнару󰑨ен-
ное Д.В. Л󰑧бимовым ответвление семейств стационарных решений [3] дл󰑱 плоской
фил󰑭трационной конвекции Дарси было об󰑫󰑱снено В.И. 󰑰довичем на основе теории
косимметрии [4]. Исследовани󰑱 однопараметрических семейств стационарных ре󰑨и-
мов плоской 󰑬адачи Дарси дл󰑱 пр󰑱моугол󰑭ников были выполнены на основе сохра-
н󰑱󰑧щих косимметри󰑧 методов Галёркина [5] и конечных-ра󰑬ностных схем второго
пор󰑱дка [6], обеспечива󰑧щих сохранение косимметрии дл󰑱 дискретных аналогов.

В насто󰑱щей работе ра󰑬виваетс󰑱 компактна󰑱 ра󰑬ностна󰑱 схема, по󰑬вол󰑱󰑧ща󰑱 по-
высит󰑭 пор󰑱док точности и обеспечит󰑭 сохранение косимметрии. Компактные схемы
󰑬аписыва󰑧тс󰑱 на шаблонах, не существенно отлича󰑧щихс󰑱 от традиционных дл󰑱, но
име󰑧т более высокий пор󰑱док точности. Дл󰑱 уравнений параболического и гипербо-
лического типа были ра󰑬виты ра󰑬личные варианты эффективных компактных схем
[7]–[9]. Вопрос о применении компактных схем дл󰑱 󰑬адачи фил󰑭трационной конвек-
ции, наскол󰑭ко и󰑬вестно авторам, не рассматривалс󰑱 [1].

1. Уравнени󰑱 плоской 󰑬адачи конвекции Дарси

Рассматриваетс󰑱 пористый контейнер Ω = [0, a]× [0, b], насыщенный 󰑨идкост󰑭󰑧.
Осуществл󰑱етс󰑱 подогрев сни󰑬у, на боковых границах поддер󰑨иваетс󰑱 линейный
профил󰑭 распределени󰑱 температуры. Дл󰑱 описани󰑱 дви󰑨ени󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 урав-
нени󰑱 на основе 󰑬акона Дарси [2]

θ̇ = ∆θ + λψx + J(ψ, θ) (1)

∆ψ − θx = 0, J(ψ, θ) = ψxθz − ψzθx (2)

с граничными услови󰑱ми
ψ|∂Ω = θ|∂Ω = 0, (3)

где θ(x, z, t) 󰯹 отклонение температуры от равновесного линейного профил󰑱 на гра-
нице, λ 󰯹 фил󰑭трационное число Рэел󰑱.

Дл󰑱 построени󰑱 схемы более высокого пор󰑱дка ввод󰑱тс󰑱 потоки тепла q1 = −θx

и q2 = −θz и уравнение (1) перепишетс󰑱 в виде

−(q1)x − (q2)z + λψx + J(ψ, θ) = θ̇. (4)
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Дл󰑱 решени󰑱 нестационарной 󰑬адачи необходимо 󰑬адат󰑭 начал󰑭ные услови󰑱 тол󰑭-
ко дл󰑱 девиации температуры θ(x, z, 0) = θ0. Распределение функции тока при t = 0

находитс󰑱 и󰑬 󰑬адачи (2).
Косимметрией системы 󰑱вл󰑱етс󰑱 функци󰑱 L = (ψ,−θ).
Дл󰑱 определени󰑱 критических чисел Рэле󰑱 формулируетс󰑱 линеари󰑬ованна󰑱 ста-

ционарна󰑱 󰑬адача с граничными услови󰑱ми Дирихле

∆ψ − θx = 0, (5)

∆θ + λψx = 0. (6)

В работе [4] дока󰑬ано, что существует бесконечна󰑱 последовател󰑭ност󰑭 поло󰑨и-
тел󰑭ных характеристических чисел λ1,λ2, ..., причем все они не менее, чем двукрат-
ны. В случае пр󰑱моугол󰑭ника критические числа Рэле󰑱 да󰑧тс󰑱 формулой

λnm = 4π2

󰀕
n2

a2
+

m2

b2

󰀖
, n,m = 1, 2, . . . (7)

2. Метод конечных ра󰑬ностей

Дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи проводитс󰑱 дискрети󰑬аци󰑱 на основе метода конечных ра󰑬-
ностей. По ка󰑨дой и󰑬 пространственных переменных ввод󰑱тс󰑱 равномерные сетки
ωh = {xi = hi, i = 0, 1, ..., n+ 1} с шагом h =

a

n+ 1
и ωg = {zj = gj, j = 0, 1, ...,m+ 1}

с шагом g =
b

m+ 1
. Далее в работе верхний индекс испол󰑭󰑬уетс󰑱 дл󰑱 обо󰑬начени󰑱

номеров у󰑬лов по z, а ни󰑨ний 󰯹 по x, ввод󰑱тс󰑱 так󰑨е смещенные сетки, в у󰑬лах
которых наход󰑱тс󰑱 󰑬начени󰑱 скоростей и потоков тепла:

ωu =
󰁱
u
j+1/2
i , i = 0, 1, ...n+ 1, j = 0, 1, ...,m

󰁲

ωw =
󰁱
uj
i+1/2, i = 0, 1, ...n, j = 0, 1, ...,m+ 1

󰁲

ωθ =
󰀋
uj
i , i = 0, 1, ...n+ 1, j = 0, 1, ...,m+ 1

󰀌

Схематичное располо󰑨ение у󰑬лов в области пока󰑬ано на рис. 1, где представлены
у󰑬лы дл󰑱 гори󰑬онтал󰑭ной u и вертикал󰑭ной w скоростей, которые св󰑱󰑬аны с функ-
цией тока соотношени󰑱ми u = ψz, w = −ψx. В этих 󰑨е у󰑬лах определ󰑱󰑧тс󰑱 потоки
температуры q1 и q2.
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Рис. 1. Дискрети󰑬аци󰑱 исходной области

Дл󰑱 построени󰑱 конечно-ра󰑬ностной схемы воспол󰑭󰑬уемс󰑱 интегро-
интерпол󰑱ционным методом. Интегрируем (6) в пр󰑱моугол󰑭ни-
ке [xi−1/2, xi+1/2]× [zj−1/2, zj+1/2].

zj+1/2󰁝

zj−1/2

dz (−q1 + λψ) |xi+1/2
xi−1/2 +

xi+1/2󰁝

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 = 0. (8)

Дл󰑱 второго интеграла в (8) применим формулу Симпсона
xi+1/2󰁝

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 ≈ −h

6

󰁫
(q2)

j+1/2
i−1/2 + 4(q2)

j+1/2
i + (q2)

j+1/2
i+1/2 − (q2)

j−1/2
i−1/2 − 4(q2)

j−1/2
i − (q2)

j−1/2
i+1/2

󰁬
.

󰑪аменив

(q2)
j±1/2
i±1/2 ≈

(q2)
j±1/2
i + (q2)

j±1/2
i±1

2
и выра󰑬ив q2 чере󰑬 температуру θ, имеем

xi+1/2󰁝

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 ≈
h

12g

󰀵

󰀹󰀷
1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

где ⊙ 󰯹 матричный оператор свёртки.
Аналогично выводим дл󰑱 первого интеграла в (8)

zj+1/2󰁝

zj−1/2

dz (−q1 + λψ) |xi+1/2
xi−1/2 ≈

g

12h

󰀵

󰀹󰀷
1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸+
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+
λg

24

󰀵

󰀹󰀷
−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

Таким обра󰑬ом, дл󰑱 уравнени󰑱 (6) построен дискретный аналог на дев󰑱титочеч-
ном шаблоне

0 =
1

12

󰀳

󰁅󰁃
1

g2

󰀵

󰀹󰀷
1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1

󰀶

󰀺󰀸+
1

h2

󰀵

󰀹󰀷
1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1

󰀶

󰀺󰀸

󰀴

󰁆󰁄⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸+

+
λ

24h

󰀵

󰀹󰀷
−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

(9)

Аналогично получаетс󰑱 дискретный аналог уравнени󰑱 (5)

0 =
1

12

󰀳

󰁅󰁃
1

g2

󰀵

󰀹󰀷
1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1

󰀶

󰀺󰀸+
1

h2

󰀵

󰀹󰀷
1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1

󰀶

󰀺󰀸

󰀴

󰁆󰁄⊙

󰀵

󰀹󰀷
ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸+

− 1

24h

󰀵

󰀹󰀷
−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

(10)

3. Повышение пор󰑱дка аппроксимации

Ра󰑬ностный аналог оператора Лапласа на дев󰑱титочечном шаблоне мо󰑨но 󰑬апи-
сат󰑭 в виде

∆α,βf j
i =

󰀳

󰁅󰁃
1

h2

󰀵

󰀹󰀷
α −2α α

1− 2α −2 + 4α 1− 2α

α −2α α

󰀶

󰀺󰀸+
1

g2

󰀵

󰀹󰀷
β 1− 2β β

−2β −2 + 4β −2β

β 1− 2β β

󰀶

󰀺󰀸

󰀴

󰁆󰁄⊙ F, (11)

где F 󰯹 матрица 3× 3. Аналогично дл󰑱 первой прои󰑬водной имеем

δγxf
j
i ≈ 1

2h

󰀵

󰀹󰀷
−γ 0 γ

2γ − 1 0 1− 2γ

−γ 0 γ

󰀶

󰀺󰀸⊙ F. (12)

В уравнение (9) с неопределенными коэффициентами α, β, γ подставим точное
решение θ,ψ и ра󰑬ло󰑨им полученное выра󰑨ение в р󰑱д Тейлора относител󰑭но точ-
ки (x, z).

θx,x + θz,z + λψx = Φ(h, g),
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где нев󰑱󰑬ка выра󰑨аетс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом

Φ(h, g) =
h2

12
θxxxx + βh2θxxzz +

h2

6
λψxxx + αg2θxxzz +

g2

12
θzzzz + λγg2ψxzz+

+
h2g2

6
λγψxxxzz +

h2g2

12
αθxxxxzz +

h2g2

12
βθxxzzzz +O(h4) +O(g4).

После дифференцировани󰑱 уравнени󰑱 (6) два󰑨ды по x и по z имеем

ψxxx = −1

λ
(θxxxx + θxxzz) , ψxzz = −1

λ
(θxxzz + θzzzz) , ψxxxzz = −1

λ
(θxxxxzz + θxxzzzz) .

Искл󰑧чив с помощ󰑭󰑧 данных формул прои󰑬водные от переменной ψ и сгруппировав
члены при одинаковых степен󰑱х шагов h и g, 󰑬апишем выра󰑨ение дл󰑱 нев󰑱󰑬ки в виде

Φ(x, z) = Ah2 +Bg2 + Ch2g2 +O(h4) +O(g4),

A =

󰀕
1

12
− 1

6

󰀖
θxxxx +

󰀕
β − 1

6

󰀖
θxxzz,

B = (α− γ) θxxzz +

󰀕
1

12
− γ

󰀖
θzzzz,

C =
󰀓 α

12
− γ

6

󰀔
θxxxxzz +

󰀕
β

12
− γ

6

󰀖
θxxzzzz.

(13)

При α = β = γ = 1/12, получаетс󰑱 схема (9), а при α = β = γ = 0 󰯹 схема
второго пор󰑱дка [6].

4. Вычислител󰑭ный эксперимент

󰑪адача вычислени󰑱 критических чисел Рэле󰑱 λ, минимал󰑭ное и󰑬 которых от-
вечает во󰑬никновени󰑧 стационарных колебател󰑭ных ре󰑨имов, сводитс󰑱 к системе
ра󰑬ностных уравнений, которые 󰑬аписываетс󰑱 в виде

AΨ− BΘ = 0, AΘ+ λBΨ = 0,

где A,B 󰯹 матричные операторы Лапласа и дифференцировани󰑱 по x, построенные
на основе конечно-ра󰑬ностных операторов (11)–(12), Ψ,Θ 󰯹 векторы у󰑬ловых 󰑬наче-
ний функции тока и температуры. Выра󰑬ив Ψ = A−1 · BΘ, получим спектрал󰑭ну󰑧
󰑬адачу

0 = AΘ+ λB · A−1 · BΘ.

В вычислител󰑭ном эксперименте параметры α, β, γ выбиралис󰑭 таким обра󰑬ом,
чтобы сократит󰑭 число слагаемых в (13). Наибол󰑭шее сокращение главных членов
нев󰑱󰑬ки мо󰑨но добит󰑭с󰑱 при α = β = 2γ = 1/6. Расчеты проводилис󰑭 на сетках
n×m, где n 󰯹 число ра󰑬биений по оси x, m 󰯹 по оси z.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



98 А.А. Селищев, В.Г. Цибулин

Рис. 2. Расчет первых дес󰑱ти критических чисел Рэле󰑱 дл󰑱 ра󰑬личных
сеток (слева) и схем (справа), точное решение (крестик).

На рис. 2 (слева) приведены ре󰑬ул󰑭таты вычислени󰑱 первых дес󰑱ти критиче-
ских чисел Рэле󰑱 дл󰑱 α = β = 2γ = 1/6. Видно, что при увеличении числа у󰑬лов
сходимост󰑭 к точному решени󰑧 набл󰑧даетс󰑱 на достаточно грубой сетке. И󰑬 рис. 2
(справа) видно, что дл󰑱 одинаковых сеток схема (7) по󰑬вол󰑱ет достич󰑭 бол󰑭шей точ-
ности, чем схемы второго пор󰑱дка точности (α = β = γ = 0) и полученна󰑱 интегро-
интерпол󰑱ционным методом.

На рис. 3 представлены ре󰑬ул󰑭таты расчета первого критического числа Рэле󰑱 λ11

на ра󰑬личных сетках. И󰑬 графика относител󰑭ной погрешности следу󰑧т два вывода:
1) точност󰑭 ре󰑬ул󰑭тата вычислений на грубой сетке сил󰑭нее 󰑬ависит от m, чем от
n (дл󰑱 схемы второго пор󰑱дка это было отмечено в [6]); 2) существует оптимал󰑭ное
отношение шагов g/h = κ, при котором достигаетс󰑱 наиболее высока󰑱 точност󰑭 при
фиксированном числе у󰑬лов сетки.

В таблице 1 приведены 󰑬начени󰑱 λ11, рассчитанные дл󰑱 бли󰑬ких к оптимал󰑭ным
отношени󰑱х шагов. Так, дл󰑱 пр󰑱моугол󰑭ника с a = 2, b = 5 при g/h ≈ 5.192 первое
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Рис. 3. Относител󰑭на󰑱 погрешност󰑭 вычислени󰑱 λ11 на ра󰑬ных сетках;
α = β = 2γ = 1/6; a = 2, b = 5.

Таблица 1. Вычисление λ11 при α = β = 2γ = 1/6 в области a = 2, b = 5
на сетках с ра󰑬личным отношением шагов κ = g/h. λexact

11 = 49.348;
α = β = 2γ = 1/6; a = 2, b = 5.

n×m λcalc
11 Отн. погр. λ11(%) κ

19× 7 49.6205 0.5521 1.357
21× 7 49.3857 0.0763 1.5
23× 7 49.2107 0.2782 1.643
25× 9 49.4760 0.2594 1.388
27× 9 49.3706 0.0457 1.5
29× 9 49.2865 0.1247 1.611
31× 11 49.4192 0.1443 1.409
33× 11 49.3631 0.0305 1.5
35× 11 49.3163 0.0643 1.591

критическое 󰑬начение получаетс󰑱 с наимен󰑭шей погрешност󰑭󰑧. На рис. 4 представ-
лены функции тока и распределение температуры, отвеча󰑧щие λ11. Эти ре󰑬ул󰑭таты
аналогичны характерным течени󰑱м, во󰑬ника󰑧щим после потери устойчивости меха-
нического равновеси󰑱, см. [5, 6].
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Рис. 4. Функци󰑱 тока ψ и распределение температуры θ, соответству-
󰑧щие во󰑬никновени󰑧 конвекции при переходе чере󰑬 λ11.

󰑪акл󰑧чение

Дл󰑱 численного исследовани󰑱 фил󰑭трационной конвекции Дарси предло󰑨ена
конечно-ра󰑬ностна󰑱 схема на дев󰑱титочечном шаблоне, сохран󰑱󰑧ща󰑱 косимметри󰑧
исходной 󰑬адачи. Выбором дополнител󰑭ных параметров дискретных аналогов опера-
торов Лапласа и первой прои󰑬водной получено повышение пор󰑱дка аппроксимации
уравнений по вертикал󰑭ной координате. Это по󰑬вол󰑱ет улучшит󰑭 точност󰑭, прово-
д󰑱 расчеты с более детал󰑭ной сеткой по гори󰑬онтал󰑭ной координате. Представлены
ре󰑬ул󰑭таты вычислител󰑭ных экспериментов по решени󰑧 спектрал󰑭ной 󰑬адачи дл󰑱
пр󰑱моугол󰑭ников, проведено сравнение со схемой на п󰑱титочечном шаблоне, опреде-
лены оптимал󰑭ные соотношени󰑱 шагов сетки.
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